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VORWORT. 


—— ^ 


Indem ich dem mathematischen Publikum den zweiten 
Theil von G. Salmon's Analytischer Geometrie des Rau- 
mes übergebe, deren erster Theil im Herbst 1863 veröffent- 
licht wurde, habe ich nur einige Worte über die Abwei- 
chungen hinzuzufügen, welche denselben von der Original- 
Ausgabe unterscheiden. 

Sie bestehen, abgesehen von Aenderungen der Bezeich- 
nung, die ieh nützlich glaube, wie die consequente Durch- 
führung der Indices bei den Differentialen der Functionen 
und bei den vier Veründerlichen insbesondere der homo- 
genen unter ihnen, in Erweiterungen zum Theil von bedeu- 
tenderem Umfange. Das Werk meines vortrefflichen Freun- 
des, in welehem so wichtige Theile der Wissenschaft, wie 
die allgemeine Lehre von den Singularitäten der algebrai- 
schen Flüchen, die Theorie der Raumcurven und der deve- 
loppabeln Flächen, insbesondere ihrer projectivischen Eigen- 
schaften, die Theorie der Flächen dritter Ordnung ete., zum 
erstenmale im Zusammenhange vorgetragen wurden, hat 
seinen schönsten Erfolg darin gefunden, dass es Anlass und 
Ausgangspunkt geworden ist für die Veröffentlichung von 
Arbeiten, welche die Wissenschaft weiter geführt haben. 

Es genügt, zur Bezeichnung ihres Werthes auf die Ab- 
handlungen von A. Clebsch über die Osculationsebenen 
und die stationären Ebenen der Durchschnittscurven zweier 
Flächen und über die Doppelpunkte der Curve vierpunktiger 
Berührungen auf einer Fläche, und auf die von A. Cayley 
über die allgemeine Theorie der windschiefen Regelflächen 
und die Hesse’sche Fläche der Developpabeln hinzuweisen. 

Die Trennung des umfangreichen Materials in zwei 
Theile hat es möglich gemacht, die wichtigsten derselben 
nach ihrem wesentlichen Inhalte in das Werk aufzunehmen. 
Ich hoffe, dass in dem jetzigen Stadium der Entwickelung 
diese Rücksicht auf eine gewisse Vollständigkeit des Materials 
der Sache besonders nützlich sein und der Wirksamkeit kur- 
zer aber ganz von dem wissenschaftlichen Standpunkte der 
lebenden Meister geschriebener Lehrbücher den Boden berei- 
ten könne, die uns die Zukunft vielleicht schenkt. Darum 
sind auch einige Arbeiten berücksichtigt worden, welche wohl 
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in einem Werke dieser Art nur übergangen werden dürfen, 
wenn bestimmte Rücksichten auf den Umfang desselben unum- 

änglich sind. Ich zähle dahin Ku mmer's Theorie der Strah- 
Кы энше, und Clebsch's analytische Theorie des Steiner'- 
schen Pentaeders bei Flächen dritter Ordnung, sowie seine 
Abhandlung vom Normalenproblem bei Flüchen zweiten Gra- 
des. Dass ich aus ülterer Zeit Jacobi's Untersuchung über 
die Bestimmung der Flüchen durch Punkte und aus neuerer 
Bour's Veröffentlichungen über die Theorie der Deformation 
der Flüchen eje ty habe, wird wohl keiner Rechtfer- 
tigung bedürfen. Bei den Raumeurven und den Developpabeln 
ist überall, obwohl bei dem schon so reichen Material mit Zu- 
rückhaltung, auf die neuesten Fortschritte Rücksicht genom- 
men, bei den Flüchen vierter Ordnung. sind ebenso Kum- 
mer's werthvolle Beiträge zur Theorie derselben mitgetheilt 
worden, die wieder ihrerseits die schónen Arbeiten von 
Schröter und Cremona (vergl. „Jour. f. d. т. u. a. Math.“ 
Bd. LXIII, p. 315) über die dabei untersuchte Steiner'sche 
Flüche hervorgerufen haben. 

In den Zusützen sind diese Ergünzungen theils durch 
Literaturnachweise fortgeführt, theils sind einzelne besondere 
Untersuchungsrichtungen bezeichnet worden. Unter ihnen 
hebe ich die Formeln von Lam& und die Untersuchung von 
Clebsch über die Verwendung der elliptischen und 
Abel’schen Functionen in der Raumgeometrie hervor. Die 
Skizze über den Quaternionen-Calcul ist unverändert nach 
dem Original wiedergegeben. 

Besonders muss ich aber erwähnen, dass die lebhafte 
Theilnahme des verehrten Verfassers an der deutschen Ver- 
öffentlichung seiner Arbeiten mich in den Stand gesetzt hat, 
die Erweiterung der Theorie der Invarianten der Systeme von 
Flächen zweiten Grades zu einer allgemeinen Erledigung der 
bezüglichen Hauptprobleme in ihren die betreffenden Partien 
des ersten Bandes ergänzenden Theilen hier vorzulegen, welche 
er für die zweite Auflage seines Werkes bestimmt hat. Sie 
bildet den Schluss der Zusätze (p. 593 f.) und wird als eine 
werthvolle Bereicherung der deutschen Ausgabe gewiss an- 
erkannt werden. 

Möge denn das Werk so kräftig zur Förderung der 
analytisch-geometrischen Studien in Deutschland beitragen, 
wie die hohe Schätzung zu erwarten berechtigt, die es bei 
den Männern der Wissenschaft bereits erworben hat. 


Prag, am 23. Februar 1865. 
Dr. Wilhelm Fiedler. 
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I. Kapitel. 
Allgemeine Theorie der Flächen. 


I. Abschnitt. Einleitung. 


1. Indem wir für ein späteres Kapitel eine mehr in. das 
Detail eingehende Untersuchung der allgemeinen Eigenschaften 
der Flächen vorbehalten, gedenken wir hier einen Abriss der- 
jenigen Theile dieser allgemeinen Theorie zu geben, welche sich 
mit der mindesten Mühe ableiten lassen. 

Sei die allgemeine Gleichung der Fläche in der Form: 

A 
+ Вх kO % 
+ Ex? + Fy + Gz? + 2Hyz + 2Kzx + Lay 
+ etc. = (0 
geschrieben oder, wie es zur Abkürzung vorzugsweise geeignet ist: 


иу + и, + u + и; + ete. = 0, 


wo и, die Vereinigung der Glieder vom n'°" Grade in der Gleich- 
ung bezeichnet. 

In dieser Ausdrucksform besteht aa aus einem Gliede, и, ent- 
hält drei, v, sechs Glieder, etc., und die Gesammtzahl der Glie- 
der in der allgemeinen Gleichung ist die Summe von (n + 1) 
Gliedern der Reihe 

1, 3, 6, 10, etc., 


dd 
og) 3-03 
1.2.3 
Die Zahl der zur Bestimmung einer Fläche vom 
Salmon, Anal, Geom. d, Raumes. 11. 1 
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n'n Grade nothwendigen Bedingungen ist um eins 
kleiner als diese Anzahl, d. h. 


п (n? + 6n +11) 


6 

Daher bestimmen 3 Punkte eine Ebene, 9 Punkte eine Fläche 
zweiter, 19 eine Fläche dritter, 34 eine Fläche vierter Ordnung. 

Wenn man in die allgemeine Gleichung die Werthe 

а = т ké year db 

einsetzt, welche Punkten einer geraden Linie entsprechen, so 
liefert die für z bestimmende Gleichung »'* Grades, welche da- 
durch entsteht, die x Werthe des z in den Punkten, die der ge- 
raden Linie und der Fläche n!“ Ordnung gemeinschaftlich sind: 
Eine gerade Linie schneidet eine Fläche nie Ordnung 
in n (reellen, oder ganz oder zum Theil imaginären) Punkten. 
Wird das Substitutionsresultat eine Identität, so ist die Gerade 
in der Fläche enthalten. Somit jet еіпе Fläche »'* Ordnung 
durch eine in ihr gelegene Gerade und "o pont ФА 1 
Punkte auf ihr bestimmt. Die Bedingung, eine Gerade zu ent- 
halten, gilt für (n + 1) Bedingungen. Daher bestimmen 3 Ge- 
rade im Raume eine Fläche zweiten Grades.*) Eine ähnliche 
Elimination zeigt, dass die Durchschnittslinie einer Fläche 
n't Ordnung mit einer Ebene eine Curve nr Ord- 
nung ist. 

Die Theorie der Elimination lehrt auch, dass drei Fláchen 
von den respectiven Ordnungen m, n, p sich in mnp 
Punkten durchschneiden, oder dass die Durchschnittscurve 
zweier Flächen von den Ordnungen m und л von einer Fläche 
mier Ordnung in mnp Punkten, von einer Ebene also z. B. in mn 
Punkten geschnitten wird. 

Man findet ferner: Wenn durch beliebige 


6-004203. , 
$ | 


*) Nicht alle Flächen enthalten gerade Linien; da die Gleichungen 
der Geraden vier Constante enthalten, so findet nur bei den Flächen 
zweiten Grades die Möglichkeit den Bedingungen zu genügen stets 
und bei denen dritter Ordnung in einer bestimmten Zahl von Füllen statt; 
die Flächen höherer Ordnungen enthalten nicht allgemein gerade Linien. 
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Punkte eine Schaar von Flächen n" Ordnung gelegt 

werden, so schneiden sich alle diese Flächen in einer 

und derselben Curve. Denn sie sind alle durch die Gleichung 
U + AU, ex 0 

darstellbar, in welcher U und U, diejenigen Polynome n" Gra- 

des bezeichnen, welche mit Null verglichen die Gleichungen zweier 

unter jenen Flächen darstellen. 

Sie enthalten also alle die Curve 

0 = 0, U, = 0. 

Jede von ihnen ist durch einen einzigen dieser Curve nicht 
angehórigen Punkt bestimmt, den sie enthalten soll. Diess ist 
der Grundcharacter eines Büschels von Flächen aier Ord- 
nung. 

Ein Büschel von Flächen dritter Ordnung ist bestimmt durch 
18, ein solches von Flächen vierter Ordnung durch 33 Punkte. 

Ferner: Alle Flächen л! Ordnung, die durch 


+) +з +з , 
MPO E 
beliebige Punkte gehen, schneiden sich ausser in jenen 
noch in anderen 
n? + a BR + 1) (n + 2) (n + 3) 


festen Punkten. 

Beispielsweise alle Flächen zweiten Grades, die durch 7 Punkte 
gehen, in einem achten Punkte. 

Denn die Gleichungen aller dieser Flächen sind in der Form 

7+, + uU, = 0 
enthalten, in welcher U, U,, U, diejenigen Polynome е" Grades 
bezeichnen, welche gleich Null gesetzt drei jener Flächen reprä- 
sentieren. Die Zahl der denselben gemeinschaftlichen Punkte ist 
пз und daraus entspringt der Satz. Da die Gleichung des Systems 
zwei Constanten explicite enthält, so kann durch jedes gegebene 
Paar von Punkten im Raume eine jener Flächen gelegt werden. 
Man nennt die Gesammtheit dieser Flächen ein Netz von Flä- 
chen л'°© Ordnung und dass je eine Fläche des Netzes durch 
zwei willkürlich gegebene Punkte geht, ist die characteristische 
Eigenschaft der Netze von Flächen. Alle diejenigen Flächen eines 
1* 
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Netzes, welche durch denselben Punkt des Raumes gehen, bilden 
ein Flächenbüschel. Daran schliessen sich auch die Sätze: Wenn 
unter den Zweigen der Durchschnittscurve zweier 
Flächen л‘ Grades solche sind, durch welche eine 
Fläche vom m'* Grade gelegt werden kann, so geht 
durch die übrigen eine Fläche vom (n—»)'" Grade. 
Wenn z. B. zwei Flächen dritten Grades eine ebene Curve ent- 
halten, so geht durch den Rest der Durchdringungscurve eine 
Fläche zweiten Grades. Die Eigenschaften des windschiefen Sechs- 
ecks auf einer Fläche zweiten Grades gehen daraus hervor.*) 

Wenn von denDurchschnittspunkten dreier Flächen 
n'" Grades mn? auf einer Fläche m!“ Grades liegen, so 
geht durch die (n—2) nè? übrigen Durchschnittspunkte 
eine Fläche (n—2m)'^ Grades. 

Wenn drei Flächen aien Grades eine und dieselbe 
Curve enthalten, die auf einer Fläche m'™ Grades liegt, 
so schneiden sich die drei Flächen (n—m)'" Grades, 
welche durch die zweiten Durchschnittscurven jener 
Flächen gehen, in einer und derselben Curve. 

Man kann endlich diese Betrachtungen fortsetzen auf Flächen 
п“? Ordnung von der allgemeinen Gleichungsform 

_ 0+ MU, + uU, + vU, — 0. 

Man hat damit Flächen, deren jede durch je drei beliebige 
Punkte bestimmt werden kann nach der Zahl der Constanten 
A, и, v. Man hat vorgeschlagen eine solche Flächenfamilie als 
ein System zu benennen, und sieht leicht, dass alle die Flächen 
des Systems, welche durch denselben Punkt gehen, ein Netz, 
und alle die, welche dasselbe Paar von Punkten enthalten, ein 
Büschel bilden. 

2. Man kann die allgemeine Gleichung in die Form einer Polar- 
gleichung überführen, indem man die Substitutionen 

о cose, o cos, о cosy 
für 
a, У, z 
ausführt, und erhält dadurch eine Gleichung vom 2'*" Grade, aus 
der n Werthe des Radius vector bestimmt sind, die einer ge- 


*) Vergl. Art. 112 im ersten Bande dieses Werkes. 


http://rcin.org.pl 


— 5 — 


gebenen durch die Winkel e, В, у bezeichneten Richtung dessel- 
ben entsprechen. 

Wenn der Anfangspunkt der Coordinaten in der Fläche liegt, 
sQ ist 


uy = 0 
und eine der Wurzeln der letztgedachten Gleichung ist 
о = 0. 


Eine zweite Wurzel derselben Gleichung nimmt den Werth 
Null an, wenn die Bedingung 
B cosa + С cos B + D cosy = 0 
erfüllt ist, die durch Multiplication mit о in die Form 
Вх + Cy a Dz = 0 
übergeht, welche also ausdrückt, dass der Radius vector in der 
Ebene 
и, == 0 
enthalten sei. 

Es ist keine andere Bedingung zu erfüllen, damit der Ra- 
dius vector die Fláche in zwei auf einander folgenden Punkten 
schneide. 

Wir erkennen so, dass im Allgemeinen durch einen 
willkürlich gewählten Punkt einer Fläche unendlich 
viele Radien vectoren gelegt werden kónnen, welche 
in ihm zwei zusammenfallende Punkte mit derselben 
gemein haben, d. i. unendlich viele Tangenten der 
Fläche: alle diese Tangenten liegen in einer durch die 
Gleichung 

u == 0 
bestimmten Ebene, welche die Tangentenebene der 
Fläche in jenem Punkte genannt wird. 

3. Der Durchschnitt einer Fläche mit einer ihrer 
Tangentenebenen ist eine Curve, welche den Berühr- 
ungspunkt zum Doppelpunkt hat.*) 

Jeder Radius vector, welcher in der Tangentenebene liegt, 
ist auch ein Radius vector der durch sie mit der Flàche gebilde- 
ten Schnitteurve, und da jeder von diesen Radien die Schnittcurve 


*) Diese Bemerkung ist wohl zuerst von Cayley gemacht worden; 
vergl, Gregory's „Solid Geometry* Second Edition p. 141. 
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im Coordinatenanfang in zwei zusammen fallenden Punkten :chnei- 
det (Artikel 2), so ist dieser nach der Definition ein Doppdpunkt 
derselben. 

Man hat ein Beispiel dieses Gesetzes bei dem einfache Hy- 
perboloid kennen gelernt, als welches durch jede seiner Tangen- 
tenebenen in einem Kegelschnitt mit einem Doppelpunkt, d. h. 
in zwei geraden Linien geschnitten wird. Der Berührungspunkt 
der Tangentenebene einer Fläche zweiter Ordnung von einer an- 
dern Species ist ebenso als der Durchschnittspunkt von zwä ima- 
ginären geraden Linien zu betrachten. 

Aus unserer jetzigen Betrachtung folgt umgekehrt, dass jede 
Ebene, die eine Fläche in einer Curve mit Doppelpunkt schnei- 
det, als eine Tangentenebene der Fläche anzusehen ist, wel- 
cher jener Doppelpunkt als Berührungspunkt entspricht; dass sie 
eine doppelte Tangentenebene heissen muss, wenn der 
besagte Durchschnitt zwei Doppelpunkte enthält, und eine drei- 
fache Tangentenebene, wenn drei Doppelpunkte ihm ange- 
hóren. 

Da die Gleichung einer Ebene drei unabhängige Constanten 
enthält, so ist es immer möglich, eine Ebene so zu bestimmen, 
dass sie drei gegebenen Bedingungen genügt, und es kann daher 
eine endliche Anzahl von Ebenen gefunden werden, welche eine 
gegebene Fläche in einer Curve mit drei Doppelpunkten schnei- 
den, d. h. jede Fläche hat im Allgemeinen eine be- 
stimmte Zahl von dreifachen Tangentenebenen. | 

Sie besitzt auch unendlich viele Doppeltangentenebe- 
nen, und es wird durch dieselben als der Ort ihrer Berühr- 
ungspunkte eine Curve auf der Fläche bestimmt. Der Grad 
dieser Curve und die Zahl der dreifachen Tangentenebenen wer- 
den weiterhin untersucht, 

4. Durch einen in einer Fläche willkürlich ge- 
wählten Punkt können im Allgemeinen zwei Linien 
so gezogen werden, dass sie mit der Fläche drei zu- 
sammen fallende Punkte gemein haben. 

Damit der Radius vector die Fläche in drei zusammen fal- 
lenden Punkten schneide, muss nicht allein wie in Artikel 2 die 
Bedingung 

B cos « + € cos В 4 D cos y = 0, 
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sondern auch die andere 
E cos а + F cos? B + G cos? у ] 

+ 2H cos B cos y + 2K cos y сове + 2L cos а cos В = 0 
erfüllt sein. Wenn beide Bedingungen erfüllt sind, во ist die 
Gleichung des л'°® Grades, durch welche o bestimmt wird, — 
da А auch gleich Null ist — durch 9? theilbar und hat daher 
drei ihrer Wurzeln gleich Null. 

Nun drückt die erste Bedingung aus, dass der Radius vector 
in der Tangentenebene 


u = 0 
liegt, und die zweite sagt, dass еп der Fläche 
и, = 0 


oder 

Ex? + Еу? + G? + 2Hyz + 2Kzx + 2lay = 0 
angehöre, welche ein Kegel zweiten Grades ist. 

Da jeder solche Kegel von einer durch seinen Scheitel gehen- 
den Ebene in zwei geraden Linien geschnitten wird, so können, 
der Behauptung gemäss, stets zwei die vorgeschriebenen Bedin- 
gungen erfüllende gerade Linien gefunden werden. 

Jede durch eine dieser Linien gehende Ebene — die Tan- 
gentenebene ausgenommen, welche beide enthält — schneidet die 
Fläche in einer Curve, welche den Berührungspunkt zum In- 
flexionspunkt hat; denn ein Inflexionspunkt ist ein Punkt, dessen 
Tangente die Curve in drei zusammen fallenden Punkten schnei- 
det. Wir nennen deshalb die zwei durch jeden Punkt der Fläche 
gehenden geraden Linien, welche mit derselben in ihm drei zu- 
sammen fallende Punkte gemein haben, die Inflexionstangen- 
ten der Flàche in diesem Punkte. 

Die Existenz solcher Linien kann überdiess ‚wie folgt nach- 
gewiesen werden. Wir wissen, dass der Berührungspunkt in dem 
durch die Tangentenebene gebildeten Schnitt ein Doppelpunkt ist; 
es wird aber їп der Theorie der ebenen Curven bewiesen, dass 
durch einen Doppelpunkt stets zwei gerade Linien gezogen wer- 
den kónnen, welche die Curve in drei mit ihm zusammen fallen- 
den Punkten schneiden. Das Gleiche gilt offenbar für dieselben 
von der Fläche, 

5. Jenachdem das Paar seiner Tangenten reell und verschie- 
den, zusammen fallend oder imaginär ist, gehört der Doppelpunkt 
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einer von drei verschiedenen Klassen an. Ihnen entsprechend ist 
die Berühruug einer Ebene mit einer Fläche entweder eine solche, 
für welche der Berührungspunkt ein Knotenpunkt derSchnitt- 
curve, d. i. ein Doppelpunkt mit reellen Tangenten, 
oder eine solche, für welche der Berührungspunkt eine Spitze 
oder ein Cuspidalpunkt, d. i. ein Doppelpunkt mit zusam- 
menfallenden Tangenten, oder eine solche, für die der Berühr- 
ungspunkt ein conjugierter Punkt ist, d. h. ein Doppelpunkt 
mit imaginären Tangenten; mit andern Worten, die Inflexions- 
tangenten des Berührungspunktes characterisieren die Art der Be- 
rührung. 

Dupin, welcher zuerst diese Unterschiede der Berührung 
bezeichnet hat,*) drückt sich darüber in folgender Weise aus: 
Wenn man nur Punkte betrachtet, die dem Anfangspunkt der 
Coordinaten so nahe sind, dass alle hóheren Potenzen der Coor- 
dinaten von der zweiten aufwärts vernachlässigt werden können, 
so schneidet die Tangentenebene in demselben oder eine ihr un- 
endlich nahe Parallel-Ebene die Fläche 

u + u, + и, + ete. 

in derselben Curve, in welcher sie die Fläche zweiter Ordnung 

и, + Ma 
schneidet. Jenachdem diese letztere Fläche durch Ebenen, welche 
der Tangentenebene parallel sind, in Ellipsen, Hyperbeln- oder 
Parabeln geschnitten wird, muss auch der durch die Tangenten- 
ebene gebildete Schnitt als eine unendlich kleine Ellipse, Hyper- 
bel oder Parabel betrachtet werden. 

Dieser unendlich kleine Schnitt wird von Dupin die Indi- 
catrix des Berührungspunktes genannt und er Шеш die Punkte 
der Fläche je nach der Natur der ihnen entsprechenden Indica- 
trix їп elliptische, hyperbolische und parabolische 
Punkte. 

Wenn wir die Tangentialebene als die Ebene der гу vor- 
ausselzen, so ist die Gleichung der Flüche von der Form 


© + Аа? + 2 Bay + Су? + 2Daz + 2 Eyz + Fz? + ete; = 0, 
und der Anfangspunkt der Coordinaten ist ein elliptischer, hyper- 


*) Vergl. Dupin's „Developpements de Geometrie, p. 48. 
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bolischer oder parabolischer Punkt, je nachdem 
2x 
B 2 AC 
ist.*) 

6. Aus der bekannten Gleichung der Tangentenebene für 
den in der Flàche gelegenen Anfangspunkt der Coordinaten leiten 
wir durch einfache Transformation der Coordinaten die Gleichung 
der Tangentenebene in einem beliebigen Punkte der Flüche ab. 


Wir erkennen genau in derselben Art, wie im Art. 58 des ersten 
Bandes, dass dieselbe in jeder GL ид Formen 


NEON „ dU 
Ge u + vv) 55 + (2—2) = 0, 
und 
dU' dU' dU' au’ 
vie maf rer di ТЇ. 2070 АЙ er Baal, 


geschrieben werden kann. 

7. Wenn hiernach gefordert ist, die Tangentenebene in einem 
dem Anfangspunkt unendlich nahe liegenden Punkte der Fläche 
z + Ax? + 2Bay + Cy? + 2 Doz + 2 Eyz + Fz* + etc. = 0 
zu bestimmen, so haben wir a^, y' als so klein voraus zu setzen, 
dass ihre Quadrate vernachlässigt werden können, während zu- 
gleich, da der nächstfolgende Punkt der Tangentialebene angehört 


, 


т = (0) 
oder genauer gesprochen, wie es die Gleichung der Fläche 
zeigt, z eine Grösse der nàmlichen Ordnung mit den Quadraten 
von æ und у ist. Damit wird ebensowohl aus der Formel des 
letzten Artikels, als durch die directe Einführung von = + «, 


*) Diess kann auch so ausgedrückt werden: Wenn die Ebene der 
cry die Tangentialebene und die Gleichung der Fläche in der Form 
z = Ó (a, y) у 
ausgedrückt ist, so ist der Anfangspunkt ein elliptischer, hyperbolischer 
oder parabolischer Punkt, je nachdem 


(æa) S (æ) 6) 


ist; man findet leicht, dass dies mit dem im Text mitgetheilten Kenn- 
zeichen äquivalent ist, Wir gehen nicht näher darauf ein, weil es selten 
vorkommt, dass die Gleichung der Flüche in der entsprechenden Form 
gegeben, d. h. z explicite als Function von c und у ausgedrückt ist. 
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y + y für x und y und Vergleichung des linearen Theils der 
transformierten Gleichung mit Null, die Gleichung der nächst- 
folgenden Tangentialebene in der Form 


z+2(4 + Ву) = + äLës + Су) у = 0 
gefunden. Nun bezeichnet aber 


(da + By) = + (Ba + бу) y 
denjenigen Durchmesser des Kegelschnitts 
Аа? + 2Bay + Cy = Е, 

welcher dem nach dem Punkte (e, y) gezogenen conjugiert ist 
(„Analytische Geom. d. Kegelschnitte*, Art. 96). Man hat also 
den Satz: Jede Tangentenebene einer Fläche wird durch 
eine nächstfolgende Tangentenebene derselben in 
demjenigen Durchmesser der Indicatrix geschnitten, 
welcher der durch die Wahl des nächstfolgenden 
Punktes bestimmten Richtung conjugiert ist. 

Diess ist aus Dupin’s Anschauung auch geometrisch evident. 
Denn жепп wir annehmen, dass die dem gegebenen nächstfol- 
genden Punkte in einem unendlich kleinen Kegelschnitt liegen, 
so geht die Tangentenebene in einem von ihnen nothwendig durch 
die zugehörige Tangente dieses Kegelschnitts; diese Letztere fällt 
aber beim Uebergang zur Grenze mit dem Durchmesser des Ke- 
gelschnitts zusammen, welcher zu dem durch den gewählten Punkt 
der Peripherie bestimmten conjugiert ist, weil sie diesem conju- 
gierten Durchmesser parallel und unendlich wenig von ihm ent- 
fernt ist. 

Darnach können alle Tangenten einer Fläche, die in einen 
gegebenen Punkt derselben an sie gelegt sind, in Paare so ver- 
theilt werden, dass die Tangentenebene der Fläche in dem nächst- 
folgenden Punkte einer jeden von ihnen die jedesmalige andere 
enthält. Die so auf einander bezogenen Tangenten werden con- 
jugierte Tangenten genannt. 

In dem Falle, in welchem die zwei Inflexionstangenten reell 
sind, ist die Relation zwischen je zwei conjugierten Tangenten 
eines anderen Ausdrucks fähig. Wenn man nämlich die Inflexions- 
tangenten als die Achsen der æ und y wählt, welches mit der 
Einführung der Voraussetzungen 


4 ses A, Beef 
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in die vorige Gleichung identisch ist, so wird die Gleichung der 
nächstfolgenden Tangentenebene 
z + 2В (ку + ау) = 0. 

Und da die geraden Linien 

т==0, у= 0, xy + zy = 0, xy —ay = 0 
ein harmonisches Büschel bilden, so lernen wir, dass jedes 
Paar conjugierter Tangenten mit den Inflexionstan- 
genten ein harmonisches Büschel erzeugt; d. i. die 
Inflexionstangenten sind die sich selbst conjugierten Strahlen des 
involutorischen Büschels, welches von den Paaren der conjugier- 
ten Tangenten gebildet wird. (Vgl. ,,Analytische Geom. d. Kegel- 
schnitte * Artikel 413.) 

8. In dem Falle, in welchem der Anfangspunkt der Coordi- 
naten ein parabolischer Punkt ist, kann die Gleichung der Fläche 
in die Form 

z + Ay? + etc. = 0 
gebracht werden und die Gleichung einer nàchstfolgenden Tan- 
gentenebene ist 
z +24y = 0. 

Somit geht die Tangentenebene in jedem auf einen parabo- 
lischen Punkt nächstfolgenden Punkte durch die Inflexionstangente; 
und wenn der nächstfolgende Punkt in der durch 
y eh 
bestimmten Richtung genommen wird, so fällt die entsprechende 
Tangentenebene mit der ursprünglichen zusammen. 

Demnach ist die Tangentenebene in einem para- 
bolischen Punkt als eine Doppeltangentenebene zu 
betrachten; denn sie berührt die Fläche in zwei auf einander 
folgenden Punkten. *) 

In dieser Hinsicht kónnen parabolische Punkte in Flächen 
als Analoga der Inflexionspunkte in ebenen Curven betrachtet 
werden; denn in der Theorie der hóheren ebenen Curven wird 
bewiesen, dass die Tangente im Inflexionspunkt in ganz gleicher 
Art als eine Doppeltangente anzusehen ist. Eine weitere Analogie 


*) Diess ward wohl zuerst bemerkt „Cambridge and Dublin Mathe- 
matical Journal“ Vol. III, p. 45. 
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zwischen parabolischen und Inflexionspunkten wird später darge- 
legt werden. 

Da es zweckmässig ist, einen Namen zu haben zur Unter- 
scheidung von Doppeltangentenebenen, welche in zwei verschie- 
denen Punkten berühren, von den Doppeltangentenebenen der hier 
betrachteten Art, bei welchen die Berührungspunkte zusammen 
fallen, so werden wir diese Letzteren stationäre Tangenten- 
ebenen nennen; indem wir durch diess Wort anzeigen wollen, 
dass die Tangentenebene bei der Bewegung, welche dem Ueber- 
gang von einem Punkt der Fläche zu einem andern entspricht, 
für einen solchen Punkt einen Augenblick in der nàmlichen Lage 
bleibt. 

Aus demselben Grunde hat man die Tangenten in den In- 
flexionspunkten ebener Curven stationäre Tangenten derselben ge- 
nannt. 

9. Wenn durch die Transformation des Anfangspunktes der 
Coordinaten in einen Punkt der Fläche nicht nur, wie bisher 
allein vorausgesetzt ward, 

ug = 0 
ist, sondern auch alle Glieder von 

“i 

versehwinden, so dass- die Gleichung der Fläche die Form 
Ex? + Еу? + 62? + 2Hyz + 2Kzx + 2 Lay + и, + etc. = 0 
annimmt, so erkennt man in derselben Art, dass jede durch die- 
sen Anfangspunkt gehende gerade Linie in ihm zwei zusammen 
fallende Punkte mit der Fläche gemein hat; derselbe ist dann 
als ein Doppelpunkt der Fläche zu bezeichnen. 

Man sieht auch, dass eine durch diesen Anfangspunkt ge- 
zogene Gerade die Fläche in ihm in drei zusammen fallenden 
Punkten schneidet, wenn ihre Richtungscosinus der Bedingung 

Е соза + Р cos? В + G соѕ? у 
+ 24 cos B cos y + 2K cos y cos а + 2L cos « cos В = 0 
genügen; in andern Worten, durch einen Doppelpunkt der 
Fläche gehen unendlich viele gerade Linien, welche 
mit der Fläche drei zusammen fallende Punkte gemein 
haben; sie bilden einen Kegel zweiten Grades, desseu 
Gleichung ist 
и, == 0. 
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Ueberdiess schneiden sechs von diesen Linien die 
Fläche in vier zusammen fallenden Punkten, die Durch- 
schnittslinien der beiden Kegel zweiten und dritten 
Grades : 

и, = 0, и, = 0). 

Die Doppelpunkte der Flächen können nach der Zahl dieser 
geraden Linien eingetheilt werden, welche reell sind, nach dem 
Zusammenfallen von zweien oder mehreren unter ihnen, ete.; wir 
wollen aber nicht in diese Einzelheiten eingehen. 

- Der einzige specielle Fall, welcher erwähnt werden muss, 
entspricht dem Zerfallen des Kegels ш, in zwei Ebenen, und der- 
selbe schliesst den specielleren Fall ein, wenn diese beiden Ebe- 
nen zusammen fallen, d. i. wenn и, ein vollkommenes Quadrat ist. 

10. Jede einen Doppelpunkt enthaltende Ebene kann in ge- 
wissem Sinne als eine Tangentenebene der Fläche angesehen 
werden, weil sie die Fläche in einer Curve schneidet, die einen 
Doppelpunkt besitzt; in besonderer Art sind aber die Tan- 
gentenebenen des Kegels и, als Tangentenebenen der 
Fläche anzusehen. Jede derselben schneidet die Fläche in einer 
Curve, für welche der Anfangspunkt der Coordinaten eine Spitze ist. 

Dem Doppelpunkt einer Fläche, welcher hiernach ein Punkt 
ist, durch den unendlich viele Tangentenebenen derselben hin- 
durch gehen, entspricht im Allgemeinen in der Reciprocalfláche 
eine Ebene, welche diese in unendlich vielen einem Kegelschnitt 
angehórigen Punkten berührt, Wenn der Doppelpunkt von der 
speciellen Art ist, welche am Ende des letzten Artikels bezeich- 
net ward, so entspricht ihm eine Doppeltangentenebene der Re- 
ciprocalflüche, welche zwei Berührungspunkte besitzt. ` 

11. Die in den vorhergehenden Artikeln unter der speciellen 
Voraussetzung, dass der Anfangspunkt der Coordinaten mit dem 
betrachteten Punkte zusammen falle, erhaltenen Resultate über- 
tragen und erweitern wir nun auf den Fall einer beliebigen Lage 
dieses Punktes. 

Wir erinnern zuerst den Leser daran, dass immer eine be- 
grenzte Anzahl gerader Linien bestimmt werden kann, welche vier 
Bedingungen genügen (als z. B. eine Fläche vierfach berühren), weil 
die Gleichungen einer geraden Linie vier Constanten enthalten (Bd. I, 
Art. 46, Anmerk.); wührend dagegen unendlich viele gerade Linien 
gefunden werden können, welche drei Bedingungen erfüllen (z. B. 
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eine Fläche dreifach berühren) wobei dann diese Geraden eine 
gewisse Fläche erzeugen und die zugehörigen Berührungspunkte 
einen gewissen Ort auf der gegebenen Fläche bestimmen. 

Wir kommen in einem späteren Kapitel auf die allgemeinen 
Probleme zurück, welche die Zahl der Auflösungen für vier ge- 
gebene Bedingungen und den Grad der erzeugten Fläche, sowie 
den Ort der Berührungspunkte für drei gegebene Bedingungen 
zu bestimmen verlangen. 

In diesem Kapitel beschränken wir uns auf den Fall, in 
welchem die gerade Linie durch einen gegebenen Punkt gehen 
muss, der in oder ausser der Fläche gelegen ist; diese Bestim- 
mung ist zweien Bedingungen äquivalent und es können daher 
unendlich viel gerade Linien so bestimmt werden, die einen Kegel 
bilden, dass sie noch überdiess einer andern Bedingung genügen, 
während nur eine begrenzte Zahl von solchen geraden Linien 
möglich ist, die ausserdem zwei Bedingungen erfüllen. 

Wir bedienen uns der Untersuchungsmethode von Joachims- 
thal, welche in „Analytische Geom. d. Kegelschn.“ Artikel 107, 
überdiess aber auch im Artikel 71 des ersten Bandes von diesem 
Werke angewendet worden ist. 

Wenn die tetraedrischen Coordinaten zweier Punkte durch 
а, y, 2, ш und a", y”, z", w” bezeichnet werden, so findet 
man die Punkte, in denen ihre gerade Verbindungslinie eine 
Fläche schneidet, durch die Substitution von 

А + ua”, Ay + uy”, etc. 
für 

2 ; y , ele. 

in die Gleichung der Fläche. Das Resultat der Substitution ist 
eine Gleichung »'" Grades in Bezug auf das Verhältniss A : u, 
deren Wurzeln die Verhältnisse der Segmente bestimmen, nach 
welchen die Verbindungslinie der beiden gegebenen Punkte durch 
die ihr angehórigen Punkte der Fläche getheilt wird. Und wenn 
A w eine der Wurzeln dieser Gleichung ist, so sind die Coor- 
dinaten des entsprechenden Schnittpunktes der Fläche mit dieser 
Fläche durch 

Ас + wa”, Xy + шу, 2 4+ шг", Aw ww" 
dargestellt. Alles das wird dem Leser keinerlei Schwierigkeit 
bereiten, der die entsprechende Theorie für ebene Curven be- 
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wältigt hat. Das Resultat der fraglichen Substitution kann, wie 
bei diesen letzteren, in der Form 


PU + FRAU + " z VRAU + ete. = 0 
geschrieben werden, wo das Symbol 4 die Operation 
d d d d 
ey Tug mof mas 
bezeichnet. 


In Verfolgung der Analogie der ebenen Curven nennen wir 
die durch die Gleichung 


dU 
dz 


Tow = = 0 


w 


, dU ,dU , 
yap Uh (а Д 


dargestellte Fläche die erste Polare des Punktes (2, y^, z, w’); 
wir nennen 


,d ,d 5d. M 
GI +“ +”) ==0 


die zweite Polare und so weiter. Die Polarebene desselben 
Punktes ist 
au’ du’ au’ au’ 
BE Er E 

Jede Polarfläche ist auch eine Polarfläche des 
Punktes (xy 2 20) in Bezug auf alle anderen Polarflä- 
chen desselben, deren Grade den ihrigen übersteigen. 

Wenn ein Punkt in der Fläche liegt, so berühren alle seine 
Polaren die ihm entsprechende Tangentenebene der Fläche; denn 
diese letztere ist seine Polarebene in Bezug auf die Fläche und 
somit auch die Polarebene in Bezug auf die verschiedenen andern 
Polarflächen, also ihre gemeinschaftliche Berührungsebene. 

Man erkennt diess auch, indem man die Polare des Coordi- 
natenanfangs in Bezug auf 


uw" + ug" + uw"? + ele. = 0 
nimmt (welche Gleichung durch Einführung der neuen Veränder- 
lichen w homogen gemacht worden ist). Die Polarlächen werden 
durch. Differentiation in Bezug auf diese neue Veränderliche er- 
halten, so die erste Polare in der Form 
пиу" + (n—1) uw"? + (n—2) mw"? + ete., 
und wenn daher 
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uy — 0 
ist, so sind die Glieder des ersten Grades sowohl im Ausdruck 
der Fläche als in dem der Polare die durch и, repräsentierten. 

Wir wollen bemerken, dass die ersten Polarflächen aller 
Punkte des Raumes in Bezug auf eine Fläche mier Grades ein 
System, die aller Punkte einer Ebene ein Netz, die aller Punkte 
einer Geraden ein Büschel bilden. 

Wenn man die Polarebenen speciell betrachtet, so lässt 
sich erstens leicht zeigen, dass es für zwei Flächen vom m'*" und 
nn Grade respective (m + n — 2) Jm — 1? + (n— 17) Punkte 
gibt, welchen dieselbe Polarebene in beiden Flächen entspricht. 
Für m = n wird diese Zahl — 4 (n — 1) und diese Punkte 
haben dieselbe Eigenschaft für alle Flächen des von ihnen be- 
stimmten Büschels vom 7'* Grade. Daraus folgt, dass ein 
solches Flächenbüschel 4 (n — 1? Doppel- oder Knoten- 
punkte enthält. Darum enthält das Büschel von Flächen zweiten 
Grades vier Kegelllächen, d. i. vier Doppelpunkte. 

Nach der Natur der Büschel muss ein Punkt, der für zwei 
seiner Flächen ein Doppelpunkt-ist, ein allen gemeinsamer Dop- 
pelpunkt sein. Für drei unter ihnen ist derselbe ein Cuspidal- 
punkt. 

Wenn ferner die Flächen eines Büschels sich in einem Punkte 
berühren, so ist derselbe für eine unter ihnen ein Knotenpunkt. 

Was das Netz von Flächen »'*" Grades betrifft, so gehen die 
Polarebenen eines beliebigen Punktes P für alle Flächen eines 
Netzes durch einen Punkt P'. Und die Polarebenen eines Punktes 
bezüglich derjenigen von ihnen, die einen Doppelpunkt besitzen, 
umhüllen einen Kegel von der Klasse 4 (n — 1)*. х 

Der Ort der Doppelpunkte der Flächen eines Netzes ist eine 
Curve vom Grade 6 (n — 1). 

12. Wenn der Punkt (a'y'z w^) in der Fläche liegt, so ver- 
schwindet U’ und eine der Wurzeln der Gleichung in A: и ent- 
spricht dem ш == 0. Die Gleichung besitzt eine zweite Wurzel 
u = 0, die gerade Linie schneidet die Fläche in zwei in (ау 2 w’) 
zusammen fallenden Punkten, wenn der Coefficient von A"-!u in 
der bezeichneten Gleichung verschwindet; und damit diess ge- 
schehe, ist es hinreichend und nothwendig, dass æ”, y^, =’ 
der Gleichung der Ebene 


4 Ai 
X» 
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genüge; d. i. alle Tangenten einer Fläche, welche in einem ge- 
gebenen Punkte sie berühren, liegen in einer Ebene, deren 
Gleichung die eben geschriebene ist. e 
Indem man von dieser Gleichung die Identität 

, dU' , dU' , dU' ‚ du’ 

7 Get ST bt 75 TT 
subtrahiert, erhält man die gewöhnliche Cartesische Gleichung der 
Tangentenebene 


„ dU' „ dU' a 
(ж—) da + (y — y) Фу + (z— 2) ES — 0; 


und nach dem Art. 42 des I. Bandes kann man daraus unmittelbar 
die Gleichungen der Normale ableiten 


2—17  y-y  z—z 
gë EE aah 
ах ау dz 


13. Die gerade Linie schneidet die Fläche in drei auf ein- 
ander folgenden Punkten oder die Gleichung, welche wir be- 
trachten, hat drei dem Werthe ш == 0 entsprechende Wurzeln, 
wenn ausser den Coefficienten von à" und А"! auch der Coef- 
ficient von An "Zu? verschwindet, d. h. wenn die gerade Linie 
nicht nur auf der Tangentenebene sondern auch in der Polar- 
Näche zweiter Ordnung 

d d d мә 
Garant t” w) 70 
gelegen ist. Nach Artikel 11 berühren alle Polarflächen eines 
in der Fläche selbst gelegenen Punktes die Fläche in ihm; die 
Tangentenebene berührt somit die Polarflàche zweiter Ordnung 
und hat daher mit ihr zwei reelle oder imaginäre gerade Linien 
gemein; sie sind die beiden Inflexionstangenten der Fläche. (Ar- 
tikel 4.) 
14. Durch einen Punkt einer Fläche gehen 


(n + 2).(n — 3) 
geradlinige Tangenten, welche die Flàche auch in an- 
deren Punkten berühren. 
Damit die betrachtete gerade Linie in dem Punkte (a y' zw) 
die Fläche berühre, müssen wir wie vorher die Coeflicienten von А" 
Salmon, Anal, Geom. d. Raumes Il. 2 
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und 2"—!u verschwinden lassen, so dass sich die allgemeine Gleichung 
auf eine Gleichung vom (n—2)"^ Grade reduciert; wenn die ge- 
rade Linie die Fläche zum zweiten Mal berühren soll, so muss 
diese reducierte Gleichung ein Paar gleiche Wurzeln haben. Die 
Bedingung, unter welcher diess stattfindet, die Discriminante der 
reducierten Gleichung, enthält die Coeffieienten dieser Gleichung 
im Grade (n — 3), eines ihrer Glieder ist z. B. 
(202: Dk 

Indem wir dieses Glied betrachten, erkennen wir, dass die 

Discriminante die Coordinaten a^, y, z', w im Grade 

(n— 2) (n— 3) 
und die Coordinaten æ, y, z, w im Grade 

(n + 2) (n— 3) 
enthält. Wenn also der Punkt (ау 2" a) als fest betrachtet wird, 
so bezeichnet sie eine Fläche, welche von der Tangentenebene 
in (n + 2) (n— 3) geraden Linien geschnitten wird. 

Somit ist allgemein bewiesen, dass in jedem Punkte einer 
Fläche unendlich viele Tangenten an dieselbe gezogen werden 
können; dass dieselben im Allgemeinen in einer Ebene liegen, dass 
zwei von ihnen durch drei auf einander folgende Punkte der Fläche 
gehen, und (n + 2) (» — 3) andere die Fläche noch in einem an- 
deren Punkte berühren. 

15. Wir gehen dazu weiter, die durch einen nicht in 
der Fläche gelegenen Punkt gehenden Tangenten der- 
selben zu betrachten. 

Da wir in den vorigen Artikeln Relationen begründet haben, 
welche die Coordinaten irgend eines Punktes der Tangente mit 
denen ihres Berührungspunktes verknüpfen, so können wir durch 
den einfachen Wechsel der accentuierten und der nicht accen- 
tuierten Buchstaben ausdrücken, dass der erstere Punkt bekannt 
und der Letztere, der Berührungspunkt, gesucht sei. 

Wir sehen z. B., indem wir diesen Wechsel in der Gleichung 
des Artikel 12 vollziehen, dass die Berührungspunkte aller. Tan- 
genten oder Tangentenebenen, welche durch den Punkt (ay z w^) 
an die Fläche gelegt werden können, in der ersten Polare liegen, 
welche vom Grade (n — 1) ist, nämlich in der Fläche 
dÉ y AX Cu 


‚dU 
auttm e 


http://rcin.org.pl 


Und da die Berührungspunkte auch in der gegebenen Fläche 
liegen, so ist der Ort derselben eine Curve von der Ordnung n (n— 1), 
welche den Durchschnitt der Fläche mit der ersten Polarfláche 
des Punktes bezeichnet. 

16. Die Gesammtheit der Tangenten, welche von dem Punkte 
Le y z/ w^) an die Fläche gelegt werden können, bildet einen Kegel, 
dessen Tangentenebenen zugleich Tangentenebenen der Fläche sind. 
Die Gleichung desselben wird gefunden, indem man die Discri- 
minante der Gleichung des z'*^ Grades in A im Artikel 11 bildet; 
denn das Verschwinden dieser Discriminante drückt aus, dass die 
Verbindungslinie des festen Punktes mit dem Punkte (тус) die 
Fläche in zwei zusammen fallenden Punkten schneidet, d. i. (xy zw) 
ist ein Punkt in irgend einer der durch Le a м) gehenden Tan- 
genten. Manu sieht leicht, dass die fragliche Discriminante vom 
Grade » (n —1) ist, und es ist auch aus andern Gründen offenbar, 
dass dieses der Grad des Tangentenkegels sei; denn sein 
Grad stimmt mit der Zahl von Geraden überein, welche eine 
durch seinen Scheitel gehende Ebene mit ihm bestimmt und eine 
solche Ebene schneidet die Fläche in einer Curve, an welche von 
dem festen Punkte aus » (n — 1) Tangenten gezogen werden kón- 
nen, die auch Tangenten der Fläche von diesem Punkte sind. 

17. Durch einen nicht in der Fläche gelegenen 
Punkt können imAllgemeinen n (n — 1) (n — 2)Inflexions- 
langenten derselben gehen. 

Wir haben im Artikel 13 gesehen, dass die Coordinaten 
eines beliebigen Punktes einer Inflexionstangente mit denen ihres 
Berührungspunktes durch die Relationen 

U=0,-2U—=0, ZU=0 
verbunden sind. Wenn wir daher die Coordinaten eines beliebi- 
gen Punktes (жугҥ) der Inflexionstangente als bekannt voraus- 
setzen, so ist ihr Berührungspunkt als einer der Durchschnitte der 
gegebenen Fläche U, die von der л" Ordnung ist, seiner ersten 
Polarfláche AU von der Ordnung (n — 1) und seiner zweiten Polar- 
flache 4*U von der Ordnung (n — 2) bestimmt; es existieren somit 
n (n—1) (n — 2) 

solcher Durchschnitte. 

18. Durch einen nicht in der Fläche gelegenen 
Punkt können im Allgemeinen $n (n— 1) (n—2) (n— 3) 
Doppeltangenten derselben gelegt werden. 

9* 
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Die Berührungspunkte solcher Linien sind nach Artikel 14 
die Durchschnitte der gegebenen Fläche, der ersten Polarfläche 
und der durch die in Artikel 14 erörterte Discriminanle darge- 
stellten Fläche; wir erkannten dort, dass die Coordinaten des 
Berührungspunktes im Grade (m — 2) (n — 3) in diese Discrimi- 
nante eingehen, es giebt somit im Allgemeinen 

n (n—1) (n—2) (n —3) 
derartige Berührungspunkte. Die Hälfte dieser Anzahl ist die 
Zahl der Doppeltangenten, weil jede derselben zwei Berührungs- 
punkte enthält. 

Damit ist die Discussion der durch einen gegebenen Punkt 
gehenden Tangenten der Fläche vervollständigt; wir haben ge- 
sehen, dass ihre Berührungspunkte in der Durchschnittslinie der 
Fläche mit einer andern Fläche von der Ordnung (n —1) gelegen 
sind, dass ihre Gesammtheit einen Kegel vom Grade z (n — 1) be- 
stimmt, dass n (n— 1) (n—2) von ihnen Inflexionstangenten und 

An (n—1) (n—2) (n — 3) 
andere Doppeltangenten sind, 

Diese Doppeltangenten sind offenbar auch Doppel- 
kanten des Tangentenkegels, weil sie demselben in Folge 
jeder Berührung angehören; und längs einer solchen entsprechen 
diesem Kegel zwei Tangentenebenen, nämlich die Tangentenebenen 
der Fläche in diesen Berührungspunkten. 

Die Inflexionstangenten sind ebenfalls als Doppeltangenten 
der Fläche zu zählen, denn die gerade Linie durch drei auf ein- 
ander folgende Punkte der Fläche ist eine Doppeltangente, da sie 
gleichzeitig die gerade Verbindungslinie des ersten und zweiten 
und die des zweiten und dritten Punktes ist. Die Inflexions- 
tangenten sind somit Doppeltangenten, deren Berüh- 
rungspunkte zusammen fallen. Sie sind eben deshalb auch 
Doppelkanten des Tangentenkegels, aber solche speciell, denen 
zusammen fallende Tangentialebenen entsprechen, d. h. sie sind 
Cuspidalkanten dieses Kegels. 

Es ist somit bewiesen, dass der Tangentenkegel der Fläche, 
welcher vom Grade n (n—1) ist, n (n — 1) (n— 2) Cuspidalkan- 
ten und $n (n—1) (n —2) (n—3) Doppelkanten besitzt; jede 
Ebene bestimmt also mit diesem Kegel eine Curve der Ordnung 
n (n —1), welche ebenso viele Doppelpunkte und Guspidalpunkte 
oder Spitzen besitzt. 
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19. Es wird genau in derselben Weise wie für ерепе Curven 
bewiesen, dass der Ort eines Punktes die Polarebene 
eines festen Punktes in Bezug auf die Fläche ist, wenn 
derselbe in jedem von diesem letzteren ausgehenden 
Radius vector so bestimmt ist, dass der reciproke Werth 
seiner Entfernung von demselben dem »' Theil der 
Summe der reciproken Werthe der » entsprechenden 
Radien vectoren der Fläche gleich ist; dass für einen 
Punkt der Fläche der Ort der Endpunkte der Mittel 
aus den reciproken Werthen der von ihm ausgehen- 
den (n — 1) Radien vectoren die ihm entsprechende Po- 
larfläche zweiten Grades ist; etc. 


Die einfache Vertauschung accentuierter und nicht accentuier- 
ter Buchstaben in der Gleichung der Polarebene beweist, dass 
der Ort der Pole aller Ebenen, welche durch einen ge- 
gebenen Punkt gehen, die erste Polarfläche dieses 
Punktes ist. Der Ort der Pole einer Ebene, welche durch zwei 
feste Punkte geht, d. i. der Ebenen eines Büschels, ist eine Curve 
vom Grade (n—1)*, nämlich der Durchschnitt der beiden ersten 
Polarflächen dieser Punkte. Die erste Polarfläche jedes Punktes in 
der Verbindungslinie dieser Punkte muss durch dieselbe Curve 
hindurch gehen. 

Ebenso bestimmen die ersten Polarflächen von drei beliebi- 
gen Punkten, die nicht in einer geraden Linie liegen, durch 
ihren Durehschnitt (n — 1)* Punkte, deren jeder ein Pol der Ebene 
ist, welche jene bestimmen; die erste Polare jedes andern Punk- 
tes dieser Ebene muss-durch dieselben Punkte hindurch gehen. 


20. Aus der Theorie der durch einen Punkt gehenden Tan- 
genten einer Fläche kann in doppelter Weise die Ordnung der 
Reciprocalfläche abgeleitet werden. 

Zuerst: Die Zahl von Punkten, in welchen eine willkürliche 
Gerade die reciproke Fläche schneidet, ist der Zahl von Tangen- 
tenebenen gleich, welche an die gegebene Fläche durch eine 
willkürliche Linie gelegt werden können. Betrachten wir nun 
irgend zwei Punkte A, B dieser Geraden und den Berührungs- 
punkt C irgend einer der entsprechenden Tangentenebenen, so 
liegt C in der ersten Polarfläche von 4, weil die gerade Linie 
AC die Fläche berührt; und in der ersten Polarfläche von 2, 
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weil auch 3C die Fläche berührt. Die Berührungspunkte sind 
somit die Durchschnittspunkte der gegebenen Fläche mit den bei- 
den ersten Polarflächen zweier willkürlich gewählten Punkte der 
Geraden; ihre Anzahl und somit die Ordnung der Reciprocalflàche 
ist daher = n (n — 1)?. 

21. Sodann: Sei ein Tangentenkegel von dem Punkte 4 als 
Scheitel an die Fläche gelegt, so besteht, weil jede Tangenten- 
ebene der Fläche durch A diesen Kegel berührt, die Aufgabe 
darin, die Zahl der Tangentenebenen dieses Kegels zu. bestimmen, 
welche durch eine gerade Linie 42 gelegt werden können; und 
wenn wir den Kegel durch eine Ebene durchschneiden, die den 
Punkt B enthält, so reduciert sich das Problem ferner auf die 
Bestimmung der Zahl von Tangenten, welche von B an diese Curve 
zu ziehen sind. Die Klasse einer Curve von der Ordnung 2 (n — 1) 
mit n (n—1) (n—2) Cuspidalpunkten, und Än (n—1) (n—2) (n—3) 
Doppelpunkten ist aber 
n(n—1) (n(n—1) — 1j — Зп (n—1) (n—2) — n (n—1) (n —2) (n —3) 

= n (n—1). 

Der Schnitt der Reciprocallläche mit einer beliebigen Ebene 
entspricht allgemein dem Tangentenkegel der Originalläche durch 
irgend einen Punkt. Und man erkennt leicht, dass der Grad des 
Tangentenkegels der Reciprocalflàche für irgend einen Punkt, ebenso 
wie der Originallläche, » (n — 1) ist. 

22. Indem wir zu der Bedingung zurückkehren, unter wel- 
cher eine Linie die Flüche berührt, 


„au au’ dU' 
LE Еу EE r = 0, 


sehen wir, dass wenn alle vier Differentiale für die Coor- 
dinaten eines Punktes identisch verschwinden, jede 
Linie durch diesen Punkt die Fläche in zwei zusam- 
menfallenden Punkten schneidet; der Punkt ist somit cin 
Doppelpunkt der Fläche. Die Bedingung, unter welcher eine 
gegebene Fläche einen Doppelpunkt besitzt, wird durch Elimina- 
tion der Veránderlichen zwischen den vier Gleichungen 

KU p dU 

irr dy 
gebildet und wird die Discriminante der gegebenen Form 
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genannt.*) Da sie das Resultat der Elimination zwischen vier Gleich- 
ungen ist, deren jede vom Grade (» — 1) ist, so enthält sie die 
Coefficienten einer jeden im Grade (z —1)? und ist somit vom 
Grade 4 (n — 1)? in den Coefficienten der Originalgleichung. Aus 
dem Gesagten ist auch offenbar, dass, wenn die Fläche einen 
Doppelpunkt besitzt, die erste Polare jedes Punktes durch ihn 
hindurchgeht. (Vergl. Art. 11.) 
Es kann aber geschehen, dass die vier Flächen 
dU 


— = tc, 
dr Re 


nicht nur einzelne gemeinschaftliche Punkte haben, dass vielmehr 
eine ganze ihnen gemeinschaftliche Curve existiert, Sie ist dann 
eine Doppelcurve der Fläche U und jeder Punkt von ihr ist 
ein Doppelpunkt. Da wir nun aus Artikel 3 wissen, dass die durch 
die allgemeine Cartesische Gleichung vom mie Grade dargestellte 
Fläche im Allgemeinen unendlich viele Doppeltangentenebenen 
besitzt, so hat die Reciprocalfläche im Allgemeinen unendlich 
viele Doppelpunkte, welche eine Curve bilden. Die Existenz die- 
ser Doppeleurven ist daher unter den gewöhnlichen Singularitäten 
der Flächen mit zu betrachten. 

Wenn der Punkt (ау 220) ein Doppelpunkt ist, so verschwin- 
den U’ und AU’ identisch und jede durch den Doppelpunkt gehende 
gerade Linie schneidet die Fläche in drei auf einander folgenden 
Punkten, wenn sie der Gleichung 

20 = 0 
genügt, welche einen Kegel zweiten Grades repräsentiert. 

23. Die Polarfläche zweiten Grades für einen para- 
bolischen oder Wendepunkt einer Fläche ist ein Kegel. 

Die quadratische Polarfläche des Anfangspunktes der Coordi- 
nalen in Bezug auf irgend eine Fläche 

ию" 4+ щи") + uw"? + ele. = 0 
(wo wir wie im Artikel 11 » eingeführt haben, um die Gleich- 
ung homogen zu machen) wird durch (» — 2) malige Differentia- 
tion in Bezug auf w erhalten; die Ausführung derselben und die 
nachmalige Division durch (n —2) (n —3) ... 3 giebt die Gleich- 
ung der,Polarflàche zweiten Grades in der Form 


on (0—1) w + 2(n—1) щ + 2u, == 0. 


*) Vergl. „Vorlesungen“ Art. 62, 
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Wenn aber der Anfangspunkt der Coordinaten ein paraboli- 
scher Punkt ist, so ist nach Artikel 5 die Gleichung der Fläche 
von der Form 

z + Cy! + 2Dzw + 2Ezy + Fr? + еіс. = 
oder es ist 


! 
і 
о 


ug — 0 
und и, von der Form 
u + w? 
Die quadratische Polarfláche wird dann 
z (n—1 + 2Dx + 2Ey + Fz) + Cy? = 0. 

Jede Gleichung aber, welche eine homogene Function dreier 
Grössen vom ersten Grade ist, repräsentiert nach Band I, Art. 62 
einen Kegel; die so eben geschriebene Gleichung bezeichnet also 
einen Kegel, welcher den Durchschnittspunkt der drei Ebenen 

z = (0, n—1 + 2Dx 4+ 2Ey + F2—0, y —0 
zum Scheitel hat; die zwei ersteren Ebenen sind Tangentenebenen 
dieses Kegels und 

у= 0 
ist die Ebene der ihnen entsprechenden Berührungsseiten. 

24. Aus dem vorigen Artikel ergiebt sich, dass der Ort 
eines Punktes, dessen quadratische Polaren in Bezug 
auf die Fläche Kegel sind, die Fläche in ihren para- 
bolischen oder Wendepunkten durchschneidet. 

Dieser Ort wird durch die Bildung der Discriminante von 
SU’ = ( ausgedrückt. Wenn a, b, etc. die zweiten Diferen- 

rn, 
— Es etc. bezeichnen, so ist nach Band І, 
Art. 63 die Discriminante 
abcd + 2 («ғ + bmpr + cnpq + dimn) 
— (ad? + bdm? + cdn? + bep? + cag? + abr?) 
+ CP + me + nr? — Amngr — 2nlrp — 91тр@ 
= 0 

oder in der Schreibweise der Determinantentheorie 


PU Ru ат Ф 
PEE m e v L 
шз dy* 029 dw" 
und in einer andern Abkürzung, welche die Anwendung der Indices- 
bezeichnung auf die Unterscheidung der Coordinaten — a, 2, Ly ©, 


tialquotienten 
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statt a, y, 2, w — voraussetzt, 
Z + 0.0 03 Uy = 0. 

Sie bezeichnet eine Fläche von der Ordnung 4 (n— 2), welche 
nach der Hesse’schen Determinante, welche ihren Ausdruck giebt, 
die Hesse’sche Fläche, die Determinantenfläche, oder nach 
Jac. Steiner's Bezeichnung die Kernfläche der gegebenen 
Fläche genannt werden kann. In derselben Art, wie in der Ebene 
die Inflexionspunkte einer Curve als die Punkte ihres Durchschnitts 
mit der durch die Hesse'sche Determinante ihrer Gleichung re- 
präsentierten Curve bestimmt sind, so bestimmt der Durchschnitt 
einer Fläche mit der durch die Hesse'sche Determinante ihrer 
Gleichung ausgedrückten Fläche eine Curve von der Ordnung 
4n (n—2), welche der Ort ihrer parabolischen Punkte ist. (Art, S.) 

Und wenn man bemerkt, dass in dem System von Gleich- 
ungen, zwischen denen zur Bildung der Diseriminante die Ver- 
änderlichen zu eliminieren sind, der Tausch der Coordinaten des 
Pols und des Doppelpunkts der Polarflàche geschehen darf, so 
zeigt sich die Reeiprocität des Verháltuisses: Hat die Polare eines 
Punktes einen Doppelpunkt, so ist jener ein Doppel- 
punkt in der Polare des letzteren. Darum kann man mit 
Steiner solche Punktepaare als reciproke Pole bezeichnen. Der 
Ort der Doppelpunkte der Polaren ist die Hesse'sche oder Kernlläche 
von der 4 (п — 2)" Ordnung. Der Ort der Pole selbst eine andere, 
die conjugierte Kernfläche nach Steiner, von der Ordnung 
4 (n— 2)". Dass für Flächen dritten Grades beide Kernflächen nicht 
verschieden sind, kann man schon hiernach schliessen. Dass es 
ferner unter den mit einem Doppelpunkte begabten Polaren gewisse 
Schaaren giebt, deren Knoten in einen einzigen Punkt zusammen 
fallen, wahrend die zugehörigen Pole eine gerade Linie bilden, soll 
später näher erörtert werden. In der That hat die Kernfläche selbst 
allgemein 10 (n —2)* Doppelpunkte, denen 10 (л — 2)? Gerade in 
der conjugierten Kernfläche als Ort der zugehörigen Pole ent- 
sprechen. 

25. Aus dem, was so eben bewiesen ward, ergiebt sich, 
dass durch einen gegebenen Punkt An (n — 1) (n — 2) 
stationäre Tangentenebenen an die Fläche gelegt wer- 
den kónnen. 

Denn wenn die Tangentenebene durch einen festen Punkt 
geht, so liegt ihr Berührungspunkt in der ersten Polarllàche des- 
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selben, die von der Ordnung (7—1) ist, und der Durchschnitt 
dieser Fläche U und der im letzten Artikel bestimmten Fläche, die 
der Ort der Berührungspunkte stationärer Tangentenebenen ist, 
bestimmt die 42 (n—1) (п — 2) fraglichen Punkte. 

Oder auch: Die durch irgend einen Punkt gehenden statio- 
nären Tangentenebenen der Fläche sind auch. stationäre Tangen- 
tenebenen des durch ihn gehenden Tangentenkegels derselben; 
wenn man daher diesen Kegel durch irgend eine Ebene schuei- 
det, so bestimmt dieselbe mit den stationären Tangentenebenen 
die Tangenten in den Inflexionspunkten der Schnitteurve. Die 
Zahl der Inflexionspunkte einer ebenen Curve wird aber durch 
die Formel \ 

1 — 4 = 3 (v — u) 
bestimmt; und da man im gegenwärtigen Falle nach Art. 18 die 
Werthe 
v = n (n—1), ш == n (п—1), 
ж = п (1—1) (n—2) 
hat, also 
v—u = n (n—1) (1—2) 
erhält, so ist 
ı = 4n (1—1) (n—2), 
d. i. man findet die nämliche Zahl der stationären Tangentenebe- 
nen wie vorher. 

Die Zahl der Doppeltangentenebenen desselben Ke- 

gels wird ebenso durch die Formel 
2 (2—0) = (v—u) (v + в — 9) 
bestimmt, und ist durch 
28 = n (n—1) (n—2) (n—3), 
v+tu—I= n?— n*— 9, 
2: = п (n—1) (n—2) (н —n»* + n— 19). 

Man kann also durch einen beliebigen Punkt z Doppeltan- 
gentenebenen der Fläche legen, wenn r die eben berechnete 
Zahl ist. Wir werden weiterhin zeigen, dass die Berührungs- 
punkte der Doppeltangentenebenen in dem Durchschnitt der Flüche 
mit einer Fläche von der Ordnung (n — 2) (n? —2? + n— 12) liegen. 

26. Wenn eine gerade Linie ganz in einer Fläche 
enthalten ist, so berührt sie die Fläche ihrer Hesse'- 
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schen Determinante und somit die Curve*) ihrer para- 
bolischen oder Wendepunkte. 
Sei die Gleichung der Fläche 
2Ф + уФ = 0, H 
so suchen wir das Resultat der Substitution 
ges, =) 
in der Hesse'schen Determinante derselben, um die Durchschnitts- 
punkte der Linie mit dieser Fläche zu bestimmen. Da jede der 
Gróssen 
dü du @U 
а?’ dw? dzdw 
æ oder y als einen Factor enthält, so verschwinden dieselben 
unter dieser Voraussetzung, und die entsprechende Substitution 
а= 0, des, r= 0 
in der entwickelten Form der Hesse schen Determinante verwan- 
delt dieselbe in ein vollkommenes Quadrat 
(lp — mq), 
d. i. die gerade Linie berührt die durch die llesse'sche Deter- 
minante dargestellte Fläche. 
Dass diese Berührung 2 (n — 2) fach ist, ergiebt sich bei einer 
anderen Untersuchung. 
Für 
ee == (0), у == (0) 
wird 
lp — mq 
zu 
аФ ат dð du 


dz dw dw dz 


reduciert, Wenn die Tangentenebene längs einer ganzen geraden 
oder krummen Linie berührt, so ist diese Linie ganz in der Fläche 
der lHesse'schen Determinante enthalten. Der Leser kann diess 
. ohne Schwierigkeit für die Fläche 

xb + уш = 0 
bestätigen. 


*) Vergl. „Cambridge and Dublin Mathematical Journal‘, Vol. IV; 


p. 255. 
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П. Abschnitt. Krümmung der Flächen. 


27. Wir wollen die Krümmung der verschiedenen ebe- 
nen Schnitte untersuchen, welche durch einen Punkt 
einer Fläche hindurchgehen. Wir erinnern dabei zuerst, 
dass für eine Curve von der Gleichung 

и, + и, + и, + ete. = 0 
der Krümmungsradius im Anfangspunkt der Coordinaten der nàm- 
liche ist, wie derjenige des Kegelschnitts 

uy + и, = 0; 
denn der bekannte Ausdruck des Krümmungsradius enthält nur 
die Coordinaten des Punktes und die Werthe der ersten und 
zweiten Differentialcoefficienten für diesen Punkt; nach einer zwei- 
maligen Differentiation der Gleichung enthalten die aus w;, w,, etc. 
hervorgehenden Glieder der Entwickelung Potenzen von æ und y 
und verschwinden daher für den Coordinatenanfang, d.i. ж — y = 0; 
es sind somit die dem Coordinatenanfang entsprechenden Werthe 
der Differentialeoefficienten. dieselben, wie sie aus der Gleichung 
и, + и, = 0 allein erhalten werden würden. 
In Folge dessen ist der Krümmungsradius der Curve 
y + ax? + 2bay + cy? + ete. = 0 
für reetanguläre Achsen und im Coordinatenanfang 
1 


2a 
(vergl. „Analyt. Geom. d. Kegelschnitte** Art. 242); dieser Werth 
kann leicht auch aus dem gewöhnlichen Ausdruck für den Radius 
der Krümmung abgeleitet werden, wonach er 
сыр (U? + пй 
= UU —2U4 UU, + UU, 
für Cartesische Coordinaten und für die homogene Gleichungsform 
а (n — 1)? (0? tuy 
— Фе” .H 
ist, wenn Æ die Hesse sche Determinante der Gleichung der Curve 
bedeutet. (Vergl. Art. 24.) 
28. Wir denken hiernach die Fläche, bezogen auf eine ihrer 
Tangentenebenen als Ebene xy und die zugehörige Normale als 
Achse der z, durch die Gleichung 1 
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4? + Аа? 4- 2 Boy + Cy? + 2Dæz + 2 Еу: + Fz? + etc. = 0 
dargestellt und untersuchen die einem beliebigen Normalschnitte, 
d. i. einem durch die Achse der z geführten ebenen Schnitte, 
entsprechende Krümmung. 
Den speciellen Fällen der Schnittebenen xz und yz entspre- 
chen die respectiven Substitutionen 
у=0, es 
in die Gleichung der Fläche und daher nach dem Vorigen die 
Krümmungsradien der entsprechenden Schnitte 
1 1 
ga. .94 2 32 
und man findet sodann für einen Schnitt, dessen Ebene mit der 
Ebene der xz den Winkel 9 bildet, dem also die Drehung der 
Achsen æ und y um den Winkel 0 oder die Substitution 
æ cos 9 — y sin 0, æ sinô + y cos 0 
für 
oc und y 
entspricht (vergl. „Analyt. Geom. d. Kegelschnitte“, Artikel CS 
durch die Voraussetzung 
== 0 
ebenso, dass der Krümmungsradius mit dem halben reciproken 
Werth des neuen Coefficienten von 22 identisch ist, d. h 
1 
es 
29. Der Leser wird nicht verfehlen zu bemerken, dass dieser 
Ausdruck für den Krümmungsradius eines Normalschuittes der 
Form nach mit dem Ausdruck übereinstimmt, durch welchen das 
Quadrat des Durchmessers eines Gentralkegelschnitts in Function 
der von ihm mit den Coordinatenachsen gebildeten Winkel ausge- 
drückt wird. 
Wenn o den Halbdurchmesser des Kegelschnitts 
A + 9 Вау + Cy) = 
bezeichnet, welcher dem Winkel 0 euo, so ist 


= А cos 0 + 2B соѕ 0 sin 0 + С sin? €. 


Ho 
Man erkennt auch auf anderem Wege leicht, dass dje Krüm- 
mungsradien der Normalschnitte mit ihren Richtungen durch das- 
selbe Gesetz verbunden sind, wie die Durchmesserquadrate eines 
Centralkegelschnitts. Sie hängen, wie wir sahen, nur von den 
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Gliedern in a und о, ab. Die Krümmungsradien der Schnitte von 
и, + и, + u + ес. = 0 
sind dieselben, wie die der Schnitte der Fläche zweiter Ordnung 
щ + uù = 0, 

und wir haben im Bd. I, Art. 204 bewiesen, dass die Krümmungs- 
radien dieser letzteren den Durchmesserquadraten des Central- 
schnitts proportional sind, welcher der Tangentenebene parallel 
ist. Es ist klar, dass dieser Kegelschnitt, für welchen die Qua- 
drate der Radien den Krümmungsradien proportional sind, der 
Indicatrix ähnlich ist. 

30. Wir konnen hiernach auf die Theorie dieser Krümmungs- 
radien alle die Resultate übertragen, welche für die Durchmesser 
der Centralkegelschnitte bekannt sind. 

So wissen wir, dass die Grósse 

А cos* 06 + 2 P cos 0 sin 9 + C sin? 0 
einen Maximalwerth und einen Minimalwerth annimmt für Werthe 
von 9, welche stets reell sind und einen Richtungsunterschied von 
90° bestimmen; Werthe, die überdiess durch die Gleichung (vgl. 
„Analyt. Geom. d. Kegelschnitte** Artikel 97) 
B cos? 0 — (4— С) cos 0 sin 0 — B віп? 0 = 0. 
gegeben sind. 

In jedem Punkt einer Fläche treten somit unter den Normal- 
schnitten zwei hervor, welche dem Maximalwerth und dem Mini- 
malwerth des Krümmungsradius entsprechen; sie sind rechtwinklig 
gegen einander und entsprechen den Achsenrichtungen der Indi- 
catrix; ihre Ebenen halbieren die Winkel zwischen den Inflexions- 
tangenten. Wir werden sie die Hauptschnitte und die ent- 
sprechenden Krümmungsradien die Hauptradien nennen. 

Wenn wir die Achsen der ж und y mit den Richtungen der 
Maximal- und Minimal-Krümmung zusammen fallen lassen, welche 
so eben bestimmt wurden, so gelt die Grösse 

Ax? + 2 Bay + Cy? 
bekanntlich in die einfachere 
Аах? + Ву? 
über. Dem Verschwinden des Coefficienten von xy entspricht aber 
nach Artikel 28 der Ausdruck 
1 


ГУ = А cos? 0 + D sin? 0 
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für den Krümmungsradius eines beliebigen Normalschnittes; und 


da 4’ und B’ die Меге von 55 sind, welche den Substitutionen 
$—0, 0 = 90° 

entsprechen, so wird jeder beliebige Krümmungsradius in Function 

der beiden Hauptradien о und o und des Winkels, welchen seine 

Ebene mit den Hauptebenen bildet, ausgedrückt durch die Formel 


WEN LONE SEH 
В Р аф g 
Beispielsweise erhält man für 0 — 459, 459 + с, 450 — о 
1 E 1 1 1 3 WS 
==} (—--+ 2). — == — cos? (49 + a — sin? (459 + «), 
mU! ES x" (4° + e) + ` (45° + a) 
1 1 1 
SC sin? (459 + о) + 7 cos? (450 + о) 
2 
1 1 1 1 2 = s 
also — + == — + =; == =, зо dass die Krümmungsmittelpunkte 


KAS Sp В, 
mit dem Punkte der Fläche selbst vier harmonische Punkte bilden. Die 
Krümmungsmittelpunkte für die Winkel (459 + 8) bilden damit eine In- 
volution, 


Ganz wie in der „Analylischen Geometrie der Kegelschnitte “ 


Е > 
sind 4’ und B’ oder 1 ў 1 , durch eine quadratische Gleichung 
20 20 
gegeben, ihre Summe ist 
= A + С 
und ihr Product 
== АС — P. 
Für 
auo 
sind auch alle anderen. Krümmungsradien == о; die Form der 


Gleichung ist dann 
z + А (а + y?) + ete. = 0, 

d. h. die Indicatrix ist ein Kreis. Der Coordinatenaufang ist dann 
ein Umbilicus, Nabel- oder Kreispunkt. 

Aus dem in diesem Artikel gegebenen Ausdruck leiten wir 
auch, ganz wie in der Theorie der Kegelschnitte ab, dass die 
Summe der reciproken Werthe der Krümmungsradien zweier gegen 
einander rechtwinkliger Normalschnitte constant ist; und über- 


*) Diese Formel mit ihren Folgerungen verdankt man Euler. 
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diess, dass die Summe ihrer Krümmungsradien constant ist, venn 
sie durch ein Paar conjugierte Tangenten hindurch gehen. (Vergl. 
Artikel 7.) 

Beispiel 1. Eine Ringfläche ist durch Umdrehung eines Kreises um eine 
in seiner Ebene gelegene Achse erzeugt. Man soll beweisen, dass einer der 
Hauptkrümmungsradien in jedem Punkte der Fläche dem Verhältniss der 
Entfernung des Punktes von der Achse zu seiner Entfernung von der 
Cylinderfläche um dieselbe durch das Centrum des gedachten Kreises 
proportional variiert. 

Sind (ж—а)? + z?— r?°, y == 0 die Gleichungen des um die Achse 
der z rotierenden Kreises, so wird die Gleichung der Ringlläche 
(а + y 22 at n == aat let + y? 
Beispiel. Alle Polarflächen einer gegebenen Fläche für einen Punkt 
derselben haben in diesem Punkte dieselbe Indicatrix; die Krümmungs- 
halbmesser ihrer in derselben Ebene gelegenen Schnitte sind den um Eins 
verminderten Graden der Flüchen umgekehrt proportional. 


31. Man wird bemerken, dass der Krümmungsradius. als 
dem Quadrat des Durchmessers eines Centralkegelschnitts propor- 
tional nicht imaginär wird, sondern nur das Zeichen wechselt, 
wenn die Grósse 

А cos* 0 + 2B cos 0 sind + С sin? 0 
negativ wird. Wenn die Krümmungsradien auf der einen Seite 
der Tangentenebene als positiv betrachtet werden, so sind sie 
auf der andern Seite derselben als negativ zu zählen; und das 
Zeichen wechselt somit, wenn der Sinn sich ändert, in welchem 
die Concavität der Curve liegt. 

In einem elliptischen Punkte der Fläche, d. i. für 

B < AC 
bleibt das Zeichen von 
A cos? 0 + 2B cos 0 sin 0 + C sin* 0 
für alle Werthe von 6 dasselbe, und in einem solchen Punkte 
ist daher die Concavität aller durch ihn gehenden Schnitte nach 
derselben Seite gewendet. 

In einem hyperbolischen Punkt, d. i. für 

dëi > AC, 
wechselt der Krümmungsradius zweimal das Zeichen und die Con- 
cavität der Schnitte der einen Art ist entgegensetzt der Concavi- 
tät derjenigen von der andern Art. 

Die Fläche schneidet die Tangentenebene in der Nachbar- 
schaft des Berührungspunktes und die Inflexionstangenten bezeich- 
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nen die Richtungen, in welchen sie die Tangentenebene durchsetzt 
und trennen die Schnitte, deren Concavitàt nach der einen Seite 
gewendet ist, von denen, für welche sie nach der andern Seite 
geht. *) Und wenn wir eine Hyperbel denken, für welche die Qua- 
drate der Durchmesser der einen Reihe der Krümmungsradien 
proportional sind, so sind die der andern Reihe proportional den 
Quadraten der Durchmesser der conjugierten Hyperbel. 

32. Nachdem gezeigt worden ist, in welcher Weise der 
Krümmungsradius eines Normalschnittes zu finden ist, gehen wir 
zu der durch ibn vermittelten Bestimmung des Krümmungsradius 
eines schiefen Schnittes über, welcher gegen den Normalschnitt, 
der seine Durchschnittslinie mit der Tangentenebene enthält, un- 
ter dem Winkel o geneigt ist. 

Wir sahen, dass der Krümmungsradius des durch die Ebene 

y = 0 
bestimmten Schnittes 

а: 

24 | 
ist; wir denken dann die Achsen der y und z in ihrer Ebene 
um den Winkel o gedreht, welches geschieht, indem wir die 
Substitution 

z coso — y sing, z sing + y sing 
für 2 und y 
vollziehen, und setzen das neue y gleich Null, d. i. wir bestim- 
men die auf rechtwinklige Achsen bezogene Gleichung des Schnit- 
tes, welchen die unter dem Winkel ф gegen die alte Ebene у = 0 
geneigte und durch die alte Achse der x gehende Schnittebene 
mit der Fläche erzeugt, in der Form 
z cos p + Ла? + 2Baz sing + Cz? ѕіп? ф + 2Dxz cos p 
+ 2Ez* sing + Fz? cos? ф + etc. = 0; 
durch dieselben Schlüsse, wie vorher, erhalten wir daraus den 
Krümmungsradius 
__ €08 Ф 
ME 7 4 

wenn R den Radius der Krümmung ‘des zugehörigen Normal- 
schnittes bezeichnet. Diess ist Meunier’s Theorem, nach 
welchem der Krümmungsradius eines schiefen Schnitt- 
tes gleich der Projection des Krümmungsradius des 


d. i. = А cop, 


*) Das Bild eines Sattels kann diess erläutern. 
Salmon, Anal, Geom. d. Raumes, II, 3 
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durch dieselbe Tangente der Fläche gehenden Normal- 
schnittes auf seine Ebene ist. i 

Oder nach dem Ausdruck von Hachette: Die Endpunkte 
der auf den Normalen aller durch dieselbe Tangente gehenden 
Schnitte abgetragenen Reciproken der Krümmungshalbmesser der- 
selben bilden eine zum Hauptschnitt normale Gerade. 

Wir sehen daraus, dass von allen Schnitten, welche durch 
eine in der Tangentenebene liegende, den Berührungspunkt ent- 
haltende Gerade geführt werden können, der Normalschnitt den 
grössten Krümmungsradius hat, d. h. derjenige ist, welcher am 
wenigsten gekrümmt und am meisten der geraden Linie genähert ist. 

Wir haben das Meunier'sche Theorem bereits in dem spe- 
ciellen Falle der Fläche zweiter Ordnung bewiesen (Bd. I, Art. 204) 
und hätten den hier gegebenen neuen Beweis ersparen können, 
weil wir gesehen haben, dass der Krümmungsradius eines belie- 
bigen Schnittes der Fläche i 

uy + и, + и, + ete. = 0 
mit dem des entsprechenden Schnittes der Fläche zweiter Ordnung 
и + и, = 0 


übereinstimmt, 

33. Jede Kugel, deren Centrum in einer Normale der Fläche 
enthalten ist, während der Fusspunkt derselben in der Fläche 
ihrer Oberfläche angehört, berührt dieselbe. Die Berührung wird 
aber insbesondere zu einer stationären Berührung (Bd. I. 
Art. 129), wenn die Länge ihres Halbmessers der Länge 
eines der Hauptkrümmungsradien gleich ist. Denn wenn 
die Flächen | 

z + Аа? + 2Bay + Cy? + etc. = 0, 

z + Ха? + Вау + Cy + etc. = 0 
sich berühren, so geht die Fläche 

(4— A) à? +2 (B— В) zy + (C—C) y? + ete. = 0 
durch ihre Durchschnittscurve und es ward im Bd. I, Art. 128 be- 
wiesen, dass die aus den drei Anfangsgliedern gebildete Gleichung 
(4— 4) x + 2 (В— В) ху + (C—€C') у? = 0 
die Tangenten der Durchschnittseurve im Berührungspunkte re- 
präsentiert; sie fallen zusammen, d. h. die Berührung ist statio- 
nür, wenn die Bedingung 
(4—4) (С—С) = (B— В) 

erfüllt ist. (Bd. 1, Art. 129.) 
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For В = RB ss 0 
schliesst diese Bedingung ein, entweder 
A == А, 
oder Evek 
Die Fläche e 


z + Аа? + Су? + ete. = 0 
hat daher mit der Kugel 

9rz 4+ а? + у + 2 = 0 
eine stationäre Berührung, wenn entweder 


1 
2r = у; 
oder 2r= 1 


ist, d. h. wenn der Halbmesser der Kugel dem einen oder andern 
Hauptkrümmungsradius gleich ist. 

34. Die im letzten Artikel erläuterten Prineipien erlauben 
uns, einen Ausdruck für die Hauptkrümmungsradien in 
jedem Punkte und für irgend eine Lage der Coordinatenachsen 
zu finden. Was wir bewiesen haben ist, dass für 

и + и, + ete = 0, uw d$ + ee, = 0 
als Gleichungen zweier sich berührender Flächen der Durchschnitt 
der Ebene 
и, = 0 

mit dem Kegel 

и, — 0 == H 
die beiden Tangenten der Durchdringungseurve giebt; dass also 
zwischen den Flächen selbst eine stationäre Berührung stattfindet, 
wenn diese Ebene jenen Kegel berührt. 

Wenn wir nun die Gleichung zu einem beliebigen Punkt 
а”, у, z der Fläche transformieren, so dass sie wird 

dU' dU' ар 

€ ud Er art & E 

2 
oder wenn wir die ersten Differentialquotienten durch U,, U,, Uz U, 
und die zweiten durch Uu, Uz» Dan, etc. bezeichnen wie vorher, 
2 (Ux + Шу + Uz) + Ша? + Uy! + Шы? 

+ 20у + 2002 + 2Ш„ху + eto — 0, 
` 3” 
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so ist die Gleichung einer Kugel mit derselben Tangentenebene 
2(Ш + Uy + Uy) + à (à? + y! als 0, 

und dieselbe hat mit der Fläche zweiter Ordnung eine stationäre 

Berührung, wenn A so bestimmt wird, dass 


Ux + Uy + Uz = 0 
die Fläche с 


(0—4) а + (0, —3) y? + (Uss — 2) 2? + 20у: + 20,30 


+ 2 оху = 0 
berührt, d. h. wenn 


ist; oder entwickelt ‚ 

(005—4) (Us3— 4) — б?) Vi? + (05 —2) (Ua — à) — Dat Déi 
+ LU (Urr —A)— U} Us’ + 2 { (Uis U (UA) Urs} 003 
t 2 [0,0 —(Un— à) Uis} UU, 2( Uz Uy —(Ugg—2) Un} UU, — 0. 

Somit ist A durch die quadratische Gleichung 
(U? + U? + 0) А2 

— (Un + Us3) U,* + (Uss + Uii) U? + (Uy; + Un) Di 

— 200,0, — 2U,,U,U, — 2U,4,U, M À 

+ (Up Ug, — Dal U? + (Ug, Ui — Dua) U? + (Uri Ung — Urg’) Ug? 

Fäi Daf — Du Dal U,U, + 2(U Us — О 0а) Daf) 

+ 2(0,U,4 — Usg Uia) U,U, = 0 

bestimmt. 

Ist nun r der Radius der Kugel 
Li {+ y* +2) + O2(U + OU + Dal = 0, 


so ist 
en U? + Ze TU 
À ЕД 


und wir finden somit die Hauptradien der Krümmung aus der 
vorstehenden quadratischen Gleichung, indem wir die Substitution 


VUP F UF + 0% 
7: 


für A 


in dieselbe vollziehen. 
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Das absolute Glied dieser Gleichung für A kann durch die 
Einführung der Werthe von U,, U,, U, aus den Gleichungen 
(n—1) U = Une + Ш„у + Unz + Um, 
etc. 
vereinfacht werden und reduciert sich dadurch auf die Form 
Hw? 
(a — 1)? 
wo A die in dem Artikel 24 entwickelte Hesse sche Determi- 
nante der Gleichung der Fläche bezeichnet. (Vergl. Art. 27.) 

Wir hätten a priori sehen können, dass das absolute Glied 
für jeden der Hesse schen Determinantenfläche angehórigen Punkt 
verschwinden muss. Denn da die Richtungen der Hauptschnitte 
die Winkel zwischen den Inflexionstangenten halbieren, so fällt 
für zusammenfallende Inflexionstangenten ihre gemeinschaftliche 
Richtung in einen der Hauptschnitte und der Krümmungsradius 
dieses Schnittes ist unendlich gross, weil drei auf einander fol- 
gende Punkte desselben in gerader Linie sind; es muss somit 
einer der Werthe von A, als reciproker Werth von r, ver- 
schwinden. 

Indem wir ferner den Coefficienten von A in der vorigen 
Gleichung mit Null vergleichen, erhalten wir die Gleichung einer 
Fläche vom (3n —4)' Grade, welche in der gegebenen Fläche 
alle diejenigen Punkte bestimmt, für die die Hauptkrümmungs- 
radien gleich und entgegengesetzt sind, d. h. für welche die In- 
dicatrix eine gleichseitige Hyperbel ist. 

Die quadratische Gleichung dieses Artikels hätte auch mit- 
tels des Artikel 98, Band I gefunden werden können, welcher die 
Achsen eines der Ebene 

De {+ Uy + Uz = 0 
parallelen Schnittes der Fläche zweiten Grades 
Шуа? + Uny? + Ur? + 20у: + 20,422 + 2U,, y = 1 
bestimmt. 

35. Aus den Gleichungen des letzten Artikels kónnen wir 
den Krümmungsradius eines Normalschnittes finden, 
welcher die Tangentenebene in einer Linie von gege- 
benen Richtungswinkeln schneidet. 

Denn das Centrum der Krümmung liegt in der Normale und 
wenn wir aus ihm mit dem Krümmungsradius als Halbmesser 
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eine Kugel beschreiben, so berührt sie die Fläche und ihre Gleich- 
ung ist von der Form 
2 Ua + Uy + Ug) + А (8 + у А 27) = 0. 
Der folgende Punkt in diesem Schnitt der Fläche, welche 
wir betrachten, genügt dieser Gleichung und der anderen 
uu + uw = 0, 
2(U + Uy + fei + Una? + Ury? + Uss? +2 as +2 Шуга 
+.2 02у = 0, 
so dass wir durch Subtraction erhalten 
Uj2* + бу? + Gei + 2 Оозу + 2 0138 + 12 Пусу 
а + + 2 
eine homogene Gleichung, in der æ, y, 2 durch die Richtungsco- 
sinus der geraden Linie ersetzt werden dürfen, welche den An- 
fangspunkt mit dem nächstfolgenden Punkte verbindet; da zugleich 
wie im letzten Artikel TA 
i -V+ E uy) 


r 


i = 


ist, so wird 


y (Uu, + U + Uy) 


E cos?«+ Us, cos*B -+ U,4c0s*y 4- 2 U, cosQicosy 4- 2 U созусова + 2 U;,cosacosp. 
11 22 $5008) 23 13 


So reduciert sich das Problem der Bestimmung des Maximal- 
und Minimalradius der Krümmung of die Bestimmung des Maxi- 
mums und Minimums der Grösse 

Оа? + Оу? + Uss? + O2Usys + 2Uz dE 
unter den Bedingungen 
De + Uy + Uz = 0, а фу? + 2 = 1; 
und wir erkennen, dass es genau mit dem Problem der Be- 
stimmung derAchsen des Centralschnittes einer Fläche 


zweiten Grades durch eine Ebene Uœ + Uyy + U4z = OI 


übereinstimmt., - 

36. In derselben Weise stimmt das Problem, die Richtun- 
gen derHauptschnitte іп irgend einem Punkt zu finden, 
mit dem Problem der Bestimmung der Richtungen der 
Achsen für den durch die Ebene 

D + Uy +t Uz = 0 
in der Fläche zweiter Ordnung 
Uat? + Ury? + Uz? + 2Uyz + эйгш + 2U,«y = 1 
erzeugten Schnitt überein. 


http://rcin.org.pl 


DN Р 2. 


Durch einen gegebenen Durchmesser einer Fläche zweiten 
Grades kann stels ein ebener Schnitt gelegt werden, der ihn zur 
Achse hat, und die andere Achse desselben ist der Durchschnitt 
der zu ihm normalen Ebene mit der Ebene, welche ihm conju- 
giert ist. Ist somit 

K= 1 
die centrale Fläche zweiter Ordnung und geht der fragliche Durch- 
messer durch den Punkt (a^, у, =’), so ist der zu ihm normale 
conjugierte Durchmesser der Durchschnitt jt Ebenen 


д / ; ER 3 
eg toy Ro — at, Pm gr 
und liegt der erste Durchmesser in der ficos 
Da + Шу + De = 0, 
so beschreibt der zweite den Kegel, welcher durch die Vergleich- 
ung der durch Elimination von a^, у, z' aus diesen drei Gleich- 


ungen gewonnenen Determinante mit Null repräsentiert wird, 
nämlich een. 


dV 
(Uj2— Uy) E + (2—01) D — + (01у — 0а) ar 0. 


Dieser Me schneidet die ins 
Ше + Uy + Uz = 0 
in den Achsen des durch sie bestimmten Schnittes. Die Richtun- 
gen der Hauptschnitte sind somit bestimmt als die Durchschnitte 


der Tangentenebene 


Us + Uy OU 0 
mit dem Kegel 


(Usz— Uy) (Duck Шуу + 032) + (Ug — U,2) (015 + Us, + Uns?) 
4 + (Uy— Ох) (Use + Шу + Uss?) = 0, 

oder & 

"VD — 030,3) &* + (0301 — 010) y? + (0,03 — 0, Dal 2? 
+ [U (0 — Оза) — Diva + ОШ; ул, 
+ {UU + 0, (Uss — V1) — 0303) Së 
+ USUS — UU, + U; (U, — Una) } xy = 0. 

37. Die im Artikel 34 angewendete Methode erlaubt uns 

auch, die Bedingungen für einen Kreispunkt zu finden.*) 


*) Wir kónnten dieselbe durch Bildung der Bedingung ermitteln, 


unter welcher die quadratische Gleichung des Artikel 34 gleiche Wur- 
zeln hat. Da aber die Wurzeln dieser Gleichung stets reell sind, so 
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Wenn die Ebene xy die Tangentenebene in einem Umbilicus 
ist, so ist die Gleichung der Fläche von der Form 
+ А (x + y? + 2Daz + 2Eyz + Fè + еіс. = 0, 
und wenn wir von ihr die Gleichung einer berührenden Kugel 

z kA + у? + 22) = 0 
subtrahieren, so ist es möglich, A so zu wählen — nämlich indem 
man es gleich 4 nimmt — dass alle Glieder des Restes durch z 
theilbar werden. Wenn also 
и F u + ete. = 0 
die Fläche und 
шщ + m — 0 
eine sie berührende Kugel bezeichnet, so ist es unter der Vor- 
aussetzung, dass der Anfangspunkt der Coordinaten ein Kreispunkt 
sei, möglich, A so zu wählen, dass 
и, — А», 
u [ 
als einen Factor enthält. Durch eine wie in Artikel 34 voll- 
zogene Transformation der Coordinaten erkennt man so, dass ein 
Punkt (2, y', z’) ein Kreispunkt ist, wenn man A so wählen kann, 
dass 
(Uà) a? + (0,5—0) + (U33—3) 2* 4c 2U,,yz + 2U, 42 20у 
die Grósse 
De + Uy + U; 

als einen Factor enthält. Wenn diess geschehen soll, so muss 
der andere Factor sein 


U4,—4À U,,—À Us —à 
Ed, EE аай 
und die Entwickelung des Products und Vergleichung der Coef- 
ficienten von yz, zx und æy liefert die Bedingungen 


^ 
U, U, 
(0—0 72 + (0—0) 2 = 20, 
22 ) T, 33 E 23 


ist sie zu der in den „Vorlesungen iiber die Algebra‘ etc. behandelten 
Klasse gehórig und ihre Discriminante kann als Summe von Quadra- 
ten ausgedrückt werden. Wollen wir also nur von reellen Kreispunkten 
sprechen, so ist das Resultat der Vergleichung der Discriminante mit 
Null zweien Bedingungen üquivalent, welche einfacher so wie im Text 
erhalten werden kónnen, 
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U, U. 
(055 — А) T, + (U — 3) = = 2 013, 


U, 
U. U 
(Du — 3) 7, + (0—1) T, = 20; 


man erhält somit durch Elimination von A zwischen diesen Gleich- 
ungen die beiden Bedingungen 


UU, + UU, —2 0230,03 29 Dal T 0,1082 — 2 013030, 
U + U? U? + Uè 

— uU? + 0301—2000 
0,2 + U,? 

Da nur zwei Bedingungen zu erfüllen sind, so enthält eine 
Fläche »'* Ordnung allgemein eine bestimmte Zahl 
vonKreispunkten; denn jede derselben repräsentiert eine Fläche 
und beide bestimmen mit der gegebenen Fläche zusammen eine 
Anzahl von Durchschnittspunkten, welche Kreispunkte sein müssen. 
Es kann aber insbesondere auch geschehen, dass die durch beide 
Bedingungen repräsentierten Flächen sich in einer ganz auf der 
ursprünglichen Fläche gelegenen Curve schneiden; dann existiert 
somit in der Fläche eine Linie, deren sämmtliche Punkte Kreis- 
punkte derselben sind; man nennt eine solche Linie eine Linie 
sphärischer Krümmung. 

Beispiel. Man untersuche, ob in der Fläche 

(e + y + 23) == 4a! (a + y’) 
ein Kreispunkt enthalten ist. р 

38. Es giebt einen Fall, in welchem die Bedingungen des 
letzten Artikels nicht in der Form anwendbar sind, in welcher 
sie geschrieben wurden. Sie sind erfüllt für 
а 0,0? * 03303 — 2 0,300, 

U; + 02 
und wir könnten daraus schliessen, dass die Fläche 


b NET. 
U, — 0, d i (= 0) 


stets durch Kreispunkte der gegebenen Fläche bindurchgehe. Man 
erkennt aber geometrisch leicht, dass diess nicht der Fall ist; 
denn 


U, = 0, Du 


О, == 0 
ist die Polare des Punktes (y, z, w) in Bezug auf die Fläche, sodass, 


http://rcin.org.pl 


a = 


wenn sie nothwendig durch Kreispunkte hindurch ginge, aus einer 
einfachen Coordinaten-Transformation geschlossen werden müsste, 
dass die erste Polare jedes Punktes Kreispunkte der Fläche 
enthielte. 

Aus dem letzten Artikel geht dagegen hervor, dass es eine 
stillschweigende Voraussetzung seiner Untersuchung ist, dass keine 
der Gróssen 

Dh, U,, U, 
verschwinde; denn wenn diess statt fände, so enthielte eine der 
gebrauchten Gleichungen unendliche Glieder. 

Setzen wir 

U, = 0, 
so müssen wir vielmehr direct die Bedingung bestimmen, unter 
der 

Шш + Uz 
ein Factor in e dies 
TE EN + (U5,—2) y* + (033—2) + 2U yz + 2013204 2U, y 
ist. 

Offenbar muss dazu 

à = Du 
und wie man leicht sieht, wie vorher 


— UnU? + 03301 — 2 US UU, 
Dei + U, 

sein, während überdiess, damit die Glieder 

2 Uz + 2 Ury 


Ha + Uz 


Du 


durch 


theilbar sind, 
: U,U, == 030, 

sein muss. 

Wenn man mit den so erhaltenen beiden Bedingungen 

D = 0 

und die Gleichung der Flüche combiniert, so hat man vier Ве- 
dingungen, welche, specielle Fálle ausgenommen, nicht durch die 
Coordinaten eines Punktes erfüllt werden können. 

Wenn wir die im letzten Artikel gegebenen Bedingungen von 
Brüchen befreien, so finden wir, dass jede von ihnen U,, U, 
oder U, als einen Factor enthält, und was wir in diesem Artikel 


П 
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bewiesen haben, ist, dass diese Factoren als der Frage nach den 
Kreispunkten fremd beseitigt werden können.*) 

Wir gehen zur Herleitung einiger anderer Folgerungen aus 
dem in Artikel 33 Bewiesenen über, wonach die beiden mit den 
Hauptkrümmungsradien beschriebenen Kugeln mit der Fläche sta- 
tionäre Berührung haben. 


*) Aus dem Entwickelten können wir die Zahl der Kreispunkte be- 
stimmen, welche eine Fläche von der a'*' Ordnung im Allgemeinen 
: haben kann. 

Die Kreispunkte sind, so sahen wir, als Durchschnittspunkte der ge- 
gebenen Flüche mit einer Curve bestimmt, deren Gleichungen die Form 
"E ME 
P Pat dioe 
haben; sind а, В, C vom Grade 1, A’, B', C aber vom Grade m, so 

sind 
AB' — АВ = 0, AC' — A'C = 0 
vom Grade (/-]- m) und durchschneiden sich in einer Curve vom Grade 
(14 m)’; und da der Durchschnitt dieser zwei Flächen die Curve 
4-0, A = 0 
vom Grade Im einschliesst, welche die Fläche 
l BC'— В'С = 
nicht enthält, so ist die fragliche Curve von der Ordnung 
Р CEA 
d. h, im gegenwärtigen Falle, wo / und m durch 
(8n —4) und (л — 92) 
respective zu ersetzen sind, 
== 19n? — 46n + 28. 
Das:discutierte System schliesst aber, wie wir gesehen haben, drei 
Curven ein, wie 
U, = 0, Uy (Uè + Us) — (UnU? + Us Us — 2045UQU;) = 0, 
welche die Kreispunkte nicht enthalten; man hat hiermit die Grösse 
8 (n — 1) (Зп — 4) 
von der vorher gefundenen Zahl zu subtrahieren, um zu finden, dass 
dieKreispunkteals Durchschnitte der gegebenen Flüche mit 
einer Curve von der Ordnung 
(105? — 25n + 16) 
bestimmt sind und dasssomit die Anzahl derselben für eine 
Fläche 2'** Ordnung allgemein 


= n (10n* — 25^ + 16) 
ist. 
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39. Wenn zwei Flächen eine stationäre Berührung 
‚haben, so berühren sie sich in zwei auf einander fol- 
genden Punkten. 

Wenn die Gleichungen beider Flàchen wie in Artikel 33 
geschrieben werden, so sind die Tangentenebenen im nàchstfol- 
genden Punkte nach Artikel 7 durch 

z + 2 (4a + Ву) « + 2 (Ba + Су) у = 0, 
z + 2 (Ad + Ву) а + 2 (Ва + Су) у = 0 
dargestellt. Sie sind identisch, wenn 
Аа {+ By = Ze + Bu, Ва 4 Cy = Bu + Су 
ist, d. i. durch Elimination von а“ : y', wenn 
(4 — 4) (C— C) = (B— By 
ist, d. h. unter der Bedingung der stationären Berührung. 

Die mit einem der Hauptkrümmungsradien beschriebene Kugel 
berührt somit die Fläche in zwei auf einander folgenden Punkten; 
oder zwei auf einander folgende Normalen der Fläche sind auch 
Normalen der Kugel und durchschneiden sich folglich im Centrum 
derselben. 

Nun wissen wir, dass bei ebenen Curven das Centrum des 
Krümmungskreises als der Durchschnitt zweier auf einander fol- 
gender Normalen der Curve betrachtet werden kann. Bei den 
Flächen schneidet die Normale in einem Punkte die 
einem beliebigen benachbarten Punkte entsprechende 
Normale im Allgemeinen nicht. Wir sahen aber so eben, 
dass die zwei auf einander folgenden Normalen sich 
durchschneiden, wenn der nächstbenachbarte Punkt 
in der Richtung eines der Hauptschnitte des gegebe- 
nen Punktes gewählt ward. Die gemeinschaftliche 
Länge beider Normalen gleicht dann dem entspre- 
chenden Hauptkrümmungsradius. 

Der Wichtigkeit dieses Theorems halber geben wir eine directe 
Untersuchung desselben. 

40. Man soll untersuchen, in welchen Fällen die 
Normale in irgend einem Punkte einer Fläche durch 
die nächstfolgende Normale geschnitten wird, 

Wir wählen die Tangentenebene zur Ebene xy und setzen 
die Gleichung der Fläche in der Form 


z + Аа? + 2Bay + Cy? + 2Daz + 2Eyz + Fr? + ete. = 0 
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voraus. In Artikel 7 sahen wir dann, dass die Gleichung einer 
nächstfolgenden Tangentenebene ist 

z + 2 (4e + Ву) = + 2 (Be + Су) у = 0; 
eine Normale zu ihr durch den Punkt (а”, y^) ist somit 


[uel ЛҮ "коше уу нл Н” 

A pu CONUPQ OU 

und dieselbe schneidet die Achse der z, d. i. die ursprüngliche 
Normale, wenn man hat | 


, , 


ы А2- у 
д4 By C Бе + бу” 

Die Richtung nach einem nächstfolgenden Punkte, dessen 
Normale die gegebene Normale schneidet, ist somit durch die 
Gleichung 

Ва? + (C— А) у — By? = 0 
bestimmt, d. i. durch die Gleichung des Artikel 30, welche die 
Richtungen des Maximums und des Minimums der Krümmung 
giebt. 

In jedem Punkt einer Fläche giebt es somit zwei zu einan- 
der rechtwinklige Richtungen, in denen die Normale des nächst- 
folgenden Punktes die ursprüngliche Normale durchschneidet. 
Diese Richtungen sind die der beiden Hauptschnitte des Punktes. 

Wenn wir zur Vergrósserung der Einfachheit die Richtungen 
der Hauptschnitte als Coordinatenachsen wählen, d. h. in den 
vorigen Gleichungen. 


В = 0 
setzen, so wird die Gleichung einer nächstfolgenden Normale 
Lied EEE fad E 
D ` Pë 24 


und man sieht leicht, dass die den Punkten y = 0, а = 0 
entsprechenden Normalen die Achse der z in Entfernungen 
La Ze, 

Wén Н {н 
respective durchschneiden, d. h. in den Endpunkten der entspre- 
chenden Hauptkrümmungsradien.*) 


z 


*) Bertrand berechnet in seiner Theorie der. Krümmung der Flä- 
chen den Winkel, welchen die folgende Normale und die durch ihren 
Fusspunkt und die ursprüngliche Normale bestimmte Ebene bilden. 
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41. Wir kónnen auch zu denselhen Ergebnissen gelangen, 
indem wir den Ort derjenigen Punkte der Fläche suchen, 
deren Normalen eine feste zur Achse der z genommene 
Normale schneiden. 

Durch die Substitution z = 0, y == 0 in die Gleichung 
einer andern Normale erkennen wir, dass der Punkt der Fläche, 
zu welchem sie gehórt, der Bedingung 


uw 
d dU 
dr dy 


genügen muss. Die Curve, in welcher diese Fläche die gegebene 
Fläche schneidet, hat den Endpunkt der gegebenen Normale zum 
Doppelpunkt und die beiden Tangenten desselben sind die Haupt- 
langenten der Fläche in diesem Punkte. 

Der specielle Fall, in welchem die feste Normale einem Kreis- 
punkte ‘entspricht, verdient besondere Erwähnung. 

Da die Gleichung der Fläche von der Form 


z + A (а + у?) + ete. = 0 
ist, so ist das niedrigste Glied -der Gleichung 


A dU 15) dU 
day y da 
für 
2 == 0) 


vom dritten Grade und der Kreispunkt ist еіп dreifacher Punkt 
in der Ortscurve. Während also jede der Normale des Kreispunktes 
nüchstfolgende Normale die erstere schneidet, giebt es drei Rich- 
tungen von ihm aus, längs welcher auch die darauf folgende Nor- 
male die dem Kreispunkte entsprechende Normale noch schneidet. 


Indem wir immer die Richtungen der Hauptschnitte als Coordinaten- 
achsen voraussetzen, sind die Richtungscosinus der folgenden Normale 
zu 24a', 2Cy', * posa proportional, wührend die einer zum Radius 
vector normalen Tangente zu — у, x’, 0 proportional sind, In Folge 
dessen ist der cosinus des Winkels zwischen diesen beiden Linien oder 
der sinus des Winkels der folgenden Normale mit dem Normalschnitt 
zu (€ — А) а у proportional, oder proportional zu (C — А) sin 2 «, 
wenn e der Winkel ist, welchen die Richtung des nächstfolgenden 
Punktes mit einer der Haupttangenten bildet, Ist с = 0 oder « = 909, 
so verschwindet dieser Winkel und die folgende Normale liegt in der 
Ebene der ursprünglichen Normale. 
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42. Eine Krümmungslinie*) in einer Fläche ist eine so 
auf derselben verzeichnete Linie, dass die Normalen in irgend 
zweien in ihr auf einander folgenden Punkten sich durchschneiden. 

So können wir von irgend einem Punkte M der Fläche zu 
jedem der beiden folgenden Punkte JV, N’ übergehen, von deren 
Normalen wir bewiesen, dass sie die Normale in A schneiden. 
Die Normale in N ihrerseits wird durch die beiden folgenden 
Normalen in P, P' geschnitten, wobei wir das Element NP als 
eine Fortsetzung von dem Element MN denken, während NP’ 
nahezu rectangulär zu demselben ist. In der nàmlichen Art kön- 
nen wir vom Punkte P zu einem andern benachbarten Punkte 0 
übergehen und so eine Krümmungslinie УРО bilden. 

Und wir hätten ferner in derselben Weise vorschreiten kön- 
nen, indem wir in der Richtung MN’ begannen. : 

Durch jeden Punkt M einer Fläche gehen somit zwei Krüm- 
mungslinien, welche sich in ihm rechtwinklig durchschneiden und 
von den entsprechenden beiden Haupttangenten berührt werden. 

Eine Krümmungslinie ist im Allgemeinen keine ebene Curve, 
und in dem speciellen Falle selbst, in welchem sie eben ist, fällt 
ihre Ebene nicht nothwendig mit der eines Hauptschnittes in M 
zusammen, obgleich sie mit demselben die gemeinschaftliche Haupt- 
tangente hat. Der Hauptschnitt ist normal zur Fläche, die Ebene 
der Krümmungslinie kann geneigt gegen dieselbe sein. 

Die Flächen, welche durch die Umdrehung einer ebenen 
Curve um eine in ihrer Ebene enthaltene Achse entstehen, bieten 
eine gute Erläuterung verschiedener hier einschlagender Umstände 
dar. 

In jedem Punkte Р einer solchen Fläche fällt die eine Krüm- 
mungslinie mit dem durch ihn und die Achse gehenden ebenen 
Schnitt oder mit der entsprechenden Lage der erzeugenden Curve 
zusammen. 

Alle Normalen dieser Curve sind auch Normalen der Fläche 
und durchschneiden sich. Der entsprechende Hauptkrümmungs- 
radius ist auch der Krümmungsradius dieses ebenen Schniltes. 

Die andere durch P gehende Krümmungslinie ist der Kreis, 


*) Die ganze Theorie der Krümmungslinien, der Umbilies, etc. ge- 
‘bührt Monge. Vgl. seine „Application de l'Analyse à la Geometrie“ 
p. 124 (Liouville's Ausgabe). 
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welchen die durch ihn gelegte Normalebene zur Achse mit der 
Fläche bestimmt; denn die Normalen der Fläche in allen Punkten 
dieses Schnittes durchschneiden die Achse derselben und daher 
sich selbst in dem nàmlichen Punkte; sein Abstand von den Punk- 
ten der Peripherie, insbesondere von dem Punkte P ist der zweite 
Hauptkrümmungsradius der Fläche. 

Die durch P gehende erzeugende Curve (der Meridian) ist 
ein Hauptschnitt der Fläche, weil sie die Normale derselben ent- 
hält und eine Krümmungslinie berührt; der zur Achse normale 
Schnitt (der Parallelkreis) ist kein Hauptschnitt, weil er die Nor- 
male der Fläche nicht enthält; vielmehr ist der zweite Haupt- 
schnitt der durch diese Normale und die demselben Kreise in P 
entsprechende Tangente bestimmte ebene Schnitt der Fläche, 

Gleichzeitig erläutert dieses Beispiel das Theorem von Meu- 
~ mier; denn der Radius des durch P gehenden Kreises, d. i. eines 
schiefen Schnittes der Fläche, ist die Projection des zwischen 
dem Punkte P und der Achse enthaltenen Stückes der Normale 
auf seine Ebene, eines Stückes, von welchem wir so eben be- 
wiesen haben, dass es der Krümmungsradius des entsprechenden 
Normalschnittes ist. 

43. Es ist im Artikel 36 bewiesen worden, dass die Rich- 
tungscosinus der Tangente eines Hauptschnittes der Fläche die 
Relation 

(0, cos y — U, cos B) (Du cos e + U,, cos B + U, cos y) 
+ (U, cos а — U, cos y) (U, cos œ + U,, cos B + Ug cos y) 
+ (U, cos В — U, cos о) (U), cos « + Ug cos В + Don cos y) = 0 
erfüllen. 

Wir wissen nun, dass die Tangente des Hauptschnittes auch 
die Tangente der Krümmungslinie ist. Ist ds das Bogenelement 
einer Curve und bezeichnen dx, dy, dz die Projectionen dessel- 
ben auf die Achsen, so sind die cosinus der von ds mit den 
Achsen gebildeten Winkel zu 

dx dy d 

ds’ ds’ ds 
respective proportional. Die Differentialgleichung der Krümmungs- 
linie wird daher erhalten, indem man 

ах, dy, dz 
für 
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соз с, cos B, cos y 
in die vorhergehende Formel substituiert. 

Diese Gleichung kann direct auch folgendermassen abgeleitet 
werden.*) Sind e, В, y die Coordinaten eines zweien auf. einander 
folgenden Normalen gemeinschaftlichen Punktes, so folgt aus den 
Gleichungen der Normale für æ, y, z als die Coordinaten ihres 
Fusspunktes in der Fläche die Relation 

en EEN Zeg AE EE 
gg CH 
und wenn wir den gemeinschaftlichen Werth dieser Brüche durch 
@ bezeichnen 
a = g + 00, В =y + 0,0, y =z + 0. 
Wenn aber die zweite Normale die Fläche in dem Punkte 


x + dx, y + dy, z + dz 
durchschneidet, so erhalten wir, indem wir ausdrücken, dass 
«, B, y den Gleichungen der zweiten Normale genügen, dieselben 
Resultate, als wenn wir die vorigen Gleichungen differentiieren, 
indem wir с, 8, y als constant betrachten, d. i. 

dæ + U,d9 + 840, = 0, 
dy + 0,0 + 940, = 0, 
dz + 030 + 9400, = 0, 
und durch Elimination von 0, d? aus diesen Gleichungen die De- 
terminante des Artikel 36 
dæ , dy , ds 
Д, 5, U [| 
dU,, dU,, dU,| 
Uebrigens hat man 
dU, = Ude + 00у + Dar, 
dU, Ude + Udy + Оз, 
dU, = Ude + Udy + бууйт, 
Beispiel. Die Differentialgleichung der Krümmungslinien des Ellip- 
soids 


Ud 


M y? SOC 
Fb + у = 1 


zu finden. 


*) Vergl. Gregory's ,,Solid Geometry* p. 256. 
g p 


Salmon, Anal, Geom. d, Raumes. II. 4 
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Man hat 
a y ER 
U, == 22° 0, == pi U, == ci 
dæ dy dz 
dU, = EK dU, = n dU, = SC 


und erhält durch Substitution in die vorige Gleichung und Entwickelung 
(02— c?) a dy dz + (c? — a?) ydzdz + (а? — 0) zdxdy = 

Da wir wissen, dass die Krümmungslinien des Ellipsoids die Durch- 
schnittslinien desselben mit einem System concentrischer Flächen zweiten 
Grades sind (Band I, Artikel 206), so können wir für das Integral dieser 
Gleichung die Form 

Ах? + By? + 02 = 0 
voraussetzen und die Constanten durch Substitution bestimmen. 

Wenn wir die Form des Integrals nicht als bekannt voraussetzen, 
so können wir z und dz mit Hilfe der Gleichung der Fläche eliminieren 
und so eine Differentialgleichung mit zwei Veränderlichen bilden, welche 
die Gleichung der Projection der Krümmungslinien auf die Ebene der xy 


"AEN a 7 t 
ist. So erhalten wir nach Multiplication mit E und Reduction durch 


die Gleichung des Ellipsoids und ihr Differential 


x dc d 
Jil ady + (c* — а?) y da) [o + OI 
2 2 
= (at — Kä fı -5 5| dedy, 
d. i. für 
GA а) р 
Kli "TI dd 


dy ) 2 2 dy 
m — Ay! — B) > — ay = 0 
Азу (> + (02 — 4y— В) 22 — ау = 0, 
eine Gleichung, deren Integral nach G. Boole’s „Differential Equations “ 
Ex. 3, p. 135 und 124 ist 
& 1754 
B "SO 4041 
Die Krümmungslinien werden somit auf die Hauptebene in eine Reihe 
von Kegelschnitten projiciert, deren Achsen а, b’ durch die Relation 
vrai, 02006) 
em" vga) 
verbunden sind. Man erkennt leicht, dass diess mit dem in Bd. I, Art. 206 
gegebenen Abriss der Theorie der Krümmungslinien übereinstimmt. 
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44. Das Theorem, nach welchem confocale Flächen zweiten 
Grades sich in Krümmungslinien durchschneiden, ist ein speciel- 
ler Fall des Theorems von Dupin,*) welches wir so ausdrücken: 
Wenn drei Flächen ѕісһ іп einem Punkte rechtwinklig 
durchschneiden, und wenn jedes Paar derselben sich 
auchindemnächstfolgenden gemeinschaftlichenPunkte 
rechtwinklig schneidet, so sind die Richtungen der 
Durchschnitte die Richtungen der Krümmungslinie in 
jeder derselben. 

Wir denken den allen drei Flächen gemeinschaftlichen Punkt 
als Anfang der Coordinaten und die drei rectangulären Tangen- 
tenebenen als Coordinatenebenen, so dass die Gleichungen der 
Flächen von der Form 

æ + ay? + 2byz + cz? + 2dzx + elc. = 0, 
y + аж? + 90:04 са? + 2day + еіс. = 0, 
z + аа? +2 bay + cy? + 2d'yz + ede. = 0 
sind. In einem nächstfolgenden den ersten beiden Flächen gemein- 
schaftlichen Punkte hat man 
dem yum, rU, 
wo z' nothwendig sehr klein ist; die nächstfolgenden Tangenten- 
ebenen sind daher 
(1 + 2dz) = + 9bzy 4 2cxz = 0, 
Ibra + (1 + 202) y + 2azz = 0, 
und man erhält 
bk EN = 0 
als die Bedingung, unter welcher dieselben rechtwinklig zu ein- 
ander sind, indem man nur diejenigen Glieder berücksichtigt, 
welche die kleine Grösse z' im ersten Grade enthalten. 

In gleicher Weise müssen, damit die andern Paare von 
Flächen sich in einem folgenden Punkte rechtwinklig durchschnei- 
den, die Bedingungen 

KR LK = 0, 

b 34b 0 
erfüllt seien, d. i. man muss zur gleichzeitigen Rechtwinkligkeit 
aller drei Flächenpaare 


Il 


*) „Développements de Géométrie, cinquième Mémoire. Der hier 
gegebene Beweis rührt von W. Thomson her; vgl. Gregory’s „Solid 
Geometry,“ p. 263. „Cambridge Mathematical Journal, Vol. IV, p. 62, 
4* 
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== y = b == 0 

haben. Dann aber zeigt die Form der Gleichungen, dass die 
Achsen der Coordinaten die Richtungen der Krümmungslinien in 
jeder von ihnen sind. Man erhält also die von Dupin gegebene 
Form des Theorems: Wenn in drei Systemen von Flächen 
jede Fläche des einen Systems von allen Flächen der 
beiden anderen Systeme rechtwinklig durchschnitten 
wird, so ist die Durchschnittslinie irgend zweier Flä- 
chen derselben, welche verschiedenen Systemen an- 
gehören, in jeder von ihnen eine Krümmungslinie. 
Denn in jedem ihrer Punkte ist es nach der Vorausselzung mög- 
lich, eine dritte Fläche anzugeben, welche die beiden ersten 
rechtwinklig durchschneidet. 

45. Wenn zwei Flächen sich rechtwinklig durch- 
schneiden,*) so ist ihre Durchschnittscurve, wenn sie 
eine Krümmungslinie der einen ist, zugleich auch eine 
Krümmungslinie der anderen. 

. Indem wir den Coordinatenanfangspunkt als einen Punkt der 
Durchschnittscurve wählen, erhalten wir als die Bedingung des 
rechtwinkligen Durchschnitts auf dem Wege des letzten Artikels 


b + 0 = 0, 
d. i. wenn 
Biss 
auch 
b = 0. 


Oder: Da die Richtungscosinus der Tangentenebenen der bei- 
den Flächen zu 


Dh, U, U; U’, Da U, 
proportional sind, so sind die Richtungscosinus ihrer Durchschnitts- 
linie proportional zu 
UU, Dia, UQU, — Daf, UU, — UU, 
und damit die so bezeichnete Richtung die Richtung einer Krüm- 


mungslinie der ersten Flüche sei, muss nach Artikel 43 die Be- 
dingung >` 


*) Der Satz gilt auch, wenn sie sich überhaupt unter einem con- 
stanten Winkel durchschneiden. 
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U,U', — UU, U,U', — U'SU,, UU — RL 
0, А U, 7 U, == 0 
dU, e dU, ^ dU, 
oder 

(U,U', + U,U', + U,U’,) (U,dU, + 0,40, + U,dU;) 

— (U? + 0,2 + US?) (U',dU, + U' dU, + зай, = 0 
erfüllt sein. Sind beide Flächen rechtwinklig zu einander, so ist 
UU, + UU, + U,U', = 0, 

und die vorige Bedingung reduciert sich auf . 
U'dU, + Dt, + D = 0; 
wir folgern aus beiden Gleichungen die dritte 
U,dU', + U,dU', + U,dU', = 0, 
welche zugleich die Bedingung ist, unter der die Durchschnitts- 
curve auch eine Krümmungslinie der zweiten Fläche ist. 

46. Eine Krümmungslinie hat nach der Definition den wesent- 
lichen Character, dass die Normalen der Fläche in zwei auf ein- 
ander folgenden Punkten von ihr sich durchschneiden. Die durch 
alle Normalen der Fläche längs einer Krümmungslinie 
gebildete Fläche ist somit eine abwickelbare Fläche 
(Anmerkung des Artikel 109 im I. Bande), denn je zwei auf ein- 
ander folgende gerade Erzeugende derselben schneiden sich. Diese 
Abwickelungsfläche schneidet natürlich die gegebene Fläche unter 
rechten Winkeln. 

Der Ort derjenigen Punkte, in welchen zwei auf einander 
folgende Erzeugende dieser Fläche sich schneiden, ist eine Curve, 
welche wir als die Cuspidal- oder Rückkehrkante der 
Fläche bezeichnen und deren Eigenschaften im nächsten Kapitel 
weiter betrachtet werden sollen. 

Jede Erzeugende der besprochenen Fläche ist eine Tangente 
dieser Curve, weil sie zwei auf einander folgende Punkte dersel- 
ben mit einander verbindet, nämlich die Punkte, in denen sie 
selbst die vorhergehende und nächstfolgende Erzeugende durch- 
schneidet. (Vergl. Band I, Artikel 119.) 

Denken wir nun die Normale in irgend einem Punkte M der 
Fläche, so gehen durch diesen zwei Krümmungslinien MNPỌ etc., 
MN'P'Q' etc., und sind die Durchschnittspunkte der auf einan- 
der folgenden Normalen in M, N, P, 0, etc. 

C, D, E, etc. 
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und die der Normalen in M, N’, Р”, 0, etc. 
0". D^ Ж, ete. 

so ist die Curve CDE etc. die Cuspidalkante der Abwickelungs- 
fläche, welche von der der Krümmungslinie МУРО etc. entspre- 
chenden Normalen gebildet wird, und ebenso C H еіс, die Cus- 
pidalkante der Abwickelungsfläche der Normalen von MN'P'Ọ' etc. 
Die Normale in M berührt nach dem Vorigen diese Curven in 
den Punkten C, C' respective, welche die beiden dem Punkte M 
entsprechenden Krümmungscentra sind. 

Wir haben somit bewiesen, was folgt: Die Cuspidalkante 
der durch die Normalen einer Fläche in den Punkten 
einer Krümmungslinie erzeugten Abwickelungsfläche 
ist der Ort des einen Systems der Krümmungscentra 
welche allen Punkten dieser Linie angehören. 

47. Die Vereinigung der Krümmungscentra C, С” aller Punkte 
einer Fläche ist eine Fläche von zwei Mänteln, welche man die 
Fläche der Centra der gegebenen Fläche nennt. (Siehe 
Bd. I, Art. 208.) Die Curve CDE etc. liegt auf dem einen, die Curve 
C'D'E' etc. auf dem anderen Mantel derselben. Jede Normale 
der gegebenen Fläche berührt beide Mäntel derselben, demn es 
ist bewiesen, dass sie die auf ihnen respective gelegenen Gufven 
CDE ete., C'D'E' etc. berührt. Wenn aber von einem nicht in 
der Fläche gelegenen Punkte zwei auf einander folgende Taugen- 
ten derselben ausgehen, so ist ihre Ebene .eine Tangentenebene 
der Fläche, weil sie den dem Punkte entsprechenden Tangenten- 
kegel berührt. Wenn dagegen zwei auf einander folgende Tan- 
genten sich in der Fläche selbst durchschneiden, so ist ihre Ebene 
nicht allgemein eine Tangentenebene der Fläche, weil jeder ebene 
Schnitt der Fläche in. seinen Tangenten in zwei auf einander 
folgenden Punkten zwei gerade Linien dieser Art bestimmt, welche 
doch in seiner d. i. in einer die Fläche schneidenden Ebene liegen. 

Betrachten wir nun die zwei auf einander folgenden Norma- 
len in den Punkten M, N der Fläche, so sind sie beide Tangen- 
ten beider Mäntel der Fläche der Centra. Und da der Punkt-C, 
in welchem sie sich durchschneiden, dem ersten Mantel, aber im 
Allgemeinen nicht zugleich dem zweiten Mantel angehört, so ist 
die Ebene beider Normalen eine Tangentenebene des zweiten 
Mantels der Fläche der Centra. 

Ebenso ist die Ebene der Normalen in den Punkten M N’ 
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die Tangentenebene des ersten Mantels der Fläche der Centra; 
und auf Grund der Rechtwinkligkeit der beiden durch den Punkt 
M gehenden Krümmungslinien ergiebt sich, dass diese beiden 
Ebenen rechtwinklig zu einander sind; d. i. die Tangenten- 
ebenen der Fläche der Gentra in den beiden Punkten 
CC, welche eine Normale der Fläche mit ihr gemein 
hat, schneiden einander rechtwinklig. 

Für jeden Kreispunkt der ursprünglichen Fläche haben die 
beiden Mäntel der Fläche der Centra einen gemeinschaftlichen 
Punkt, oder in anderen Worten, hat die Fläche der Centra einen 
Doppelpunkt; und wenn die Originalflàche eine Linie sphäri- 
scher Krümmung hat, so besitzt die Fläche der Centra eine 
Doppellinie, die derselben entspricht; ihre beiden Mäntel schuei- 
den einander längs derselben überall rechtwinklig. 

48. Es erscheint angemessen, an dieser Stelle zu erklären, 
was unter einer geodätischen Linie einer Fläche verstanden 
wird, und die Fundamentaleigenschaft solcher Linien anzugeben, 
nach welcher die osculierende Ebene dérselben in jedem ihrer 
Punkte eine Normalebene der Fläche ist. (Band I, Artikel 119.) 

Eine geodätische Linie ist die Form, welche ein zwischen 
zwei Punkten der Flàche in ihr und über sie hin ausgespannter 
Faden annimmt, sie ist daher gewöhnlich die kürzeste Linie in 
der Fläche, welche zwischen den beiden gewählten Punkten ge- 
zogen werden kann. Da nun die Resultante der Spannungen, 
welche längs zweien auf einander folgenden Elementen der durch 
den Draht gebildeten Curve stattfinden, in der Ebene dieser Ele- 
mente liegt, und die Normale der Fläche sein muss, um von dem 
Widerstand derselben aufgehoben zu werden, so enthält die 
Ebene zweier auf einander folgender Elemente der 
geodätischen Linie die Normale der Fläche in ihrem 
gemeinschaftlichen Punkte.*) 


*) Ich bin in diesem Beweise Monge gefolgt, da die bei ihm ange- 
wandten mechanischen Grundsätze so einfach sind, dass es pedantisch 
erschiene, ihre Benutzung zu beanstanden. Für diejenigen, die einen 
rein geometrischen Beweis vorziehen, wird die Fortsetzung im Texte 
genügen. 

Für die mit der Theorie der Maxima und Minima vertrauten Leser 
bedarf es kaum der Erwähnung, dass die geodätische Linie nicht noth- 
wendig die kürzeste Linie sein muss, die auf der Fläche zwischen den 
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Das Nàmliche kann auch geometrisch leicht bewiesen werden; 
denn zuerst, wenn zwei Punkte 4, C in verschiedenen Ebenen 
mit einem Punkte B der Durchschnittslinie dieser Ebene verbun- 
den werden, so ist die Summe von AB und BC kleiner als die 
Summe jeder anderen 

AB + ВС, 

wenn AB und. BC gleiche Winkel mit der Durchschnittslinie 77’ 
einschliessen; denn wenn die eine Ebene um diese Letztere bis 
zum Zysammenfallen mit der anderen gedreht wird, so fallen 4B 
und $C in eine gerade Linie wegen der vorausgesetzten Gleich- 
heit der Winkel TBA und T’BC, und die Gerade 4C ist die 
kürzeste Linie, durch welche die Punkte 4 und C verbunden 
werden können. Sind demnach AB und BC auf einander folgende 
Elemente einer auf der Fláche verzeichneten Curve, so ist diese 
Curve die kürzeste Linie zwischen A und С, wenn AB und BC 
mit BT, der Durchschnittslinie der Tangentenebenen in A und C, 
gleiche Winkel bilden. Somit sind 4B oder seine Verlängerung 
und ВС auf einander folgende Kanten eines geraden Kegels, wel- 
cher die Linie BT zur Achse hat; ihre Ebene АВС ist eine Tan- 
gentenebene des Kegels und als solche normal zu der Ebene, 
welche die Achse und die Berührungskante enthält; d. i. die Ebene 
ABC, die osculierende Ebene der geodätischen Linie, ist normal 
zur Ebene АВТ, der Tangentenebene in A, so dass das Theorem 
dieses Artikels bewiesen ist. 


Bertrand hat bemerkt,*) dass diese Fundamentaleigenschaft 
der geodätischen Linie aus Meunier's Theorem folgt. (Siehe 
Artikel 32.) Denn es ist offenbar, dass für einen unendlich 
kleinen Bogen der gegebenen Sehne der Ueberschuss seiner Länge 
über die der Sehne um so kleiner wird, je grósser der Krüm- 
mungsradius ist; der kürzeste Bogen zwischen zwei unendlich 
nahen Punkten A, В einer Fläche ist somit der, welcher den 


beiden Punkten gezogen werden kann; beide Theile des gróssten Krei- 
ses, der durch zwei Punkte einer Kugel bestimmt ist, sind geodütisch, 
aber nur der unter 180° bleibende ist eine kürzeste Linie, Die geodä- 
tische Linie ist aber zugleich die kürzeste, wenn die beiden Punkte 
hinreichend nahe gelegen sind, 


*) „Liouvilles Journal“, t. XIII, p. 73. Cayley, „Quarterly 
Journal“, vol. I, p. 186. 
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gróssten Krümmungsradius hat, und wir haben gesehen, dass diese 
Eigenschaft dem entsprechenden Normalschnitt zukommt. 

49. Indem ich nun zur Fläche der Centra zurückkehre, sage 
ich, dass die Curve CDE (Artikel 47), der Ort der Durch- 
schnittspunkte entsprechender Normalen làngs einer 
Krümmungslinie, eine geodàtische Linie für den Man- 
tel der Fläche der Centra ist, welchem sie angehört. 

Denn wir sahen (Artikel 47), dass die Ebene zweier auf 
einander folgender Normalen der Fläche. d.i. zugleich die Ebene 
zweier auf einander folgender Tangenten dieser Curve, eine Tan- 
gentenebene des zweiten Mantels der Fläche der Centra und nor- 
mal zur Tangentenebene. des Punktes € für den Mantel der Fläche 
ist, auf welchem € liegt. Da sonach die osculierende Ebene der 
Curve CDE stets normal zur Fläche der Centra ist, so ist die 
Curve eine geodätische Linie dieser Fläche. 

50. Wir haben die auf die Theorie der Krümmungslinienbe- 
züglichen Gleichungen unter der Voraussetzung gegeben, dass die 
Gleichung der Fläche in der gewöhnlichen Form 

Ф@.( кў; 20 
bekannt sei. Damit jedoch der Leser hier auch die sonst üblichen 
Formeln vereinigt finde, schliessen wir diess Kapitel mit der Dar- 
stellung der Hauptgleichungen in der durch Monge gegebenen 
und durch die meisten nachfolgenden Schriftsteller beibehaltenen 
Form, welche sich auf die Gleichung 

z = Ф (x, y) 
als allgemeine Form der Gleichung der Fläche bezieht. Wir ge- 
brauchen die gewöhnlichen Bezeichnungen 
dz = рах + qdy, dp = rdx + sdy, dq = sdx + 14у; 
und könnten die Resultate, welche dieser Form entsprechen, aus 
den früher gefundenen ableiten, indem wir wegen 
U= d Le, у) — 2 = 0 

haben 


mit den entsprechenden Ausdrücken für die zweiten Differential- 
quotienten. Wir ziehen es vor, die bezüglichen Untersuchungen 
in der veränderten Form zu wiederholen. Die Gleichung der 
Tangentenebene ist 
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z— 7 == р (= — 2) + 9 (у — У), 
und die Gleichungen der Normale sind ` 
(r—«) + р (2—2) == 0, y-y+tık-d)= 
Ist somit (с, 8, у) ein Punkt der Normale und (x, y, 2) 
der Fusspunkt derselben in der Fläche, so hat man 
l =a) + At EIN kt t а(у— 2 = 0. 
Und wenn с, 8, у auch den Gleichungen einer zweiten Nor- 
male genügen, so müssen die Differentiale dieser Gleichungen 
verschwinden, d. i. 
de + pdz = (y dp, dy + gdz = (y— 2) dq; 
daraus entspringt durch Elimination von (y — z) die Bedingungs- 
gleichung 
(da: + pdz) dq — (dy + qdz) dp. 
Durch Substitution der für dz, dp, dg gegebenen Werthe 
und nachmalige Ordnung erhält man dann 


2 
d {UED ри) + {а + г — (1+ 2%} 
— (( T »)5s— pr} = 0. 

Diese Gleichung bestimmt die Projectionen der beiden Rich- 
tungen, in denen die nächstfolgenden Punkte liegen, deren Nor- 
malen die gegebene Normale durchschneiden, auf die Ebene ay. 

Für 

а = В ==) pg", 
d. h. die Normale als Achse der z, erhält man 


dy? dy 
с б, ag (79. — 66:06; 


das Product der Wurzeln dieser Gleichung ist — 1, d. h. die 
durch einen Punkt gehenden Krümmungslinien schneiden sich recht- 
winklig. 

51. Wir kónnen aus den Gleichungen des vorigen Artikels 
auch die Längen der Hauptkrümmungsradien bestimmen. 
Die Gleichungen 
P dx + pdz = (y — z) dp, dy + gdz = (y— 2) da 
gehen nach der obigen Transformation in 

1 o p —(y—2)r7) de + {ра — (у — 2 5) dy == 0, 
{1 42 —(y — 2) 1) dy + (pa — (р — 2) s} de = 0 
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über und die Elimination von dæ : dy giebt 
(р — 2)? (rt— 8) — (y —2) (0 + 4) Es + (1 ti 
Tcp + 4) = 0. 
Nun ist (y — 2) die Projection des Krümmungsradius auf die 
Achse der z, und da der Cosinus des von der Normale mit diesem 
Radius gebildeten Winkels 


ы 1 
Va + р? + 9) 
ist, so haben wir 


В = 0—2) ya tr + Ф). 
Indem man (у — =) mit Hülfe der letzten Gleichung elimi- 
niert, erhält man zur Bestimmung von R die Gleichung 


R? (rt —$) — R 4 +8) r—2pgs + (13-5 1) Y 0 + P EN 
+ (@+>»%+4%' == 0. 

Wenn man die Bedingung aufstellt, unter welcher diese 
Gleichung gleiche Wurzeln von einerlei Zeichen besitzt, so erhält 
man die Differentialgleichung der Fläche, für welche überall die 
beiden Hauptkrümmungscentra zusammen fallen in der Form 
IO +4?) г — 2ps + (1+?) 1)2— 4 (02—83) (1+ p? 07) — 0. 

Man betrachtet zuerst den Specialfall 

(1 4-4) s— ра — 0, (1+ р?) = — pas = 0, 
(1+4) — (1+0) 10 

(jedes Paar dieser Gleichungen zieht die dritte nach sich) und 
findet dann leicht, dass der allgemeine Fall nicht von ihm ver- 
schieden ist. Denn für die Substitution 

0+4) -:01 + 0) = Х, si + р?) – р = A 
findet man 

MEL ES Л E EEE 


ket T. дедш 
und somit durch Einsetzen in die Gleichung, deren ersten Theil 
man mit У bezeichnen kann, nach einiger Reduction 
V cop = X AY + (РХ + 24У), 
so dass V = 0 die Bedingungen X = 0, Y == 0 erfordert. 
Schreibt man die obigen Bedingungsgleichungen in der Form 
r E t 


1+0 m (to 
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oder 


itede — Vitet _ 
dz ыг dy rz 2 
so gelangt man zur Gleichung der Kugel 
(к — а)? + (y—by + (z— 0)? = r. 

Durch Substitution derselben Werthe in X, У für s, / in 
die allgemeine Gleichung des Artikel 50 für die zwei sich in 
einem Punkte der Fläche schneidenden Krümmungslinien erhält 
man 
а... EF) EKLE 41 EA 

Yü-6 eX 505 ., 
woraus zwei stets reelle Werthe entspringen. 

Nennt man ferner R, uud R, die beiden Wurzeln der die 
Hauptradien bestimmenden Gleichung, so hat man І 


Ал dou Ue Ir ED 
Boh (+P og 
und wenn man den Halbmesser a einer Kugel so bestimmt, dass 
2 1 1 


a AS 
ist, so findet man durch ihn das Centrum derjenigen Kugel be- 
stimmt, welche die Fläche osculiert und mit ihr im Berührungs- 
punkt dieselbe Krümmung hat. Man hat diese die mittlere 
Krümmung der Fläche genannt. Aehnlich ist 

C T i 

RR (1+0 + 4) 

Wir wollen ferner bemerken, dass der Ausdruck für 


1 1 
R, + R, 
in die Form 


d р а 1 
e (гет?) + ж (угут) 
gebracht und durch 
peg 
іх + ау 
dargestellt werden kann, wenn Z und M die cosinus der Winkel 
bezeichnen, welche der nach der positiven Achse der z gerichtete 
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Theil der Normale mit den Achsen der æ und y macht. Endlich 
wird für die allgemeine Gleichungsform 


H == Ф e, y, з} — 0 
die nàmliche Grósse durch den Ausdruck 
"= х {0° (0, + Del — 20,0, Us } 
(U? + U? + uy 
gegeben, wo das 2 die drei Glieder umfasst, welche aus der 


cyclischen. Vertauschung der Indices hervorgehen. 


52. Aus den vorigen Ergebnissen kann das Theorem von 
Joachimsthal*) abgeleitet werden, wornach, wenn eine 
Krümmungslinie eine ebene Curve ist, die Ebene der- 
selben und die Tangentenebene der Fläche in jedem 
ihrer Punkte einen constanten Winkel bilden. 

Ist die Ebene der Krümmungslinie durch 


Se H 
dargestellt, so wird die Gleichung des Artikel 50 
(dx + pdz) dq == (dy + qd:) dp 
in die einfachere übergeführt 


аха == ауар; 
und da auch 

рах + gdy = 0 
ist, so hat man 

рар + 94 = 0, 
d. h. 

pP? + e = const., 
oder das Quadrat der Tangente des Winkels, welchen die Tan- 
gentenebene mit der Ebene der xy macht, ist unveränderlich, 
denn es ist 
dw A у D 
V + 2 + 0 

Oder auch so: Es seien MM’ und MI М” zwei auf einander 

folgende und einander gleiche Elemente einer Krümmungslinie, 
so sind die auf einander folgenden Normalen Perpendikel zu die- 


cosy = 


*) „Crelle’s Journal“, Bd. XXX, p. 347. 
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sen Linien in ihren Mittelpunkten J, J’, und der Durchschnitts- 
punkt C derselben ist von den Linien MM’, M'M" gleich weit 
entfernt. 

Wenn wir aber von С die Normale CO auf die Ebene MWM” 
fällen, so ist auch O gleich weit von diesen Elementen entfernt, 
d. i. 

L CIO == L Gro 

Es ist somit bewiesen, dass die Neigung der Normale zur 
Ebene der Krümmungslinie unverändert bleibt, wenn wir in die- 
ser Linie von Punkt zu Punkt übergehen.*) 

Ist allgemeiner die Krümmungslinie nicht eben, so machen 
wie vorher die Tangentenebenen durch MM’ und M’M” mit der 
Ebene MM’M” gleiche Winkel, und der Winkel, welchen die 
zweite Tangentenebene mit der nächstfolgenden osculierenden 
Ebene М” М” M” bildet, differiert von dem Winkel, welchen sie 
mit der ersten bildet, um den Winkel der zwei osculierenden 
Ebenen. So erhalten wir Lancret's Theorem: Längs einer 
jeden Krümmungslinie ist die Variation in dem Win- 
kel zwischen der Tangentenebene der Fläche und der 
osculierenden Ebene der Curve gleich dem Winkel 
zwischen den beiden osculierenden Ebenen. 

Wenn beispielsweise eine Krümmungslinie zugleich 
eine geodätische Linie ist, so muss sie eben sein; denn 
dann variiert der Winkel zwischen der Tangenten- und der oscu- 
lierenden Ebene nicht, weil er stets ein rechter ist, und die oscu- 
lierende Ebene selbst kann somit auch nicht variieren. 

Mit Hülfe derselben Principien erhalten wir einen einfachen 
Beweis des im Artikel 45 gegebenen Theorems. 

53. Wir bestimmen endlich noch unter derselben Voraus- 
setzung über die Form der Gleichung den Krümmungsradius 
eines Normalschnittes. 

Weil das Krümmungscentrum je, 8, 7) in der Normale liegt, 
so ist 

(e—a) + p(y—2 = 9, (8—y) + «(y—2) = 0. 

Dann ist die Länge des gesuchten Radius bestimmt durch 


(=a) + (8—»* + Daf == В?, 


*) „Liouville’s Journal‘, t. XI, p. 87. 
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und da diese Relation für drei auf einander folgende Punkte des 
Schnittes gilt, welcher durch den betrachteten Kreis osculiert 
wird, so gelten zugleich die beiden Relationen 


(«—:) de + (8—y) dy + (y—2) d: = 0, 
(«— а) dx + (B— y) y + (y—2) dz = da? + dy? + dz. 
Wir erhalten also durch Combination dieser letzten mit den 
vorigen Gleichungen 


Ta т =) 


Durch Differentiieren von 


dz. == pdx + qdz 
wird aber 
dz — раа — qd'y == rdx? + 2sdedy + tdy?, 
also Ў 
na da y + (pde + gdy)? 
ege E A T Ne area A 
Der Krümmungsradius eines Schnittes, dessen Spur in der 
Ebene xy zu 


у zc s 
parallel ist, wird daher bestimmt durch 
2 2) m? 

+ var re ne, 

Die Bedingungen für die Existenz eines Kreispunktes erhält 
man, indem man ausdrückt, dass dieser Werth von m unabhängig 
sei, welches fordert 

E СЛИ. 2а 


r $ t 


Ire c 

In Folge dessen wird die Gleichung der Krümmungslinien 
für einen solchen Punkt unbestimmt. (Vergl. Artikel 51, für 
Х = Ү =.0.) 

Für die Kugel ergiebt sich nach dem Obigen, das jeder ihrer 
Punkte ein Kreispunkt ist. 

Beispiel 1, Bestimme die Kreispunkte der Flüche 

& == @ 

und zeige, dass der Krümmungsradius des Normalschnitis in einem sol- 
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chen der Entfernung desselben vom Anfangspunkt der Coordinaten gleich 
ist. 

Beispiel 2. Man soll zeigen, dass die aus dem Anfangspunkt der 
Coordinaten beschriebene Kugel vom Halbmesser r die Fläche 


++ 


in den Kreispunkten berührt, wenn 


2n 2n 2n л: 
n—2 n—29 n—2 n—?2 
r = а + b +c 
ist; und dass der normale Krümmungsradius der Fläche in diesen Punk- 
r 
ten — ist. 
n—1 


Eine andere Richtung der Untersuchung kann auf die Be- 
stimmung des osculierenden Rotationsellipsoids ausgehen, welches 
irgend einem Punkte der Fläche entspricht; ein osculierendes Ro- 
tationsellipsoid unterliegt und entspricht gerade sechs Bedingungen 
(n + 1) (n +2 

2 
Bedingungen. Die Mittel dieser Untersuchung sind im Früheren 
enthalten. 

Für die Fläche 


а? 2 2 2 2 
G-)+&-1)=-5+1 : 
entspricht dem Schnittpunkte der Achse der z ein elliptisches 


Paraboloid, welches in seinemt Scheitel mit ihr eine Berührung 
dritter Ordnung hat. 


— allgemein fordert eine Berührung z'*" Ordnung 
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II. Kapitel. 


Gewundene Curven und abwickelbare Flüchen. 


I. Abschnitt. Projectivische Eigenschaften. 


54. Es ward bereits im ersten Bande dieses Werkes (Arti- 
kel 19, I) bewiesen, dass zwei Gleichungen zwischen den Raum- 
coordinaten eine Curve im Raume repräsentieren; so z. B. die 
Gleichungen 
U=0, 7=0 
die Durchschnittscurve der Oberflächen U und F. 

Die Ordnung einer Curve im Raume wird durch die Zahl von 
Punkten gemessen, in welchen sie von irgend einer Ebene geschnit- 
ten wird. Wenn U und У respective von den Graden m und n 
sind, so werden die von ihnen repräsentierten Flächen von einer 
beliebigen Ebene in Curven derselben Ordnungen geschnitten, welche 
mit einander mn Schnittpunkte bestimmen; die Curve UV ist so- 
mit von der mn'en Ordnung. 

Indem man nach einander je eine der Veränderlichen zwi- 
schen den zwei gegebenen Gleichungen eliminiert, erhält man 
drei Gleichungen 

ein, 2) = 0, v(z,2) = 0, xz (c, у) = 0, 
welche die Gleichungen der Projectionen der Curve auf die drei 
Coordinatenebenen sind. Jede einzelne der Gleichungen reprä- 
sentiert den Cylinder (Band I, Artikel 22), welcher durch die 
Curve geht und dessen Erzeugende derjenigen unter den Coordi- 
natenachsen parallel ist, welche nicht zu ihrer Ebene gehórt. Die 
Theorie der Elimination zeigt, dass die Gleichung ф (y, z) — 0, 


welche durch Elimination von a zwischen den gegebenen Gleich- 
Salmon, Anal, Geom. d. Raumes, II, 5 
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ungen erhalten wird, vom mn'® Grade ist. Es ist aber auch 
geometrisch evident, dass ein über einer Curve 2“ Ordnung stehen- 
der Kegel oder Cylinder *) vom z'* Grade ist; denn wenn wir 
irgend eine Ebene durch den Scheitel des Kegels oder parallel 
den Erzeugenden des Cylinders legen, so schneidet dieselbe den 
Kegel іп л Linien, nämlich den geraden Verbindungslinien des 
Scheitels mit den n Punkten, in welchen sie die Curve schneidet. 

55. Wenn umgekehrt eine Curve im Raume gegeben ist und 
durch Gleichungen repräsentiert werden soll, so haben wir nur 
die drei ebenen Curven durch solche auszudrücken, welche die 
Projectionen der Curve auf die drei Coordinatenebenen sind; dann 
repräsentieren irgend zwei dieser Gleichungen 


o (у, 2) = 0, + (2, а) = 0, у(х, y) = 0 

die gegebene Curve. Sie bilden jedoch gewöhnlich nicht das ein-- 
fachste System von Gleichungen, durch welches dieselbe ausdrück- 
bar ist; denn wenn r die Ordnung der Curve bezeichnet, so ist 
auch jeder der projicierenden Cylinder vom г! Grade und irgend 
zwei derselben durchschneiden sich daher in einer Curve von der 
Ordnung r?, d.h. nicht allein in der Curve r! Ordnung, welche sie 
bestimmen sollen, sondern ausserdem noch in einer fremden Curve 
von der Ordnung (r*—7). Und wenn wir ein System von Gleichungen 
verlangen, welches nicht nur für die Punkte der gegebenen Curve 
erfüllt ist, sondern auch alle ihr nicht. angehórigen Punkte aus- 
schliesst, so müssen wir das System der drei Projectionen fest- 
halten; denn die Projection der erwähnten fremden Curve, in 
welcher sich die beiden ersten projicierenden Cylinder unserer 
Curve schneiden, auf die dritte der Coordinatenebenen wird von 
der entsprechenden Projection der gegebeuen Curve verschieden 
sein. 

Es kann möglich sein, durch die Combination der Gleich- 
ungén der drei Projectionen zu zwei Gleichungen 

U= 0, = 0 

zu gelangen, welche durch die Punkte der Curve und durch keine 
anderen Punkte erfüllt werden; aber es ist nicht im Allgemeinen 
wahr, dass jede Curve im Raum der vollständige Durchschnitt 


*) Ein Cylinder ist offenbar der Grenzfall eines Kegels, dessen 
Spitze in unendlicher Entfernung gelegen ist, 
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zweier Oberflächen ist. Betrachten wir, um das einfachste Bei- 
spiel zu wählen, zwei Oberflächen zweiten Grades, welche eine 
gerade Linie gemein haben, z. E. zwei Kegel mit einer gemein- 
schaftlichen Erzeugenden. Der Durchschnitt dieser Flächen, der im 
Allgemeinen von der Aen Ordnung ist, muss aus dieser gemeinschaft- 
lichen geraden Linie und einer Curve dritter Ordnung bestehen. 
Und da die einzigen ganzen Factoren von 3 die Drei und die 
Eins sind, so kann eine Curve dritter Ordnung nur dann der voll- 
stándige Durchschnitt zweier Flüchen sein, wenn die eine von 
ihnen eine Ebene ist. Die von uns betrachtete Curve dritter Ord- 
nung kann dagegen keine ebene Curve*) sein, weil sonst eine in 
ihrer Ebene willkürlich gezogene gerade Linie sie in drei Punkten 
schneiden müsste, während doch eine solche jede der beiden 
Oberflächen nur in zwei Punkten schneiden, und somit auch mit 
ihrer Durchdringungscurve nicht drei Punkte gemein haben kann. 

56. Wenn eine Curve der vollständige oder theil- 
weise Durchschnitt zweier Flächen U, V ist, so ist die 
Tangente dieser Curve in irgend einem ihrer Punkte 
die Durchschnittslinie der Tangentenebenen beider 
Flächen in demselben Punkte und somit durch die Gleich- 
ungen 


au’ du’ dU’ du’ 
BETT TI ay 0 

av’ av’ ау" av’ 
tr 


repräsentiert. Die Richtungscosinus der Tangente sind offenbar 
den Grössen 


U, Uy SCH dëi Uz, UU, WE 0; Du, U, dÉi Ka U’ U, 
proportional, in welchen U,, /,, etc. die ersten Differentialcoef- 
ficienten vorstellen. 

Ein Ausnahmefall tritt ein, wenn die beiden Flächen sich 
berühren; in diesem Falle ist der Berührungspunkt ein Doppel- 


*) Curven im Raum, welche nicht zugleich ebene Curven sind, wer- 
den gewöhnlich als „Curven von doppelter Krümmung“ bezeichnet. Wir 
werden im Folgenden oft das Wort „Curve“ zur Bezeichnung einer 
Curve im Raum gebrauchen, welche im Allgemeinen’nicht eben ist; wir 
fügen etwa das Beiwort ,, gewunden* hinzu, wenn wir die Curve aus- 
drücklich als eine nicht ebene hervorzuheben wünschen. 


5* 
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punkt in der Durchdringungscurve, wie diess Alles im ersten Bande 
dieses Werkes (Artikel 128) auseinander gesetzt worden ist. 

Als ein specieller Fall des Vorigen ergiebt sich, dass die 
Projection der Tangente einer Curve die entsprechende 
Tangente ihrer Projection ist; wenn also die Curve als 
Durchschnitt der Cylinder 

y = Фф (2), = = Ф (2) 
gegeben ist, so sind die Gleichungen der Tangente 


у — y = 2 (2— 2) = — а= = = (z — z’). 
Man kann das Nämliche auch aussprechen wie folgt: Be- 
trachten wir irgend ein Element der Curve ds, welches auf die 
Coordinatenachsen in dz, dy, dz projieiert ist, so sind die Rich- 


tungscosinus des Elements 


dx dy аг 
ds' ds' ds 
und die Gleichungen der Tangente 
х—& y—y _ 2—1 
ГАА E 22 
аз ds ds 


Da die Summe der Quadrate der drei Cosinus der Einheit 

gleich ist, so hat man 
ds? == da? + dy? + аг. 

Indem wir die Theorie der Normalen, der Krümmungsradien, 
etc., überhaupt Alles das, was die Betrachtung von metrischen 
Verhältnissen, insbesondere von Winkeln einschliesst, einem spä- 
teren Abschnitt vorbehalten, betrachten wir in dem gegenwärtigen 
nur diejenigen Eigenschaften der Curven, welche als die descrip- 
tiven oder die projectivischen Eigenschaften derselben 
bezeichnet werden können, d. i. diejenigen, welche sich auf die 
Punkte, Tangenten, Osculationsebenen, die allgemeinen Singulari- 
täten, die Bestimmungsstücke und deren Relationen mit den übrigen 
und die Classification der Curven beziehen. 

57. Die Theorie der Curven ist zu einem grossen Theile 
mit der Theorie der developpablen Flächen identisch, und 
es ist deshalb nothwendig für sie, zugleich in diese letztere Theorie 
weiter einzugehen. Im Artikel 119 des ersten Bandes ist gezeigt 
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worden, dass einer Reihe von Punkten, welche eine Curve bilden, 
nach dem Gesetze der Reciprocitit eine Reihe von Ebenen ent- 
spricht, welche eine abwickelbare Fläche umhüllen. 

Die Punkte der Curve, als ein System von Punkten 1, 2, 3, 
etc. betrachtet, geben einem System gerader Linien, nämlich den 
Linien 12, 23, 34, ete., den Ursprung, deren jede einen Punkt 
der Curve mit dem nächstfolgenden derselben verbindet und 
welche daher die Tangenten der Curve sind; die Punkte der 
Curve bestimmen auch ein System von Ebenen, nämlich die 
Ebenen 123, 234, etc., deren jede drei auf einander folgende 
Punkte des Systems enthält und welche daher die osculierenden 
(oder Schmiegungs-) Ebenen der Curve sind. 

Von der Gesammtheit der geraden Linien des Systems wird 
eine Fläche gebildet, deren Gleichung gefunden werden kann aus 
der gegebenen Gleichung der Curve. Denn die beiden Gleich- 
ungen der Tangente der Curve enthalten die drei Coordinaten 
a", y, т des Berührungspunktes, welche als selbst durch zwei 
Relationen verbunden auf einen einzigen Parameter reducierbar 
sind; durch die Elimination dieses Parameters aus den beiden 
Gleichungen der Tangente erhált man die Gleichung der abwickel- 
baren Flüche. 

In anderen Worten, man muss zwischen den zwei Gleich- 
ungen der Tangente und denen der Curve die Grössen a, у, z 
eliminieren, um die Gleichung der abwickelbaren Tangen- 
tenfläche zu erhalten. 

Wir haben a. a. O. gesagt, dass die durch die Tangenten 
erzeugte Fläche eine ab wickelbare Fläche sei, weil jede zwei auf 
einander folgende Lagen der erzeugenden Linie sich durchschnei- 
den. Der Name, durch welchen diese Art von Flächen bezeich- 
net wird, ist von der Eigenschaft abgeleitet, nach welcher sie 
ohne Uebereinanderlagerung oder Zerreissung ungefaltet in eine 
Ebene ausgebreitet werden können. Denken wir eine Reihe von 
Linien Aa, Bb, Cc, Dd, etc. (für den Augenblick in endlichen 
Entfernungen. von einander), deren jede die darauf folgende, in 
den Punkten а, b, c, etc. respective durchschneidet, und be- 
trachten wir die Vereinigung der Flächenstreifen daB, BbC, Сер, 
etc. als eine Fläche, so ist es offenbar, dass eine solche Fläche 
in eine Ebene entwickelt werden kann; denn man vollzieht diess, 
indem man die Fläche daB um aB als feste Achse dreht, bis sie 
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eine Fortsetzung von BbC bildet; indem man darauf die biden 
nun in einer Ebene vereinigten Elemente um cC dreht, bis sie 
in die Verlängerung des nächsten Flüchenstreifens fallen, u.s. w. 
Wenn in der Grenze die Linien Aa, Bb, etc. einander unendlich 
nahe sind, so bildet ihre Vereinigung eine developpable Fliche, 
welche also nach den eben gemachten Ueberlegungen in eine 
Ebene ausgebreitet werden kann. 

Diejenigen Beispiele von abwickelbaren Flächen, mit denen 
der Leser am meisten vertraut ist, nämlich der Kegel und der 
Cylinder, dienen auch am einfachsten zur Erläuterung dieser Ver- 
hältnisse. Es ist ohne Schwierigkeit, ein Blatt Papier in die Form 
irgend einer solchen Oberfläche zu falten und es dann wieder in 
eine Ebene auszubreiten. Aber man sieht leicht, dass es unmög- 
lich ist, ein Blatt Papier in die Form einer Kugellläche, als einer 
nicht abwickelbaren Fläche, zu bringen oder umgekehrt, die bei- 
den Theile einer zerschniltenen Kugellläche in eine Ebene flach 
auszubreiten. g 

58. Die zwei auf einander folgende erzeugende Linien ent- 
haltende Ebene 4aB ist offenbar beim Grenzübergang zu unend- 
lich naher Nachbarschaft eine Tangentenebene der abwickel- 
baren Fläche. Wir können die Fläche selbst als durch die 
Bewegung der Ebene AaB nach einem gewissen Gesetze erzeugt 
denken, in der Art nàmlich, dass die Enveloppe dieser Ebene iu 
allen ihren Lagen die abwickelbare Fläche ist. Wenn wir die 
abwickelbare Fläche als durch die Tangenten einer rüumlichen 
Curve erzeugt denken, so sind offenbar die Gleichungen der Tan- 
gente iu. einem Punkt (а, у, z') Functionen dieser Coordinaten, 
und die Gleichung der Ebene, welche eine Tangente und die auf 
sie nächstfolgende enthält, mit anderen Worten die Gleichung der 
Osculationsebene im Punkte (а, y’, 2’) ist auch eine Function die- 
ser Coordinaten. Weil aber а”, у, z durch zwei Relationen, näm- 
lich die Gleichungen der Curve, verbunden sind, so kónnen wir 
irgend zwei derselben eliminieren und gelangen so zu dem Er- 
gebniss, dass eine abwickelbare Fläche die Enveloppe 
einer Ebene ist, deren Gleichung einen einzigen ver- 
änderlichen Parameter enthält. 

Um diese Ausdrucksweise vollständiger zu verdeutlichen, wol- 
len wir eine wichtige Differenz näher entwickeln, welche zwischen 
den beiden Fällen stattfindet, wenn eine ebene Curve als die 
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Enveloppe einer beweglichen geraden Linie, und wenn 
eine Fläche im Allgemeinen als die Enveloppe einer 
beweglichen Ebene betrachtet wird. 

59. Die Gleichung der Tangente einer ebenen Curve ist eine 
Function der Coordinaten des Berührungspunktes; und da diese 
beiden Coordinaten durch die Gleichung der Curve verbunden 
sind, so kónnen wir entweder eine von ihnen eliminieren, oder 
auch beide in Gliedern einer dritten Veränderlichen ausdrücken, 
so dass wir die Gleichung der Tangente als Function eines ein- 
zigen veränderlichen Parameters erhalten. Das umgekehrte Pro- 
blem, die Enveloppe einer geraden Linie zu bestimmen, deren 
Gleichung einen veränderlichen Parameter einschliesst, wird durch 
folgende Betrachtungen gelöst. 

Wenn u == 0 die Gleichung einer geradlinigen Tangente 
bezeichnet, so ist w in Bezug auf ж und y vom ersten Grade 
und die Constanten sind Funetionen eines Parameters с. Dann 
entspricht dem Werthe des Parameters (о + A) die gerade Linie 

TUE Жык a 
de 1 йа 1.9 
und der Durchschnittspunkt beider Geraden ist durch die Gleichungen 

du h du 
p Ardet ou Е its 

bestimmt. Beim Uebergang zur Grenze ist daher der Durch- 
schnittspunkt einer Geraden mit der ihr nächst benachbarten, 
oder in anderen Worten der Berührungspunkt derselben mit der 
Enveloppe durch die Gleichungen 


+ ete. = 0, 


du 
u = 0, da == 0 


gegeben. Und wenn man aus diesen beiden Gleichungen die 
Grösse « eliminiert, so erhält man die Gleichung für den Ort 
der Durchschnittspunkte der geraden Linien des Systems mit den 
jedesmaligen nächstfolgenden, d. h. die Gleichung der Enveloppe 
aller geraden Linien des Systems. Man beweist leicht, dass das 
Resultat dieser Elimination eine Curve repräsentiert, für welche 
и == (0 eine Tangente ist; denn wenn in и der Parameter e durch 
seinen Werth in Function von c und y ersetzt wird, wie er aus 


der Gleichung E: == ( hervorgeht, so haben wir 
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аи аи du 
252 32 
und 
br 51 =) " du da 
dy Хау de dy' 
du duX 4. ? 
wo 25, (2) die unter der Voraussetzung eines constanten с 


gebildeten Differentiale von и sind ` und wegen E: == ( ist dann 


d e 
offenbar, dass Zar = von den unter Voraussetzung eines con- 


stanten e gebildeten Differentialen nicht verschieden sind. Daraus 
folgt aber, dass die fragliche Resultante eine von и == 0 berührte 
Curve bezeichnet. 

Wenn verlangt wäre, von einem beliebigen Punkte aus eine 
Tangente dieser Curve zu ziehen, so haben wir nur die Coordi- 
naten dieses Punktes in die Gleichung и == 0 einzusetzen, und 
« so zu bestimmen, dass es der entstehenden Bedingungsgleichung 
genügt. Diese Aufgabe hat eine bestimmte Zahl von Auflösungen, 
welche offenbar die Zahl der Tangenten bestimmt, die von einem 
beliebigen Punkte an die Curve gezogen werden können, d. h. 
die Klasse der Curve. So ist z. B. die Enveloppe der gera- 
den Linie 

ac? + 3b«? + 3ce + d = 0, 
in welcher Gleichung a, b, c, d lineare Functionen der Coordi- 
naten sind, eine Curve der dritten Klasse. 

60. In derselben Art wollen wir nun mit einer Fläche ver- 
fahren. 

Die Gleichung der Tangentenebene einer Fläche ist eine 
Function der drei Coordinaten und enthält somit in ihrer ein- 
fachsten Form, weil jene durch eine einzige Relation, nämlich 
die Gleichung der Fläche selbst verbunden sind, zwei veränder- 
liche Parameter. 

Das umgekehrte Problem verlangt die Bestimmung der En- 
veloppe einer Ebene, deren Gleichung и == 0 zwei veränderliche 
Parameter «, 8 enthält. Die Gleichung einer anderen Ebene, die 
den Parameterwerthen (« + A), (8 + К) entspricht, ist sodann 


«(2 ha 5) +15 ^ Done) — о. 
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Beim Uebergang zur Grenze bewahren ^ und Ж, obzwar un- 
endlich klein werdend, ein endliches Verhältniss zu einander 
к == АҺ. Wir sehen also, dass der Durchschnitt irgend einer 
Ebene mit einer darauf folgenden nicht eine bestimmte gerade 
Linie ist, sondern irgend eine der durch die Gleichungen 
du du 
als in welchen 4 einen unbestimmten Werth hat, ausgedrückten 
Linien. 

Wir sehen auch, dass alle auf и = 0 folgenden Ebenen durch 
denjenigen Punkt gehen, den die coexistierenden Gleichungen 


di IE du __ 


uc 0, 


0, 


bestimmen. 

Wir kónnen zwischen diesen drei Gleichungen die Parameter 
«, B eliminieren und finden so den Ausdruck des Ortes, welchem 
alle die Punkte angehóren, in welchen eine Ebene des Systems 
durch die Reihe der darauf folgenden Ebenen geschnitten wird. 
Es wird genau wie im letzten Artikel bewiesen, dass die durch 
jene Resultante dargestellte Fläche von u — 0 berührt ist. Wird so- 
dann verlangt, eine Tangentenebene zu dieser Fläche durch irgend 
einen Punkt zu legen, so haben wir nur die Coordinaten dieses 
Punktes in die Gleichung и == 0 zu substituieren und erkennen, 
dass die entspringende Gleichung, weil sie zwei unbestimmte с, В 
enthält, auf unendlich viele Arten erfüllt werden kann; oder dass, 
wie wir wissen, durch einen gegebenen Punkt unendlich viele 
Tangentenebenen an eine Fläche gelegt werden können, welche 
alle einen Kegel umhüllen. 


Setzen wir hingegen f als constant oder als eine bestimmte 
Function von e voraus, so enthält die Gleichung der Tangenten- 
ebene in ihrer einfachsten Form nur einen unbestimmten Para- 
meter, und die Enveloppe der besonderen Tangentenebenen, welche 
der angenommenen Bedingung genügen, ist eine abwickelbare 
Fläche. 

Auf demselben Wege erkennen wir sehr deutlich die Analogie 
zwischen einer abwickelbaren Fläche und einer gewun- 
denen Gurve. Wenn eine Fläche als Ort einer Zahl von Punkten 
betrachtet wird, welche durch eine gegebene Relation verbunden 


http://rcin.org.pl 


EE 2 


sind, so erhalten wir durch Hinzufügung einer zweiten die Punkte 
verbindenden Relation eine auf der gegebenen Flüche verzeich- 
nete Curve. Und wenn wir eine Fläche als Enveloppe einer Reihe 
von Ebenen betrachten, welche durch eine einzige Relation ver- 
bunden sind, so erhalten wir durch Hinzufügung einer zweiten 
die Ebenen verbindenden Relation eine abwickelbare Fläche, die 
die gegebene Fläche umhüllt. 

Diese zweite Bedingung kann darin bestehen, dass Ше be- 
wegliche Ebene zugleich auch eine zweite feste Fläche stets be- 
rühren soll. 

Dass man dann an Stelle der beiden Flächen zwei ebene 
Curven — Directrixen, Querschnitte der abwickelbaren Fläche — 
setzen kann, leuchtet ein; durch jede Tangente der einen Curve 
ist die Lage der sie enthaltenden Ebenen bestimmt, die zugleich 
eine Tangente der anderen Curve enthalten. Das Problem der 
Beleuchtung einer Oberfläche durch eine andere in der darstel- 
lenden Geometrie veranschaulicht diese Entstehung; die gemein- 
schaftlich umgeschriebene Abwickelungslläche bestimmt die Cur- 
ven auf der beleuchteten Fläche, welche die Regionen der vollen 
Beleuchtung, des Halbschattens und des Vollschattens von einan- 
der trennen. 

61. Sehen wir nun, welche Eigenschaften abwickelbarer 
Flächen aus ihrer Betrachtung als Enveloppen von Ebenen abge- 
leitet werden können, deren Gleichungen einen einzigen verän- 
derlichen Parameter enthalten. 

Es erhellt zuerst, dass durch einen beliebig gewählten Punkt 
nicht wie vorher eine Unendlichkeit von Ebenen des Systems hin- 
durchgehen, sondern nur eine bestimmte Zahl solcher Ebenen. 
So ist es für die Enveloppe von 

ad? + 3b? + 8с« + d = 0, 
wo a, b, c, d Ebenen bestimmen, offenbar, dass nur je drei 
Ebenen des Systems durch einen gegebenen Punkt gehen, weil 
die Substitution der Coordinaten dieses Punktes in die Gleichung 
zur Bestimmung von e eine cubische Gleichung liefert. Ferner 
wird jede Ebene des Systems von der nàchslbenachbarten in einer 
bestimmten geraden Linie geschnitten, nämlich in der durch 


du 
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bestimmten; wenn wir œ zwischen diesen beiden Gleichungen eli- 
minieren, so erhalten wir die von allen solchen Durchschnitts- 
linien erzeugte Fläche, welche die verlangte Abwickelungsfläche ist. 

Es wird endlich wie im Artikel 59 bewiesen, dass die Ebene 


u == 0 die abwickelbare Fläche in jedem den Gleichungen 
du 
и = 0, a SÉ 


genügenden Punkte berührt, d. h. làngs der ganzen и entspre- 
chenden geraden Linie des Systems. Im ersten Bande dieses 
Werkes Artikel 107 ward bewiesen, dass im Allgemeinen, wenn 
eine Fläche eine gerade Linie enthält, die Tangentenebene in 
jedem anderen Punkte der geraden Linie eine andere ist. In 
dem Falle der abwickelbaren Flächen ist hingegen die Tangenten- 
ebene in allen Punkten einer ihrer Geraden dieselbe. Ist x der 
Ausdruck der Ebene, welche längs der Linie æy die Fläche be- 
rührt, so kann ihre Gleichung in die Form 
ар + vi = 0 

gebracht werden.*) (Siehe Artikel 107 des ersten Bandes.) 

62. Betrachten wir nun drei auf einander folgende Ebenen 
des Systems, so ist, wie vorher gewiss, dass ihr Durchschnitts- 
punkt den Gleichungen 

du d?u 
weh, a 0 P» Дз 


*) Es erscheint unnöthig, des Weiteren auf die "Theorie der Enve- 
loppen im Allgemeinen einzugehen, weil das im Text Gesagte gleich- 
mäüssig gilt, wenn и, anstatt eine Ebene zu repräsentieren, eine Fläche 
darstellt, deren Gleichung einen veränderlichen Parameter einschliesst. 
Monge hat die Curve « = 0, а == 0, іп welcher irgend eine Fläche 
des Systems durch die nächstfolgende durchschnitten wird, die Charac- 
teristik der Enveloppe genannt. Denn die Natur dieser Curve hängt 
nur von der Art ab, in welcher die Veränderlichen г, y, z in die Func- 
tion и eingehen, nicht aber von der Art der Abhüngigkeit, in welcher 
die Constanten zum Parameter stehen. Wenn also w eine Ebene re- 
präsentiert, so ist die Characteristik stets eine gerade Linie und die 
Enveloppe ist der Ort eines Systems von geraden Linien. Wenn и eine 
Kugel darstellt, so ist die Characteristik als Durchschnitt zweier auf 
einander folgender Kugeln ein Kreis und die Enveloppe ist der Ort 
eines Systems von Kreisen, Enveloppen können also allgemein in Fa- 
milien eingetheilt werden, je nach der Natur der Characteristik, 
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zugleich genügt. Für jeden Werth von « wird so der Punkt be- 
stimmt, in welchem eine gerade Linie des Systems von der nächst- 
folgenden geschnitten wird; der Ausdruck des Ortes dieser Punkte 
wird erhalten, indem man « zwischen diesen Gleichungen elimi- 
niert. Wir erhalten so zwei Gleichungen in x, y, z, deren eine 
die Gleichung der abwickelbaren Fläche ist. Durch beide Gleich- 
ungen wird eine auf der abwickelbaren Fläche verzeichnete Curve 
repräsentiert, und man sieht so, dass man von der Definition 
einer abwickelbaren Fläche als der Enveloppe einer beweglichen 
Ebene unmittelbar zu ihrer Erzeugung als Ort der Tangenten 
einer Curve übergeführt wird, denn die auf einander folgenden 
Durchschnitte der Ebenen bilden eine Reihe von geraden Linien 
und die Durchschnitte der auf einander folgenden Linien eine 
Reihe von Punkten, welche eine Curve bestimmen, deren Tan- 
genten jene Linien sind. Wir werden zeigen, dass diese Curve 
eine Cuspidal- oder Rückkehrkante*) der Fläche ist. 


63. Vier auf einander folgende Ebenen des Systems schnei- 
den sich nur dann in einem Punkt, wenn die vier Bedingungs- 
gleichungen 

du du аи 


ис== @; Së, jo? ves e m == 0 


gleichzeitig erfüllt sind. Es ist im Allgemeinen möglich, gewisse 
Werthe von e zu finden, welche ihnen entsprechen. Denn wenn 
wir x, y, z eliminieren, so erhalten wir die Bedingung, unter 
welcher die vier Ebenen, deren Gleichungen so eben geschrieben 
worden sind, sich in einem Punkte schneiden; diese Bedingung 
ist eine Function von e, und indem man sie mit Null vergleicht, 


*) Monge hat sie die ,,aréte de rebroussement' der abwickelbaren 
Flüche genannt. Es existiert in jeder Enveloppe eine ühnliche Curve, 
nümlich der Ort der Punkte, in welchen jede Characteristik von der 
ihr nüchst benachbarten geschnitten wird. Der auf der einen Seite 
dieser Curve liegende Theil der Charaeteristik erzeugt den einen Man- 
tel der Enveloppe, der auf der anderen Seite liegende den anderen 
Mantel. Beide Mäntel berühren sich lüngs dieser Curve, welche ihre 
gemeinschaftliche Grenze ist und eine Cuspidalkante der Enveloppe 
heissen muss. So bilden in dem sehr einfachen Falle eines Kegels die 
erzeugenden Linien auf entgegengesetzten Seiten des Scheitels ent- 
gegengesetzte Müntel des Kegels und die Cuspidalkante erscheint auf 
den einzigen Punkt des Scheitels reduciert, 
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erhält man im Allgemeinen eine bestimmte Zahl von Werthen 
von с, für welche die Bedingung erfüllt ist. Es giebt somit im 
Allgemeinen eine gewisse Zahl von Punkten des Systems, durch 
welche je vier Ebenen des Systems hindurch gehen; oder mit 
anderen Worten, eine gewisse Zahl von Punkten, in deren jedem 
drei auf einander folgende Linien des Systems sich durchschnei- 
den. Wir werden dieselben, wie in der Theorie der hóheren 
ebenen Curven geschieht, die stationären Punkte des Systems 
nennen, weil in dem besprochenen Falle der als Durchschnitt 
zweier auf einander folgender Linien bestimmte Punkt mit dem 
als Durchschnitt des nächstfolgenden Paares von Linien bestimm- 
ten Punkt zusammen ГаШ. 


Es entspricht dem Vorigen nach dem Gesetze der Reciprocität, 
dass es im Allgemeinen eine gewisse Anzahl von Ebenen des Systems 
giebt, welche stationäre Ebenen genannt werden dürfen, als 
Ebenen, welche vier auf einander folgende Punkte des Systems 
enthalten, und für welche also zwei auf einander folgende Ebe- 
nen, wie 123, 234 zusammen fallen;*) man nennt sie auch die 
Wendungsberührebenen der Curve. 


64. Wir zeigen nun, wie nach Plücker's die gewöhnlichen 
Singularitäten der ebenen Curven verbindenden Gleichungen **) 


*) Man vergleiche die klare und elegante Darstellung der Grund- 
lagen einer allgemeinen Theorie der gewundenen Curven als Punkt- 
reihen nach dem System der tetraedrischen Plancoordinaten in dem 
Werke von Möbius- „Der barycentrische Calcul“, 1827. (p. 114—124.) 


**) Diese Gleichungen sind die folgenden: Ist ш die Ordnung einer 
Curve, v ihre Klasse, д die Zahl ihrer Doppelpunkte, т die ihrer Dop- 
peltangenten, х die Zahl ihrer Cuspidal- oder Rückkehrpunkte, ı die 
ihrer Inflexionspunkte, so ist 


v = uw—1)— 20 — 34; u = v»(v—1)—2«— 31; 
t = Bu (u— 2) —60 — 8x; x = Зу (»—2) — 6r — 8i. 
Also auch 
иж == 3(v—u), 2 (1—0) = wu) w + u— 9). 
Oder statt der Letzteren die Plücker’schen Gleichungen 
т = $u (0—2) (u*—9) — (28 + 3x) {u (n —1) — 6) 
+ 28 (8—1) + {х (x—1) 4- 68%, 
д = $v (y—2) (9—9) — (2v + 3) {v @—1)— 6} 
+ ёт (2—1) + $« (1— 1) + 6i. 
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Cayley*) Gleichungen abgeleitet hat, welche zwischen den 
Zahlen der gewóhnlichen Singularitàten der abwickel- 
baren Flüchen bestehen. 

Wir zählen zuerst diese Singularitäten auf. Wir sprechen 
von „Punkten des Systems“, von „Linien des Systems“ und von 
„Ebenen des Systems“ in dem Sinne, welcher im Artikel 119 
des ersten Bandes gegeben ist, 

Sei m die Anzahl der Punkte des Systems, welche in irgend 
einer Ebene liegen, oder in anderen Worten, die Ordnung des 
Systems und der Curve, welche die abwickelbare Fläche erzeugt. 

Sei n die Zahl der Ebenen des Systems, welche durch einen 
beliebigen Punkt gelegt sind, eine Zahl, von welcher im Artikel 
61 bewiesen ist, dass sie bestimmt sein muss; wir werden diese 
Zahl die Klasse des Systems nennen. 

Sei ferner r die Anzahl von Linien des Systems, welche eine 
willkürlich gewählte gerade Linie schneiden. Wenn wir die Be- 
dingung bilden, unter welcher die Gerade des Systems 

du 


um, Z0 Ы 


und irgend eine angenommene gerade Linie sich schneiden, so 
ist das Resultat eine Function von «, welche mit Null verglichen, 
eine bestimmte Zahl von Werthen des e liefert, die jener Be- 
dingung entsprechen. Die Zahl der Auflósungen dieser Gleichung 
ist r. Wir werden sie als den Rang des Systems bezeichnen 
und es wird sich ergeben, dass alle anderen Singularitäten des 
Systems sich vermittelst der drei eben aufgezählten Charaktere 
bestimmen lassen. 

Sei « die Zahl der stationären Ebenen und ß die Zahl 
der stationären Punkte. (Artikel 63.) ' 

Zwei nicht auf einander folgende Linien des Systems kónnen 
sich durchschneiden; wenn diess geschieht, so soll der Schnitt- 
punkt als ein ,, Punkt in zwei Linien* und die Ebene dieser 
Linien als eine „Ebene durch zwei Linien“ bezeichnet wer- 
den. Sei x die Zahl der „Punkte in zwei Linien“, welche in 
einer gegebenen Ebene liegen und y die Zahl der , Ebenen durch 
zwei Linien*, welche durch einen gegebenen Punkt gehen. 

In derselben Art wollen wir die Verbindungslinie irgend zweier 


*) Siehe ,, Liouville's Journal“, Vol. X, p. 245; „Cambridge and 
Dublin Mathematical Journal“, Vol. V, p. 18. 
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Punkte des Systems eine , Linie durch zwei Punkte* und 
den Durchschnitt irgend zweier Ebenen des Systems eine „Linie 
in zwei Ebenen* nennen. Sei g die Zahl der „Linien in 
zwei Ebenen“, welchein einer gegebenen Ebene liegen 
und А die Zahl der „Linien durch zwei Punkte“, welche 
durch einen gegebenen Punkt gehen. 

Die abwickelbaren Flächen besitzen andere Singularitäten, 
welche in einem folgenden Kapitel bestimmt werden sollen, aber 
es sind die aufgezählten, welche Plücker’s Gleichungen zu be- 
stimmen erlauben. 

65. Betrachten wir nun den Durchschnitt der abwickel- 
baren Fläche mit irgend einer Ebene. Es ist offenbar, 
dass die Punkte der Durchdringungscurve die Spuren oder Durch- 
gangspunkte der „Linien des Systems“ in ihrer Ebene und die 
Taugenten der Schnittcurve die Spuren der „Ebenen des Systems“ 
in derselben sind. Die Ordnung des Schnittes ist daher r, weil 
sie die Zahl der Punkte bezeichnet, welche eine willkürliche Ge- 
rade in der Ebene des Schnittes mit demselben bestimmt, und 
solche Punkte alle diejenigen sind, in denen die gegebene Gerade 
eine „Linie des Systems“ schneidet. 

Die Klasse der Schnitteurve ist offenbar durch a bezeichnet; 
denn die Zahl der durch einen willkürlichen Punkt ihrer Ebene 
gehenden Tangenten der Schnitcurve ist nothwendig dieselbe, 
wie die Zahl der , Ebenen des Systems“, welche denselben Punkt 
enthalten. Ein Doppelpunkt derSchnittcurve entspringt über- 
all da, wo zwei Linien des Systems die Schniltebene in demselben 
Punkte schneiden; die Zahl solcher Punkte ist nach den vorigen 
Bestimmungen a. Die Tangenten der Schnitteurve in einem sol- 
chen Doppelpunkt sind im Allgemeinen verschieden; sie sind es 
so lange, als die zwei Ebenen des Systems, welche den beiden 
sich in ihm schneidenden Linien des Systems correspondieren, 
selbst verschieden sind. 

Die Zahl der Doppeltangenten der Schnitteurve ist in 
gleicher Weise у, weil eine Doppeltangente überall da entsteht, 
wo zwei Ebenen des Systems die Schnittebene in derselben ge- 
raden Linie schneiden. 

Die m Punkte des Systems, welche der Schnittebene ange- 
hóren, sind Cuspidalpunkte der Schnittcurve. Denn sie sind 
Doppelpunkte, weil jeder von ihnen der Durchschnitt zweier „Linien 
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des Systems‘ ist, und die Tangentenebenen in diesen Punkten 
fallen zusammen, weil die zwei auf einander folgenden Linien, 
die sich in einem der Punkte m durchschneiden, in derseiben 
Ebene des Systems liegen. Diess beweist, was früher schon aus- 
gesprochen ist, dass die Curve, deren Tangenten die abwickelbare 
Fläche erzeugen, eine Cuspidal- oder Rückkehrkante dieser Letz- 
. teren ist; denn jede Ebene schneidet die Fläche in einer Curve, 

welche die Punkte zu Cuspidal- oder Rückkehrpunkten hat, in 
denen ihre Ebene jene Curve schneidet. 

Wir erhalten endlich einen Inflexionspunkt oder eine 
stationäre Tangente überall da, wo zwei auf einander fol- 
gende Ebenen des Systems zusammen fallen; die Zahl der Infle- 
xionspunkte ist daher c. 

. Wir haben daher in die Plücker'schen Gleichungen der 

Note zu Artikel 64 die folgenden Substitutionen zu machen: 
=, oen cg gU 30, «X. t EI 

und erhalten somit 

n = г (0—1) —– 20 — т; r= n (п—1) — 2g — 3%; 

«= 3r(r—2) — 6x — Sm; m= 3n n—2) — 67 — 89; 

oder auch 


m—a=3(r—n) ; 2(æ—g) = (r—n) (r + n—g); 


g = $ r (r—2) (0—9) — (22 + 3m) {r(r—1)— 6} +28 (2—1) 
+ $m (m—1) + бат, 

== }п (n—1) (n?—9) — (29 + 39) [n(n—1)—6) +29 (0—1) 
+ $«(«—1)-r 6ga. 

66. Ein anderes System von Gleichungen wird gefunden, in- 
dem man den Kegel betrachtet, dessen Scheitel ein will- 
kürlich gewählter Punkt ist und der über der gege- 
benen Curve steht, oder dieselbe zur Leitcurve hat. Man 
erkennt sofort aus der Betrachtung eines beliebigen ebenen Schnit- 
tes eines solchen Kegels, dass die nämlichen Gleichungen die 
Zahlen der Doppelkanten, Doppeltangentenebenen etc. de” Kegel 
verbinden, welche zwischen den Zahlen der Doppelpunkte, Dop- 
peltangenten etc. der ebenen Curven stattfinden. 

Die Kanten des Kegels, welchen wir jetzt betrachten, sind 
die geraden Verbindungslinien seines Scheitels mit allen Punkten 
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des Systems, und die Tangentenebenen des Kegels sind die von 
den „Linien des Systems“ mit demselben bestimmten Ebenen; 
denn die Ebene, welche zwei auf einander folgende Kanten des 
Kegels enthält, geht nothwendig durch zwei auf einander folgende 
„Punkte des Systems“. 

Die Ordnung des Kegels ist die nämliche, wie der Grad der 
Curve und ist daher — m. 

Die Klasse des Kegels ist die Zahl der Tangentenebenen, 
welche durch eine beliebige den Scheitel enthaltende Gerade an 
den Kegel gelegt werden können; da aber jede Tangentenebene 
eine „Linie des Systems“ enthält, so existieren ebenso viele Tan- 
gentenebenen unseres Kegels durch die gedachte willkürliche Ge- 
rade, als es „Linien des Systems“ giebt, welche dieselbe schnei- 
den. Die gesuchte Zahl derselben ist daher r.*) 

Eine Doppelkante des Kegels entsteht, wenn dieselbe Kante 
durch zwei Punkte des Systems geht, oder es ist ð — A. Die 
Tangentenebenen längs dieser Kante sind die Ebenen, welche der 
Scheitel des Kegels mit den „Linien des Systems“ bestimmt, 
welche jedem dieser Punkte entsprechen. 

Eine Doppeltangentenebene des Kegels entsteht, wenn 
dieselbe Ebene durch den Scheitel zwei „Linien des Systems“ ent- 
hält, oder т = y. Eine stationäre oder eine Cuspidalkante des 
Kegels entspringt aus der Existenz eines stationären Punktes im 
System, d. i. х = f. 

Endlich existiert eine stationáre Tangentenebene, wenn 
eine Ebene, welche zwei auf einander folgende Linien des Systems 
enthält, durch den Scheitel des Kegels geht, d. i. ; = n. 

Wir haben also 


warn VITIA ven кетр, go mmn 


und erhalten somit aus den Plücker'schen Formeln die Gleich- 
ungen 


*) Man erkennt leicht, dass die Klasse dieses Kegels die nämliche 
ist, wie die Ordnung der abwickelbaren Flüche, welche den Punkten des 
gegebenen Systems nach dem Gesetz der Reciprocitüt entspricht. Die 
Ordnung derdurch die Tangenten einer Curveerzeugten ab- 
wickelbaren Flüche ist somit dieselbe, wiedie Ordnung der 
abwickelbaren Flüche, welche die Reciproke der Punkte 
der Curve ist. (Siehe Note des Artikel 161 im ersten Bande.) 

Salmon, Anal, Geom, d. Raumes II. 6 
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r= mí(m—1í1)—2^— 38; m = r (r—1)— 2y — 3n; 
n = 3m (m—2) — 6h — 86; В = 3r (r— 9) — 6y — 8л; 
also auch 
(п— В) = 3 (r—m) und 2(y—h) = (r—m) (r + m — 9); 
und 
y = 4 т (и —2) (n —9) — (2h + 3B) (m (m—1) — 6) 
+ 2h (h—1) + #8 (8—1) + 648; 
h = $r (r — 2) (r? — 9) — (2y + 35 {r (r — 1) — 6) 
+ 2y (y —1) + $n (n — 1) + Gun, 
Die Vergleichung dieser Formeln mit den entsprechenden des 
vorigen Artikels zeigt dasEntsprechen der beiden Reihen von Grössen 
nog пе А Вл ат 
В Ч Nu En. E LEE UH 
und man darf, da dasselbe Ordnung und Klasse, ,, Linien in zwei 
Ebenen“ in einer Ebene und „Linien durch zwei Punkte“ aus 
einem Punkt, stationäre Ebenen und stationäre Punkte, „Punkte 
in zwei Linien“ in einer Ebene und „Ebenen durch zwei Linien‘ 
aus einem Punkte gegen einander setzt, diess Entsprechen als ein 
reciprokes bezeichnen. 

Und indem man diese Gleichungen mit den im letzten Arti- 
kel gefundenen combinirt, erh ülfman noch 

a — В = 2 (n—m); x — у = n— т; 
2 (g—h) = (n — m) (n + m — 7). 

Plücker's Gleichungen erlauben uns, wenn drei der Sin- 
gularitäten einer ebenen Curve gegeben sind, alle übrigen zu be- 
stimmen, Nun sind die Grössen r, m, n den Gleichungen dieses 
und des letzten Artikels gemeinsam. Wenn also irgend drei 
der aufgezählten Singularitäten einer Curve im Raume 
gegeben sind, so können die übrigen gefunden werden, 

So findet man zur Bestimmung aus m, B und л, welche Letz- 
tere man innerbalb der gehörigen Grenzen wählt, 

m (m—1) — (2^ + 38); n = 3m (n —2) — (6^ + SP); 
2m (3m — 7) — 3 (4^ + 58); 
jm (8m — 7) (m —5m — 7) + 4 (6% + 88) (62482-1) 
3m (m —2) (6^ + 8B) + 19% — 246; 
== jm (n—1) (пт 4) + 424 + 36) (2A + 38 + 1) 
— m (n— 1) (2^ + 38) + 3^ + 4f; 
y = фт (m—2) (n —9) — (2h + 38) {m (m—1) — 6} 
+ 2л (0—1) + 38 (8—1) + 658. 


r 
« 


КЕЯ 
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Man findet für m == 2 sofort 
т=з у, Am: Een 
einen Kegelschnitt und seine Ebene; für m — 3 


Bes, bet, r—4, п= 8, 91, «= 8 =y =v; 


für m == 4 scheint zulässig 
hz e AN 0; 
һ = 3, В = 0; 
dp. A B = 1 


und finden sich die Werthe 


ACEN 06, 5i. п.== 12, 0, 4. gt ЕА: 
C$ 10,060,952; == 10; £, E; .g; 22.88; 0, 2 respective. 

Wir bemerken, dass diess keineswegs ausreicht, um etwa 
als Basis einer Classification zu dienen. (Vergl. Art. 82.) 

67. Zur Erlàuterung dieser Theorie betrachten wir die ab- 
wickelbare Fläche, welche die Enveloppe der Ebene 

at* + kb! + FD = 1) шз + etc. — 0 
ist, wenn / einen veränderlichen Parameter, X eine beliebige 
ganze Zahl bezeichnet und «, b, c, ete. Ebenen bestimmen. 

Die Klasse dieses Systems ist offenbar &, und die Gleichung 
der abwickelbaren Fläche ist als die Discriminante der vorher- 
gehenden Gleichung nothwendig vom Grade 2 (k— 1); man hat 
somit 

r = 2 (k—1). 

Man erkennt auch leicht, dass diese abwickelbare Fläche 
keine stationären Ebenen besitzen kann. Denn damit zwei Ebenen 
identisch sind, müssen im Allgemeinen, wegen der Gleichheit der 
Coefficienten in ihren Gleichungen, drei Bedingungen erfüllt sein. 
Wenn wir aber / so zu bestimmen suchen, dass irgend eine Ebene 
des Systems mit der darauf folgenden zusammen falle, so finden 
wir, dass zur Erfüllung von drei Bedingungen nur eine Constante 
t zu unserer Verfügung ist. 

Aus den Werthen 


n-—k,.rz2(k—i1), esst 
erlauben die Gleichungen der letzten zwei Artikel die Bestimmung 
der übrigen Singularitàten. Das Ergebniss ist 
6* 7 
«1C 
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TEN. s 


m = 3 (k— 2) ; = 4 (k—3) ; 

æ = 2 (k—2) (k—3); y = 2(k—1) (k—3); 

ү; (k—1) (k— 2), ua 94?— 53k + S0 

Е Area 
Der grössere Theil dieser Werthe hätte auch nach der Theorie 
der höheren ebenen Curven unabhängig bestimmt werden können. 
Die Ordnung des Systems und seiner Rückkehrkante z. B. ist der 

Grad der Bedingung, unter welcher die Gleichung 


at^ {+ КЫК + ...—=0 oder T—90 
drei gleiche Wurzeln hat, d. h. es muss zugleich 
aT aT 
TERN qii derer 


sein. 
Und die stationären Punkte sind durch die Bedingung be- 
zeichnet, dass die vier auf einander folgenden Ebenen 
aT aT dT 
T x4, Sch дё De е ES 
denselben Punkt enthalten; 4 (k — 3) entspricht dem Grade dieser 
Bedingung. Wir sparen den Raum, welchen ein Eingehen in 
weitere Details fordern würde. 

68. Der im letzten Artikel betrachtete Fall, als derjenige, in 
welchem der veränderliche Parameter nur rational in die Gleich- 
ung eingeht, erlaubt uns, in sehr einfacher Weise manche Eigen- 
schaften der abwickelbaren Flächen zu bestätigen. 

Weil das System 


offenbar auf 
ак + (k—1) bt^-? + etc. = 0, 
bi^— + (k—1) ct^-? + etc. = 0, 
und das System 


auf 
at^-? + (k—2) bt*-? + etc. = 0, 


bt*-? + (k—2) ci^-? + etc. = 0, 
ct^-? + (k —9) di^ + etc. = 0 
sich reduciert, so folgt, dass a selbst eine „Ebene des Systems “ 
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giebt, nämlich die dem Werthe {== оо entsprechende; es ist ab 
die entsprechende Linie und abe der entsprechende Punkt. Wir 
wissen aber aus der Theorie der Discriminanten (vergl. ,, Vor- 
lesungen “, Artikel 68), dass die Gleichung der abwickelbaren 
Flàche von der Form 
ар + by = 
ist, wo ar die Discriminante von и für den Werth а == 0 be- 
zeichnet. Wir bewähren so, was im Artikel 61 ausgesprochen 
ist, dass die Ebene a die abwickelbare Fläche längs der ganzen 
Erstreckung der Linie ab berührt. Ferner ist aber ap selbst von 
der Form 
be + èy, 

und wenn wir den Durchschnitt der abwickelbaren Fläche mit 
einer der , Ebenen des Systems“ betrachten — wir erhalten ihn, 
wenn wir in der Gleichung der abwickelbaren Fläche a = 0 
machen, — so besteht derselbe aus der zweifach zu zählenden 
Linie «5 und einer Curve von der Ordnung (r — 2), und diese 
Curve berührt, wie die Form der Gleichung zeigt, die Linie ab 
im Punkte abe und schneidet sie folglich in (r — 4) anderen 
Punkten; diese alle sind „Punkte in zwei Linien“, als die Punkte, 
in welchen die Linie ab andere , Linien des Systems“ schneidet. 

Und es ist allgemein wahr, dass, wenn r der Rang einer 
abwickelbaren Fläche ist, jede „Linie des Systems“ 
r—4 andere Linien des Systems durchschneidet. Der 
Ort dieser Punkte ist eine Doppelcurve der abwickelbaren 
Fläche, deren Ordnung æ ist, und deren übrige Eigenschaften 
in einem folgenden Kapitel gegeben werden sollen, wo wir auch 
gewisse andere Singularitäten der abwickelbaren Fläche bestim- 
men wollen. 

Wir fügen eine Tafel der Singularitäten einiger specieller 
Schnitte der abwickelbaren Fläche hinzu. Der Leser, welcher 
den Gegenstand weiter untersuchen will, wird keine Schwierigkeit 
darin finden, sie vollständig zu begründen;*) einige Andeutungen 
werden genügen. 

1. Schnitt durch eine „Ebene des Systems“: 
h=r—2, v—n—1, teg, « —m—à3, t=g—n + 2, 


=x — 27 + 3. 


*) Vgl. „Cambridge and Dublin Mathematical Journal“ Vol, V, p. 24, 
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Deun jede Ebene des Systems berührt die Fläche längs einer 
Linie und schneidet sie daher in einer Curve (r— 2)!“ Ordnung; 
immer fällt eine der durch einen Punkt des Schnittes gehenden 
Ebenen des Systems mit der Schnittebene zusammen; die Zahl 
der Inflexionspunkte bleibt als von der Zahl der stationären Ebe- 
nen. abhängig ungeändert; die Zahl der Spitzen als Zahl der 
Schnittpunkte mit der Curve des Systems vermindert sich um 3; 
die gerade Linie des Systems in der Schnittebene schneidet die 
Curve von der Ordnung (r — 2), da sie sie berührt, noch in 
(r— 4) Punkten, deren jeder für zwei Doppelpunkte der Schnitt- 
figur zu zàhlen ist. 

2. Kegel, dessen Scheitel ein „Punkt des Systems“ 
ist: 

„=т—1, v=r—?2, ıen-3, s=ß,r=y—2r +8, 
=h- т + 2. 

Die Zahl der Cuspidalkanten des Kegels ist die Zahl der 
stationären Punkte des Systems; die Ordnung desselben ist die 
Zahl der Erzeugenden, welche eine durch die Spitze gehende 
Ebene bestimmt, also (m — 1). Die Klasse ist (v —2), weil sie die 
Zahl der Linien des Systems ist, die eine Gerade durch die Spitze 
schneiden, durch welche selbst bereits zwei dieser Linien gehen; 
die Zahl der stationären Tangentenebenen ist (n— 3) als die Zahl 
der Ebenen des Systems durch den Scheitel, der selbst dreien 
solchen angehört. 

3. Schnitt durch eine Ebene, welche eine „Linie 
des Systems“ enthält: 


u=r—1, v=n, ı=ma+l, s=m—3, 1—9—1, 
д==— + 4. 


Die Zahl der Inflexionspunkte wächst um Eins, weil eine 
„Linie in zwei Ebenen“ in der Schnittebene mit der gegebenen 
Linie des Systems zusammen fällt; darin liegt zugleich der Grund 
für die entsprechende Verminderung der Zahl der Doppeltan- 
genten. 

4. Kegel, dessen Scheitel in einer „Linie des Sy- 
stems“ liegt: 


=m, ›==*—], ›==п—29, =f +1, ır=y—r+4, 
o=h—l, 
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5. Schnitt mit einer „Ebene durch zwei Linien“; 
B -r—2, van ı=a+2 x» —m—4, 1—9—2, 
0 = = —– ғ + 9. 

6. Kegel, dessen Scheitel ein „Punkt in zwei Li- 

nien* ist: 
u =m, v =r—?, 1==п— 4, к= В 0 2, r=y—2r+)9, 
0 = В — 9, 
7. Schnitt durch eine „stationäre Ebene“: 
= r—3, v-—n—92,1-—a«—1, x-—m-—4, 
t =g — 2n + 6, ð = v — 3r +13. 

8. Kegel, dessen Scheitel ein „stationärer Punkt“ 

ab u=m—2, v=er—3, ›=п—4, х= 8—1, 
t = y— 3r +13, à — A — 2m +6. 

Die Grössen ш, v, ı, ж sind um eine Einheit kleiner als in 
den beiden ersten Fällen dieser Zusammenstellung nach der Natur 
der stationären Elemente. 

Für das System 
т==8$, п==3, d zm qu AT Mel AT, Er xm 
hat man für den Schnitt mit einer Ebene des Systems die Cha- 


ractere 
sl, A, verein; 


derselbe ist ein Kegelschnitt; und der Kegel aus einem Punkte 
des Systems 
wei 9-5 bpEXxe:ETs0, 
ein Kegel zweiter Ordnung. 
Für das System 
= Жей, A Eh Wee 
д==г==у=9, «==1 

entsprechen denselben Fällen beidemale 

EAUX Ibn Y SOR 1 e S IL 0); 
den beiden letzten Fällen der stationären Ebene und des statio- 
nären Punktes die Werthe 

Ewech, Kësse: 


Anderes ist leicht hinzuzufügen. 
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69. Die folgende Darlegung beruht auf dem Princip, dass 
eine Curve der Ordnung r eine Fläche p'* Ordnung 
in pr Punkten durchschneidet. Die Gültigkeit desselben 
ist offenbar, wenn die Curve der vollständige Durchschnitt zweier 
Oberflächen von den respectiven Ordnungen m und л ist. Denn wir 
haben dann r == mn und die drei Oberflächen durchschneiden 
sich in mnp Punkten. Das Princip ist nach der Definition ebenso 
unmittelbar wahr, wenn die Fläche in p Ebenen zerfällt. Wir 
betrachten nach dem Gesetz der Continuitàt diess Princip als 
allgemein wahr. ' 

Ebenso sprechen wir aus, dass eine abwickelbare Fläche 
der Klasse n mit einer Fläche der Klasse o gemein: 
schaftliche Tangentenebenen in der Zahl ng hat. 

Der Gebrauch, welchen wir von dem Princip machen werden, 
ist dieser. Angenommen, dass in einer Curve von der Ordnung r so 
viel Punkte angenommen werden, als zur Bestimmung einer Fläche 
von der Ordnung p hinreichend sind, so muss, wenn die Zahl der so 
gewählten Punkte grösser als pr ist, die durch dieselben beschrie- 
bene Fläche die Curve vollständig enthalten; wäre diess nicht der 
Fall, so erschiene das Princip verletzt. 

Und andererseits muss eine abwickelbare Fläche n!e Klasse 
einer Fläche g'* Klasse umgeschrieben sein, wenn sie mehr als 
nq Tangentenebenen mit derselben gemein hat. 

Wir setzen dabei voraus, dass die Curve eine eigentliche 
Curve der r'*^ Ordnung ist; denn wenn wir zwei Curven von den 
Ordnungen m und » angenommen hätten, wo m + n = r ist, so 
kónnten dieselben in ihrer Vereinigung als eine complexe Curve 
von der Ordnung r betrachtet werden, und wenn jede ganz in irgend 
einer Fläche von der Ordnung p enthalten wäre, so könnten wir 
folglich in dieser Curve eine beliebige Zahl von Punkten wählen, 
welche der Curve und der Fläche gemein wären. Alles das wird 
hinreichend erläutert werden durch die folgenden Beispiele. 

70. Es existiert keine Linie des ersten Grades 
ausser der geraden Linie. Denn durch irgend zwei Punkte 
einer Linie des ersten Grades und einen dritten willkürlich an- 
genommenen Punkt können wir eine Ebene beschreiben, welche 
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die Linie ganz enthalten muss, weil wir sonst eine Linie vom 
ersten Grade haben würden, welche die Ebene in mehr als einem 
Punkte durchschnitte. In derselben Art können wir eine zweite 
Ebene bestimmen, welche die Linie ganz enthält; die Linie ersten 
"Grades muss daher der Durchschnitt zweier Ebenen, d. h. eine 
gerade Linie sein. 

Es existiert keine eigentliche Linie des zweiten 
Grades ausser den Kegelschnitten. Denn durch irgend 
drei Punkte einer solchen Linie kónnen wir eine Ebene legen, 
welche aus denselben Gründen wie vorher die Linie ganz ent- 
halten muss. Dieselbe muss somit eine ebene Curve des zweiten 
Grades sein. - 

Die am Ende des letzten Artikels bezeichnete Ausnahme tritt 
hier ein, wenn die Linie des zweiten Grades aus zwei geraden 
Linien besteht, die nicht in derselben Ebene liegen; denn dann 
enthält die Ebene durch drei Punkte des Sytems nur eine der 
geraden Linien. Wir halten es für unnóthig, in dem Folgenden 
die Fälle dieser Art ferner ausdrücklich zu erwähnen, und wer- 
den nur von den eigentlichen Curven ihrer respectiven Ordnun- 
gen sprechen. 

71. Eine Curve dritter Ordnung ist entweder eine 
ebene Curve von der dritten Ordnung oder der theil- 
weise Durchschnitt zweier Flächen zweiten Grades, 
welche eine gerade Linie gemeinschaftlich haben.*) 
(Art. 55.) : 

Denn wird durch sieben Punkte der Curve und durch zwei 
ausser ihr willkürlich gewählte Punkte eine Fläche zweiten Gra- 
des bestimmt, so muss dieselbe, wie vorher, die Curve ganz 


*) Nicht ebene Curven dritter Ordnung sind zuerst von Möbius 
in seinem ,,barycentrischen Calenl“, 1827, bezeichnet und einige ihrer 
wichtigsten Eigenschaften dargelegt worden, Zahlreiche andere Ei- 
genschaften derselben wurden durch Chasles in der XXXIII. Note 
seines „Aperçu historique** 1837 und in einer Abhandlung von Liou- 
ville's Journal, 1857, p. 397 gegeben. Neuerdings sind die Eigen- 
schaften dieser Curven behandelt worden von Schröter, „Journal 
f. Math.“ Bd. LVI, und von L. Cremona „Annali di Matematica “, 
t. I, p. 164, 278; II, p. 19; V, 1. „Journal f. Math.“, Bd. LVIII, p. 138. 
LX, p. 188. LXIIT, p. 141, In den Artikeln, welche unmittelbar folgen, ist 
von den Ergebnissen der trefflichen Cremona'schen Abhandlungen 
(besonders „Journal f, Math.'*, Ва, ТҮШ) mehrfach Gebrauch gemacht. 
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enthalten. Wenn die Fläche zweiten Grades in zwei Ebenen 
zerfällt, so kann die Curve eine ebene Curve sein, die in einer 
dieser Ebenen enthalten ist. Da wir offenbar ebene Curven jeder 
Ordnung in analoger Weise erhalten kónnen, so halten wir es für 
unnóthig, diess in späteren Fällen besonders hervorzuheben. 

Vorausgesetzt, dass die Fläche zweiten Grades nicht in zwei 
Ebenen zerfalle, so können wir eine zweite Fläche zweiten Gra- 
des durch die sieben Punkte legen, und die gegebene Curve ist 
dann nothwendig ein Theil der Durchschnittslinie beider Flächen. 
Der vollständige Durchschnitt muss, als von der vierten Ordnung, 
ausser ihr noch eine gerade Linie enthalten. Es ist somit be- 
wiesen, dass die einzige nicht ebene Curve von der dritten Ord- 
nung die im Artikel 55 erwähnte ist. 

72. Der Kegel, welcher eine Curve mier Ordnung enthält und 
dessen Scheitel ein Punkt derselben ist, ist vom Grade (m — 1). 
somit ist der Kegel, welcher eine Curve dritter Ordnung enthält 
und seinen Scheitel in einem Punkte derselben hat, vom zweiten 
Grade.*) 

Wir kónnen somit eine Curve dritter Ordnung im 
Raume durch sechs gegebene Punkte beschreiben. 
Denn wir kónnen einen Kegel zweiten Grades beschreiben, für 
welchen der Scheitel und fünf seiner Kanten gegeben sind, weil 
offenbar so fünf Punkte des Schnittes gegeben sind, welchen eine 
Ebene mit diesem Kegel bestimmt. Wenn nun sechs Punkte 
a, b, e, d, e, f gegeben werden, so kónnen wir aus dem Punkte 
a als Scheitel einen Kegel beschreiben, welcher die Linien «b, 
ac, ad, ae, af zu Kanten hat, und in gleicher Art aus dem Punkte 


*) Chasles hatte behauptet, dass umgekehrt der Ort des Scheitels 
eines Kegels vom 2'" Grade, welcher durch sechs Puukte geht, die 
dureh diese Punkte gehende Curve dritter Ordnung sei. Aber, wie schon 
Weddle im , Cambridge and Dublin Mathematical Journal*, Vol. V, 
p. 69 ausführte, der Ort dieses Scheitels ist nicht eine Curve, sondern 
eine Fläche, nämlich diejenige, deren Gleichung durch Elimination von 
д, u,v zwischen den vier Differentialen von S 4- AU 4- u^ +»W erhalten 
wird, wo S, U, V, W beliebige durch die sechs Punkte gehende Flä- 
chen darstellen. Der Ort des Scheitels für einen Kegel 2t° Ordnung, 
welcher durch sieben Punkte geht, ist eine Curve und von der 6'*» Ord- 
nung. Wenn acht Punkte gegeben sind, so können vier Kegel durch 
sie beschrieben werden. Vgl. den Anfang des Kapitel VI „Ueber die 
Ordnung von Systemen von Gleichungen‘, 
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b als Scheitel einen Kegel, für welchen die Linien ba, be, bd, be, bf 
die Kanten sind. Der Durchschnitt dieser Kegel besteht aus der 
gemeinschaftlichen Kante ab und einer Curve dritter Ordnung, 
welche die durch die sechs Punkte gehende verlangte ist. 

Die Construction der Curve durch andere Bedingungen er- 
fordert die Kenntniss anderer Eigenschaften; durch drei Punkte 
und drei gerade Linien durch zwei Punkte des Systems ist die 
Curve bestimmt, weil. jene Punkte mit je zweien der Geraden ein 
Hyperboloid bestimmen; durch zwei Punkte und vier Linien durch 
zwei Punkte, weil diese mit den Geraden zwei homographische 
Büschel bestimmen (Artikel 77), etc. 

Der Satz, nach welchem die geraden Linien, welche sechs 
Punkte einer Curve dritter Ordnung mit einem siebenten Punkte 
derselben Curve verbinden, Kanten eines Kegels vom zweiten 
Grade sind, führt vermittelst des Pascal'schen Satzes zu dem fol- 
genden: Die Durchschnittslinien der Ebenen 712, 745; 
723, 756; 734, 761 liegen in einer Ebene.*) 

Wenn diess Gesetz für zwei Ecken eines Siebenecks erfüllt 
ist, so muss es auch für alle übrigen gelten; denn dann sind 
diese beiden Ecken die Scheitel von Kegeln des zweiten Grades, 
welche die übrigen Eckpunkte enthalten und diese müssen daher 
in der Curve dritter Ordnung liegen, welche der Durchschnitt 
der Kegel ist. 

73. Eine Curve dritter Ordnung, welche auf einem 
einfachen Hyperboloid verzeichnet ist, schneidet alle 
Erzeugenden des einen Systems einfach und alle Er- 
zeugenden des anderen Systems zweifach. 

Jede Erzeugende einer Fläche zweiten Grades schneidet ihre 
Durchschnittscurve mit einer anderen Fläche zweiten Grades in 
zwei Punkten, nämlich in denjenigen, in welchen sie diese an- 
dere Fläche schneidet; wenn nun die Durchschnittscurve aus einer 
geraden Linie: und einer Curve dritter Ordnung besteht, so ist 
offenbar, dass die Erzeugenden der Fläche, welche mit der ge- 
raden Linie von demselben System sind, da sie diese eben des- 
halb nicht schneiden können, die cubische Curve in zwei Punk- 


*) Cremona fügt hinzu, dass wenn sechs Punkte als fest und ein 
siebenter als veründerlich angenommen sind, diese Ebene durch eine 
feste Sehne der Curve dritter Ordnung geht. 
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ten schneiden müssen, während die Erzeugenden der Fläche, 
welche dem anderen System angehóren, weil sie deshalb jene 
gerade Linie in je einem Punkte schneiden, die cubische Curve 
nur in einem Punkte schneiden kónnen. 

Umgekehrt kónnen wir ein System von Hyperboloiden durch 
eine Curve dritter Ordnung und eine beliebige ihrer Sehnen 
(welche sie zweimal schneidet) beschreiben. Denn wenn wir 
sieben Punkte in der Curve und einen achten in der irgend zwei 
von ihnen verbindenden Sehne annehmen, so kónnen durch diese 
acht Punkte unendlich viele Flächen zweiten Grades bestimmt 
werden. Weil aber drei von diesen Punkten in einer geraden 
Linie liegen, so muss dieselbe allen so zu bestimmenden Flächen 
gemeinschaftlich sein, ebenso wie auch die cubische Curve, wel- 
cher die sieben Punkte angehóren. 

74. Die Aufgabe, die Enveloppe von 

at — 3b? + 30 —d = 0 
zu bestimmen, wo a, b, с, d Ebenen repräsentieren und / ein 
veränderlicher Parameter ist, erkennen wir als einen speciellen 
Fall der im Artikel 67 discutierten allgemeineren. Wir haben 
ni Nux, о0о deer D ELLE 

Das durch die Gleichung dargestellte System ist 
also von der nämlichen Natur, wie das nach dem Ge- 
setz der Reciproeität entsprechende System, und alle 
auf dasselbe bezüglichen Sätze sind folglich zweifach. 

Als ein System des dritten Grades muss es von der Art sein, 
die wir eben betrachten und diess geht auch aus der Gleichung 
der Enveloppe 


(ad — be)? = А (b? — ac) (c? — bd) 
hervor; denn sie zeigt sofort, dass irgend ein Paar der Flächen 
ad — be = 0, Ф—ас= 0, hd = 0 
eine gerade Linie gemeinschaftlich haben, während eine Curve 
dritter Ordnung ihnen allen zugleich gemeinschaftlich und somit 


eine Doppellinie der Enveloppe ist. 
Betrachtet man die Kegel 


ас = bi, bd == с? 
für welche 
EC YES eet) 
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die Tangentenebenen nach ihrer gemeinschaftlichen Kante und 
a—0, 4= 0 
die Tangentenebenen der zweiten Durchschnittskanten dieser Ebe- 
nen sind, so ist für einen Punkt der räumlichen Curve dritter 
Ordnung 
4i'bo cdd mw! S0P v1 

— den Scheiteln der Kegel entsprechen die Parameterwerthe 
© = oo, o = 0. Die Linie durch zwei Punkte o, c, ist 

а — (о, + e) b + oce = 0, 

b — (ә + 9) c + opd = 0 
und die Ebene durch drei Punkte o, @,, о, 
а— (o, + © + 93) b + (0,0, + 0,0; + озо) e — ооо; d = ().*) 

Eine Linie des Systems ist daher 

a — 20b + с = 0, b — 2«ec + œd = 0, 
und eine Ebene desselben 
a — 30b + 39*c — add = 0. 

Die Gleichung der Enveloppe entsteht wie vorher aus der 
Elimination des Parameters zwischen den Gleichungen einer Linie 
des Systems. Darin liegen die Grundlagen der rein analytischen 
Behandlung dieser Theorie. 

Aus der oben gegebenen Tafel erkennt man, dass jede Ebene 
eine „Linie in zwei Ebenen“ enthält, oder dass der Schnitt der 
abwickelbaren Fläche mit einer beliebigen Ebene eine Doppeltan- 
gente besitzt; während reciprok entsprechend durch jeden Punkt 
eine Linie gezogen werden kann, welche die cubische Curve zwei- 
mal schneidet, so dass der Kegel, welcher diesen Punkt zum 
Scheitel hat und über der Curve steht, nothwendig eine Doppel- 
kante besitzt. In anderen Worten giebt diess den Satz: Eine 
Curve dritter Ordnung im Raume hat zu ihrer Projec- 
tion auf irgend eine Ebene eine Curve dritter Ordnung 
mit einem Doppelpunkt. 

Die drei Inflexionspunkte einer ebenen Curve dritter Orduung 
sind in einer geraden Linie. Da nun im Artikel 66 bewiesen 
ward, dass die Inflexionspunkte den drei Ebenen des Systems 
entsprechen, die durch den Scheitel des Kegels gehen, so schliessen 


+) Vergl. „Analytische Geom. d. Kegelschn.* Art. 295 f., 59. 
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wir, dass die drei Punkte des Systems, welche den 
drei durch irgend einen Punkt 0 gehenden Ebenen 
desselben entsprechen, in einer durch diesen Punkt 
gehenden Ebene liegen.*) 

Dieser Doppelpunkt ist der harmonische Pol der Verbindungs- 
linie der Inflexionspunkte in Bezug auf das Dreieck der Inflexions- 
tangenten; daher ist die Ebene der stationären oder Inflexions- 
kanten des über der Curve stehenden Kegels die harmonische 
Polarebene der Doppelkante des Kegels in Bezug auf die von den 
stationären Tangentenebenen des Kegels gebildete dreiseitige Ecke. 
Jene stationären Tangentenebenen sind aber die durch den Punkt 
des Raumes gehenden Ebenen des Systems und die Doppelkante 
ist die ihn enthaltende Linie durch zwei Punkte, die Ebene der 
Inflexionskanten aber die Ebene der zugehörigen drei Punkte des 
Systems. 

Andererseits bildet die Doppeltangente einer Curve vierter 
Ordnung mit drei Rückkehrpunkten, deren Tangenten sich in 
einem Punkte durchschneiden, die harmonische Polare dieses 
Durchschnittspunktes in Bezug auf das Dreieck der Rückkehr- 
punkte. Daher ist die einzige „Linie in zwei Ebenen", 
welche eine Ebene enthält, die harmonische Polare 
desjenigen ihrer Punkte in Bezug auf das Dreieck der 
ihr angehörigen Punkte des Systems, in welchem sich 
die entsprechenden Ebenen des Systems durchschnei- 
den.**) 

Ferner ist bekannt, dass wenn eine ebene Curve dritter Ord- 
nung einen conjugierten Punkt hat, ihre drei Inflexionspunkte 
reell sind, dass aber, wenn sie einen Doppelpunkt besitzt, dessen 
Tangenten reell sind, zwei der Inflexionspunkte imaginär sind. 
Wenn also die Sehne, welche durch einen Punkt 0 gelegt wer- 
den kann, die Curve dritter Ordnung im Raume in zwei reellen 
Punkten schneidet, so sind zwei der Ebenen des Systems, welche 
durch diesen Punkt gehen, imaginär. Und reciprok, wenn durch 
eine gegebene Gerade zwei reelle Ebenen des Systems gelegt 
werden können, so schneidet jede durch diese Gerade gehende 


*) Chasles, Liouville, 1857. Schröter, „Journal f. Math.“ Bd. LVI. 

**) Cremona, Annali II, 1859, Diese Gesetze zeigen dieselbe Re- 
eiprocität, die wir schon von den Charakteren der Curve im Allgemei- 
nen bemerkt haben, 
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Ebene die Curve in zwei imaginären Punkten und nur in einem 
reellen Punkte.*) 

75. Diese Sätze können auch leicht algebraisch begründet 
werden. Denn der Berührungspunkt der Ebene 

а — 3b? + 30 — d = 0, 
als durch die Gleichungen 
abu b "Mierer dess gé 
gegeben, kann durch die Coordinaten 
4, bz i ed =. 
bezeichnet werden. 

Da nun die drei Werthe von z, welche den drei durch irgend 
einen Punkt gehenden Ebenen des Systems entsprechen, durch 
die cubische Gleichung 

dË — 800° + 3ct —d' = 0 
bestimmt werden, so ist aus den eben gefundenen Werthen offen- 
bar, dass die Berührungspunkte in der Ebene 

аа — 3be + Зе — d'a = 0 
liegen, welche ihrerseits den gegebenen Punkt enthält: Der 
Durchschnittspunkt von drei Ebenen des Systems liegt 
in der Ebene der entsprechenden Punkte des Systems. 

Da die eben geschriebene Gleichung durch eine Vertauschung 
der accentuierten mit den nicht accentuierten Buchstaben unge- 
ändert bleibt, so schliessen wir: Wenn ein Punkt 4 in der 
dem Punkte B entsprechenden Ebene liegt, so liegt 
‚auch В in der dem Punkte 4 entsprechenden Ebene. 
Und ferner: Die Ebenen, welche allen Punkten einer geraden 
Linie 42 entsprechen, gehen durch eine feste gerade Linie, näm- 
lich durch die Durchschnittslinie der den Punkten-4 und В ent- 
sprechenden Ebenen. Die Relation zwischen diesen geraden Linien 
ist offenbar reciprok. Jeder „Ebene des Systems“ entspricht in 
diesem Sinne der correspondierende Punkt des Systems und einer 
„Linie in zwei Ebenen“ entspricht eine Sehne, welche zwei Punkte 
verbindet. 

Ueberhaupt: Das System dritter Ordnung ist sich selbst re- 


*) Joachimsthal, „Journal f. Math." Bd. LVI, р. 45. Cremona, 
ibid., Bd. LVIII, p. 146. 
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ciprok, es ist hinsichtlich der Theorie der Reciprocität das voll- 
ständige räumliche Analogon der Kegelschnittslinien in der Ebene.*) 

Die drei Punkte, in denen eine Ebene Aa + Bb + Ce + Dd 
die Curve schneidet, entsprechen den Werthen des Parameters t, 
welche durch die cubische Gleichung 

Dt? 4 €? + Bt + A = 

bestimmt sind, und wenn diese ein vollkommener Cubus ist, so 
ist die Ebene eine „Ebene des Systems“. Daraus folgt sogleich, 
wie es Joachimsthal bemerkt hat, dass jede durch den Durch- 
schnitt zweier reellen Ebenen des Systems gelegte Ebene die 
Curve nur in einem reellen Punkte schneidet. Denn in solchem 
Falle wird die eben geschriebene cubische Gleichung die Summe 
zweier Cuben und hat daher nur einen reellen Factor. 

76. Wir haben im Artikel 124 des I. Bandes gesehen, dass 
eine doppeltgekrümmte Curve dritter Ordnung der Ort der Pole 
einer festen Ebene in Bezug auf alle Flächen zweiten Grades ist, 
die eine gemeinschaftliche Durchschnittscurve haben. 

Allgemeiner wird eine derartige Curve durch das Resultat 
der Elimination von A zwischen dem System der Gleichungen 


Да = d, Ab ss, Ас ==: 
ausgedrückt. Da nun das Doppelschnittsverhältniss von vier Ebe- 
nen, deren Gleichungen von der Form 
Aa =, Ma = d, elc. 
nur von den Coefficienten A, 4, ete. abhängt (vgl. „Analyt. Geom. 
d. Kegelschn.* Artikel 56), so kann diese Entstehungsart der 
Gleichung der Curve dritter Ordnung folgendermassen interpretiert - 
werden: Wenn ein System von Ebenen durch eine ge- 


*) In Cremona's Abhandlungen t.I und II der „Annali‘ ist diese 
Reciprocitüt vollständig dargelegt, nachdem sie in den Abhandlungen 
von Chasles und Schröter nüher erkannt war. Auch hier hat Mó- 
bius in seiner Statik und in einer Abhandlung im X. Bande von 
»Crelle's Journal* (p. 317) schon sehr früh tiefe Blicke gethan. 

Jedem Punkte im Raume entspricht eine Ebene — Focalebene, 
Nullebene des Punktes — und eine Gerade — Directrix; auch jeder 
Ebene ein Punkt — Focalpunkt, Nullpunkt der Ebene — und eine Ge- 
rade. Einem System von Ebenen entspricht das System ihrer Focal- 
punkte, einem Punktesystem das ihrer Focalebenen, und die beidersei- 
tigen Directrixen sind auch reciproke Gerade in Bezug auf die Curve 
dritter Ordnung. 
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rade Linie aa’ gegeben ist und durch eine andere Linie 
bb’, sowie durch eine dritte ce’ respective Ebenen- 
systeme gelegt werden, welche jenem ersten einzeln 
homographisch sind, so ist der Ort des Durchschnitts- 
punktes von je drei entsprechenden Ebenen der Sy- 
steme eine doppelt gekrümmte Curve dritter Ordnung, 
Die geraden Linien аа’, bb’, ce’ sind offenbar „Linien durch zwei 
Punkte** oder Sehnen der Curve. Es gilt aber auch der reciproke 
Satz: Wenn dreigerade Linien homographisch getheilt 
sind, so umhüllt die Ebene von irgend drei entspre- 
chenden Punkten die durch eine doppeltgekrümmte 
Curve dritter Ordnung erzeugte abwickelbare Fläche, 
und die drei gegebenen geraden Linien sind ,Linien 
in zwei Ebenen* in dem System. 

Die Verbindungslinie je zweier entsprechender Punkte von 
zwei homographisch getheilten Geraden umhüllt einen Kegelschnitt, 
wenn jene Geraden in einer Ebene liegen und erzeugt ein ein- 
faches Hyperboloid, wenn sie es nicht thun. Wenn also eine 
Reihe von Punkten in gerader Linie und eine homographische 
Reihe entweder von Tangenten eines Kegelschnitts oder von Er- 
zeugenden eines Hyperboloids gegeben sind, so umhüllt die Ebene, 
welehe jeden Punkt mit der entsprechenden Geraden verbindet, 
eine abwickelbare Fläche, wie sie vorher bezeichnet ist. 

Beispiel. Wenn die vier Flächen eines Tetraeders durch 
feste gerade Linien gehen und drei seiner Ecken sich in 
festen geraden Linien bewegen, so ist der Ort derletzten 
Ecke eine doppeltgekrümmte Curve dritter Ordnung. 

Eine beliebige Anzahl von Lagen der Basis bildet ein System von 
Ebenen, welche die drei geraden Linien homographisch theilen, in 
denen die Basisecken sich bewegen; daraus folgt, dass die drei Ebenen, 
die sich in der Spitze durchschneiden, die entsprechenden Ebenen von 
drei homographischen Systemen sind. 

77. Aus den Sätzen des letzten Artikels folgt umgekehrt, 
dass die Ebenen, welche vier feste „Punkte des Systems“ 
mit einer veränderlichen „Linie durch zwei Punkte“ 
verbinden, ein constantes Doppelschnittverhältniss 
bestimmen, und dass vier feste „Ebenen des Systems“ 
irgend eine Linie in zwei Ebenen in constantem Dop- 
pelschnittverhältniss theilen. 

Es ist sehr leicht, diese Sätze unabhängig zu beweisen. So 

Salmon, Anal. Geom. d. Raumes. I. T 
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wissen wir, dass der Durchschnitt der abwickelbaren Fläche durch 
eine Ebene 4*) des Systems aus der doppelt zu zählenden ent- 
sprechenden Linie а des Systems in Verbindung mit einem Kegel- 
schnitt besteht, welchen alle anderen Ebenen des Systems tangie- 
ren. Die homographische Eigenschaft der Tangenten eines Kegel- 
schnitts zeigt dann sogleich, dass vier Ebenen des Systems irgend 
zwei Linien in zwei Ebenen AB, AC nach demselben Doppel- 
schnittverhältniss schneiden, und ebenso, dass 4C nach demselben 
Verhältniss getheilt wird wie CD. 

Ein bemerkenswerther specieller Fall dieser Sátze ergiebt sich 
aus dem Umstande, dass die „Linien des Systems “ gleichzeitig ,, Li- 
nien in zwei Ebenen“ und „Linien durch zwei Punkte“ sind: Vier 
feste „Ebenen des Systems“ schneiden alle „Linien des 
Systems“ nach demselben Doppelschnittverhältniss; 
und die Ebenen, welche vier feste „Punkte des Systems“ 
mit allen „Linien des Systems“ verbinden, bilden Sy- 
steme von constantem Doppelschnittverhältniss. 

Manche specielle Erkenntnisse können aus diesen Sätzen 
ebenso erschlossen werden, wie es in der ,, Anal. Geom. d. Ke- 
gelschnitte * Artikel 406 f. geschehen ist. 

Betrachten wir z. B. vier Punkte des Systems с, 6, y, d. 
und drücken aus, dass die Ebenen, welche sie mit den Linien 
а, b verbinden, und «ß die Linie уд homographisch theilen; neh- 
men wir an, die Ebenen 4, B schneiden уд in den Punkten f, /, 
die Ebenen, welche die Linie « mit В und die Linie b mit « 
verbinden, schneiden уд in den Punkten k, A, so haben wir 


{куд} = {губ} = {Куд}. 

Wenn die Punkte /, A zusammen fallen, so folgt aus der 
ersten Gleichung, dass auch die Punkte A, // sich decken und 
aus der zweiten, dass die Punkte t, 4, y, д ein harmonisches 
System bilden. So erhalten wir den Satz von Cremona, dass, 
wenn eine Reihe von Sehnen die Durchschnittslinie 
einer Ebene 4 mit der Ebene, die den correspondie- 
renden Punkt œ mit einer Linie b des Systems verbin- 
det, durchschneiden, sie auch die Durchschnittslinie 


ж) Es ist oft zweckmüssig, die Ebenen des Systems durch grosse, 
die entsprechenden Linien desselben durch kleine römische, und die 
entsprechenden Punkte durch griechische Buchstaben zu bezeichnen. 
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der Ebene B mit der Ebene schneiden, die der Punkt f 
mit der Linie « bestimmt; dass sie überdiess in den 
Schnittpunkten mit diesen zwei Linien und iu ihren 
Durchschnittspunkten mit der Curve harmonisch ge- 
theilt werden. 

Der Leser wird ohne Schwierigkeit zu dem Falle übergehen, 
wo eine dieser Linien in unendlicher Entfernung liegt, und wo 
daher die andere Linie ein Durchmesser wird. 

78. Wir haben gesehen, dass die Schnitte der abwickelbaren 
Fläche, durch die Ebenen des Systems Kegelschnitte sind. Ihre 
Punkte sind die Durchschnittspunkte der Linien, ihre Tangenten 
die Schnittlinien der Ebenen des Systems mit der bezüglichen 
Ebene, und die Durchschnittslinie zweier Ebenen des Systems ist 
eine gemeinschaftliche Tangente der beiden entsprechenden Ke- 
gelschnitte. Daher: Die Ebenen, welche zwei Kegelschnitte 
berühren, die die Durchschnittslinie ihrer Ebenen zur 
gemeinschaftlichen Tangente haben, sind Osculations- 
ebenen einer Raumeurve dritter Ordnung und vierter 
Klasse und Tangentenebenen einer abwickelbaren 
Fläche vierter Ordnung und dritter Klasse. 

Wir können den Ort der Centra aller solcher Kegel- 
schnitte untersuchen, oder allgemeiner den Ort der in Bezug 
auf sie genommenen Pole der Durchschnittslinien ihrer 
Kbenen mit einer festen Ebene, Da wir in jeder Ebene 
eine Linie in zwei Ebenen ziehen können, so dürfen wir voraus- 
selzen, dass die feste Ebene durch den Durchschnitt zweier Ebe- 
nen des Systems A, B gehe. 

Betrachten wir nun den Schnitt, den irgend eine andere 
Ebene € bestimmt, so sind die Spuren der Ebenen 4 und B in 
ihr Tangenten des Schnittes und der Pol irgend einer durch ihren 
Durchschnitt. gehenden Linie in Bezug auf denselben liegt in ihrer 
Berührungssehne, d. h. in der geraden Verbindungslinie der Punkte, 
in denen die Linien des Systems o, b die Ebene € durchschneiden. 
‘Da aber alle Ebenen des Systems die Linien а, b homographisch 
schneiden, so bilden jene Verbindungslinien ein einfaches Hyper- 
boloid, von welchem die Linien a, b Erzeugende sind. Wenn 
also die Ebene durch die Linie AB gelegt wird, so ist der Ort 
der Pole eben dieses Hyperboloid. Es ist aber ferner offenbar, 
dass der Pol einer durch die Gerade 42 gehenden Ebene in der 

2* 
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Ebene liegt, welche ihre harmonisch conjugierte in Bezug auf jene 
Tangentenebenen ist. Der von uns gesuchte Ort ist somit ein 
ebener Kegelschnitt. Es ist auch aus der Construction offenbar, 
dass so wie die Pole in Bezug auf eine feste Ebene A + 42 = 0 
in einem Kegelschnitt in der Ebene 4 — AB = 0 liegen, auch 
umgekehrt der Ort der Pole in Bezug auf die letztere als feste Polar- 
ebene ein in der ersteren Ebene enthaltener Kegelschnitt ist.*) 
79. Es ist endlich offenbar genug, dass die betrachteten 
Curven dritter Ordnung in vier Species zerfallen, je 
nach der verschiedenen Art, in welcher die Curve durch die 
Ebene der unendlich entfernten Punkte geschnitten wird. Dieselbe 
kann die Curve entweder in drei reellen Punkten schneiden, oder 
in einem reellen Punkte und zwei imaginüren, oder in einem 
reellen und zwei zusammenfallenden Punkten, so dass eine ,, Linie 
des Systems “ in unendlicher Entfernung liegt, oder endlich in drei 
zusammenfallenden Punkten, so dass eine Ebene des Systems mit 
der unendlich entfernten Ebene zusammenfällt. Diese Species sind 
als cubische Hyperbel, cubische Ellipse, cubisch-hyper- 
bolische Parabel und cubische Parabel benannt worden. **) 
Offenbar hat die Curve, wenn sie reelle Punkte in unend- 
licher Entfernung besitzt, zum Unendlichen fortschreitende Zweige, 
und die „Linien des Systems“, welche den unendlich entfernten 
Punkten entsprechen, sind Asymptoten der Curve. Wenn aber, wie 
im dritten und vierten Falle, eine Linie des Systems selbst im 
Unendlichen ist, so sind die Zweige der Curve von parabolischer 
Form, zum Unendlichen fortschreitend, ohne einer angebbaren 
Asymptote unbegrenzt sich zu nàhern. | 
Da die Kegel zweiten Grades, welche die Curve enthalten, 
zu Cylindern werden, wenn ihre Scheitel in unendliche Entfer- 
nung hinaus rücken, so ist es möglich, drei Cylinder zweiten 
Grades zu beschreiben, welche die Curye enthalten und deren 
Erzeugende den Asymptoten derselben respective parallel sind. In 


*) Die Sütze dieses Artikels sind aus Cremona's Abhandlung ge- 
nommen. 5 

**) Die «central-projeetivische Darstellung zweier Kegel zweiten 
Grades mit einer gemeinschaftlichen Erzeugenden durch diese Letztere, 
die Spitzen und ihre Fluchtlinien lässt diese Eintheilung ganz beson- 
ders bequem übersehen, welche übrigens zuerst von Seydewitz in 
„Grunert’s Archiv“, Bd, 10, p. 211 f, gegeben wurde. 
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dem Falle der cubischen Ellipse sind zwei dieser Cylinder imaginär, 
in dem Falle der hyperbolischen Parabel existieren nur zwei Cylin- 
der, deren einer parabolisch ist, und in dem Falle der cubischen Pa- 
rabel lässt sich nur ein parabolischer Cylinder durch die Curve legen. 

Es folgt aus dem Artikel 74, dass in dem Falle der cubi- 
schen Ellipse die unendlich entfernte Ebene eine reelle ,, Linie 
in zwei Ebenen“ enthält, dass dieselbe aber in dem Falle der 
eubischen Hyperbel imaginär ist; mit anderen Worten, in dem 
ersten Falle, aber nicht im zweiten, existieren zwei parallele 
„Ebenen des Systems‘. Aus der homographischen Eigenschaft, 
welche im Artikel 77 entwickelt wurde, erkennen wir, dass in 
dem Fall der cubischen Parabel irgend drei feste „Ebenen des 
Systems“ alle „Linien des Systems“ nach gleichem Verhältniss 
theilen. In Folge dessen schneiden alle Ebenen des Systems die 
abwickelbare Fläche in Parabeln. Das System kann als die En- 
veloppe von æ — 3y? + 84 — d = 0 betrachtet werden, wo 
d eine Constante ist. Für weitere Details verweisen wir auf die 
Abhandlung von Cremona. 

Man kann andererseits nach den Umdrehungshyperbo- 
loiden fragen, welche durch eine gegebene Curve drit- 
ter Ordnung gehen. Wenn 6, с’, o^ die drei unendlich ent- 
fernten Punkte der Curve sind, so schneidet ihre Ebene das sie 
enthaltende Umdrehungshyperboloid in einem dem Dreieck og'o” 
umgeschriebenen Kegelschnitt, welcher mit dem imaginären Kreis 
K dieser Ebene eine doppelte Berührung hat; die Berührungssehne 
bezeichnet die Stellung der cyclischen oder Parallelkreisebenen 
dieser Fläche. 

Die Untersuchung dieser Frage geht daher auf ein einfaches 
planimetrisches Problem zurück, für welches die Hauptgrundlage 
der Lösung in dem Satze liegt, dass jede Sehne einer Schaar 
von Kegelschnitten, welche in zwei festen Punkten einander dop- 
pelt berühren, mit denselben eine Involution bestimmt, die in 
der Berührungssehne einen Doppelpunkt hat; und wobei man 
findet, dass vier dem Dreieck oo 6" umgeschriebene Kegelschnitte 
einen gegebenen Kegelschnitt doppelt berühren und dass die Be- 
rührungssehnen ein vollständiges Viereck bilden, welches die Linien 
90, o'o”, с” zu Diagonalen hat. 

Also: Durch die cubische Hyperbel gehen vier reelle 
Umdrehungshyperboloide; wenn man durch einen 
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Punkt die sechs Halbierungslinien der von dei drei 
Asymploten der Curve bestimmten Winkel legt, so 
sind dieselben zu dreien in vier Ebenen enthalten, 
welche die Stellungen der Kreisschnitte dieser Hyper- 
boloide bezeichnen. Der hyperbolischen Parabel entsprechen 
wie der Ellipse zwei reelle Umdrehungshyperboloide, wd der 
Parabel ein einziges.*) 

80. Wir schreiten nun zur Classification der Curven 
hóherer Ordnungen vor. Wir haben im Artikel 69 bewie- 
sen, dass durch irgend eine Curve zwei Flächen beschrieben 
werden kónnen, für welehe in jedem Falle die niedrigsten Werthe 
ihrer Ordnungen leicht zu bestimmen sind. 

Wenn wir mit den einfachsten Werthen von u und v be- 
ginnen und alle die verschiedenen Fälle des Durchschnitts zweier 
Flächen von den Ordnungen н und v untersuchen, so schliessen wir 
nothwendig alle möglichen Curven bis zur zim Ordnung hinauf 
ein, wo der Werth dieser Grenze r in jedem Falle leicht zu 
finden ist, wenn ш und v gegeben sind. Wir beginnen mit dem 
Hinblick auf eine solche Discussion, indem wir die Characteri- 
stica der Durchschnittscurve zweier Flächen unter- 
suchen.**) 

Offenbar ist m — pv, und wenn die Flächen sich nieht be- 
rühren, wie wir diess zunächst voraussetzen, so hat ihre Durch- 
schnittscurve keine vielfachen Punkte (Band I, Artikel 138) und 
es ist daher 8 == 0. Um die Charactere des Systems vollständig 
zu bestimmen, ist es nóthig, von ihren Singularitäten noch eine 
weitere zu kennen, und wir wählen r, die Ordnung der durch die 
Tangenten erzeugten abwickelbaren Fläche, zur Bestimmung. Nun 
wird die Gleichung dieser abwickelbaren Fläche durch Elimina- 
tion von 2“, y, z zwischen den vier Gleichungen 

U' = 0, Ux + Uy + Uz + Uw = 0, 
V = 0, Pet Ру + Р + Fa = 0 
erhalten, in welcher U,, U,, etc. die ersten Differentialcoefficien- 


*) Cremona, „Journal f. Math.“ Ва, LXIII, p. 141. Vergl. auch 
„Annali di Mat.“ t. V. 

**) Die in dem nachfolgenden Theile dieses Abschnitts auseinander- 
gesetzte Theorie ist einer vom Juli 1849 datierten Abhandlung ent- 
nommen, welche der Verfasser im „Cambridge and Dublin Mathemati- 
cal Journal“, Vol. V, p. 23 veröffentlichte. 
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ten der Polynome der Flächengleichungen sind. Diese Gleichungen 
sind ойепһаг von den Graden ш, v, (a—1), (v— 1) respective, 
und da nur die zwei letzten von -ihnen x, у, z enthalten, so 
gehen diese Variabeln in dem Grade 
uv (v—1) + w(u—1)=w (u +v—2) 

in das Resultat ein. 

Oder auch so: Die Bedingung, unter welcher eine „Linie 
des Systems“ die willkürliche Linie 


ах + бу +yz + ðw — 0, dx + Ву + уз + бою = 0 
schneidet, ist 


und dieselbe ist offenbar vom Grade (и + v — 2). Diese Resul- 
tante bezeichnet eine Fläche, welche der Ort derjenigen Punkte 
ist, für welche der Durchschnitt ihrer Polarebenen bezüglich der 
Flächen U und У die gegebene gerade Linie schneidet. Und die 
Punkte, in welchen dieser Ort die Curve UF schneidet, sind 
diejenigen Punkte, für welche die Tangenten der Curve jene Ge- 
iade schneiden. 

Aus m = w, B = 0, > = w (u + v — 2) finden wir 
dann nach Artikel 66 


u = 3w (и + у — 3); 

e == 2w (Зи + 3v — 10); 

2h == Hp (y — 1) (v — 1); 

2g == w {ur (Зи + 3v — 9 — 22 (и + v) + 71); 
22 = н» (uv (u + v — 2? — 4 (u +») + 8): 

2y = uv {uv (u + v — 2? — 10 (0 + >) + 28}. 


Man erhält für u = v = 2; и = v = 3; u —2, v—3 
die respectiven Werthgruppen 


m = 4, 9, 6; n= 12, 81, 36; «= 16, 144, 60; 
В = 0, 0, 0; од = 38, 3051, 531; ^ — 2, 18, 6; 
= == 16, 576, 126; y = 8, 504, 96; г = 8, 36, 18. 

81. Wir bestätigen diese Resultate durch die unabhängige 


Bestimmung der Zahl % der „Linien durch zwei Punkte“, welche 
durch einen gegebenen Punkt gehen kónnen, d. h. der Zahl von 
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Linien, welche durch einen gegebenen Punkt so gelegt werden 
kónnen, dass sie je durch zwei Punkte der Durchschnittslinie von 
U undY gehen. Dazu ist es nöthig, an die Methode zu erinnern, 
welche im 1. Bande im 12. Beispiele des Artikel 117 angewendet 
worden ist, um "die Gleichung eines Kegels zu finden, dessen 
Scheitel ein beliebiger Punkt ist und welcher durch die Durch- 
schnittslinie zweier Flächen U und У geht. Wir setzen voraus, 
der Scheitel des Kegels sei in der Curve genommen, so dass wir 
ebensowohl U — 0 als У == 0 für seine Coordinaten haben. 
Dann erhellt aus der citierten Stelle, dass die Gleichung des 
Kegels das pd der pog von A zwischen den Gleichungen 


80 + i3 5 "Ui a + «їс. = 0, 


RT PP Ms 


ist. Diese Gleichungen sind in A von den Graden (и — 1), (v —1); 
00, ðU, etc. enthalten die Coordinaten 2°, у, z, «yz in den 
Graden (и — 1), 1, (n — 2), 2, etc. Die Form der Glieder der 
Resultante zeigt das Glied (0U)'7-! F^—!, Man erkennt somit, 
dass dieselbe die Variabeln x, y, z in dem Grade 
y—1 + (6 — 1) = ри — 1 

enthält, während sie 2, у, z im Grade (u— 1) (v — 1) enthält. 
Jede Kante dieses Kegels vom Grade (uv — 1), dessen Scheitel 
ein Punkt der Curve ist, ist nothwendig eine „Linie durch zwei 
Punkte“. Wenn wir nun die Coordinaten eines Punktes г, y, z auf 
dieser Kegelflàche als bekannt betrachten und 2, a, z' als gesucht, 
so bestimmt diese Gleichung vom Grade (и — 1) (v — 1) durch ihre 
Combination mit den Gleichungen U — 0 und У = 0 die Punkte, 
welche den durch den angenommenen Punkt gehenden ,, Linien 
durch zwei Punkte“ entsprechen. Die Gesammtzahl solcher Punkte 
ist daher uv (u — 1) (v — 1) und die Anzahl der Linien durch 
zwei Punkte ist natürlich die Hilfte von ihr. 

Die in diesem Artikel bestimmte Zahl werde ich die Zahl der 
scheinbaren Doppelpunkte in der Durchschnittscurve 
zweier Flächen nennen; denn einem in irgend einem Punkte 
gedachten Auge scheinen sich zwei Zweige einer Curve zu durch- 
schneiden, wenn irgend eine wn ihm ausgehende gerade Linie 
jene beiden Zweige schneidet. 
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82. Wir betrachten nun den Fall, wenn die Curve UE auch 
wirkliche Doppelpunkte besitzt, d. h. wenu die beiden 
Flächen sich in einem Punkte oder in mehreren Punkten berüh- 
ren. In diesem Falle bleibt die Zahl der scheinbaren Doppel- 
punkte genay dieselbe, wie im letzten Artikel, und der Kegel, 
welcher über der Durchschnittseurve steht und einen beliebigen 
Punkt des Raumes zum Scheitel hat, hat die Verbindungslinien 
des Scheitels mit den Berührungspunkten und mit den schein- 
baren Doppelpunkten überdiess als Doppelkanten. Denn es ist 
leicht zu zeigen, dass die Untersuchung des letzten Artikels die 
Verbindungslinien eines willkürlichen Punktes mit den Berührungs- 
punkten nicht umfasst. Sie bestimmt die Anzahl derjenigen Fille, 
in denen der Radius vector von irgend einem Punkte aus zwei 
verschiedene den beiden Flächen gemeinschaftliche Werthe hat; 
der Radius vector eines Berührungspunktes hat dagegen nur einen 
für beide Flächen zugleich geltenden Werth, weil der Berührungs- 
punkt in keiner der Flächen ein Doppelpunkt ist. Jeder Berüh- 
rungspunkt fügt somit zur Zahl der Doppelkanten des Kegels eine 
Einheit hinzu und vermindert somit den Grad der abwickelbaren 
Fläche um zwei Einheiten. Diess könnte auch aus Artikel 80 
abgeleitet werden, weil die von den Tangenten der Durchschnitts- 
curve erzeugte Fläche die Tangentenebene in einem Berührungs- 
punkt als einen Factor einschliessen muss, da jede Tangentenlinie 
in dieser Ebene die Durchschnittscurve berührt. 

Wenn die Flächen in irgend einem Punkt eine stationäre 
Berührung haben (s. Band I, Artikel 129), so ist die Verbin- 
dungslinie dieses Punktes mit dem Scheitel des Kegels eine Cus- 
pidalkante dieses Letzteren. Wenn die Flächen in € Punkten ein- 
fache Berührung und in 8 Punkten stationäre Berührung haben, 
so gelten die Formeln 

m= w; В = В; 2h == w (а—1) (v—1) + 26 

r = w (a v—2) — 2t — 38. 
und der Leser kann unschwer berechnen, wie die übrigen Zah- 
len des Artikel 80 modificiert werden. Man findet 


= 3w (u + v — 3) — 6t — 88, 
== uv {6 (u + v) — 20) — 12t — 156, 
2g = w {9 (u +v — 3)! —22 (u + о) +71} 
+ A (110 + 14854 (30 + 48) {31+ 48 — 3w (u + v — 3)). 


H 


т 


R 
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22 — н» {uv (u + v — 3? — Aut) +8} +81 + 118 
+ (21 38) {20 38 —2u (u +v—2)}, 
2y = н» {pv («+ v 2? —10 (u + v) + 28} + 201 + 276 
+ @+3 {21 + 3B — 2w (u EECH 
Der Ausdruck für e zeigt, dass zwei Flächen zweiter Ord- 
nung immer nur entweder eine einfache, oder eine stationäre 
Berührung haben können, wenn nicht ihre Durchschnittscurve 
eine uneigentliche Curve ihrer Ordnung werden soll. Für 


H4 cmd. Е, L0 
und 
, CES NEED Б=та 
sind 
8m 09, 45 goe3:6; 24 5 къ 8,055 0 m 4,4% 
220,9; Was dir 0,.5. 


Andere Fälle sind nicht möglich, 

Wir können so eine Grenze der Zahl von Punkten er- 
halten, in welchen zwei Flächen sich berühren kön- 
nen, wenn ihre Durchschnittscurve nicht in Gurven 
niedrigerer Ordnungen zerfällt; denn wir haben nur die 
Zahl scheinbarer Doppelpunkte von der Maximalzahl der Doppel- 
punkte zu subtrahieren, welche eine Curve vom Grade wv haben 
kann. 

Jene ist aber durch 

w (u—1) (0—1) 
2 , 
diese durch 
(uv — 1) (wv— 2) 
аар Рт 
ausgedrückt; ihre Differenz, d. h. die Maximalzahl der aus Be- 
rührungen hervorgehenden Doppelpunkte, ist also 


LA o Арт. Cc 
, 2 
für S == 2 also — 1; 
für и = 0 = 3. » == 10; 
für BER) vM EM. 


83. Wir wollen nun zeigen, dass wenn die Durch- 
schnittscurve zweier Flächen in zwei einfachere Curven 
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zerfällt, die Characteristica dieser Curven so verbun- 
den sind, dass aus den bekannten der einen die der 
anderen gefunden werden kónnen. 

Es ward im Artikel 81 bewiesen, dass die Punkte der 
Durchschnittscurve, welche zu den durch einen gegebenen Punkt 
gehenden ,, Linien durch zwei Punkte** gehóren, den Durchschnitt 
dieser Curve UV mit einer Fläche von der Ordnung (ш — 1) (v — 1) 
bilden. Setzen wir nun voraus,. dass die Durchschnittscurve in 
zwei Curven von den Ordnungen m und m’ zerfällt, so dass 


m + m’ = uv 


ist, so müssen die zwei Punkte in irgend einer von jenen Linien 
entweder beide der Curve m oder beide der Curve m’, oder es 
muss der eine jener, der andere dieser angehören, Sei die Zahl 
der Linien durch zwei Punkte in der ersten Curve A, in der 
zweiten 4, und bezeichne Æ die Zahl der Linien, welche je 
einen Punkt in jeder der Curven haben, oder mit anderm Aus- 
druck die Zahl der scheinbaren Durchschnittspunkte 
beider Curven. Indem wir dann die Punkte betrachten, in denen 
jede der beiden Curven die Fläche von der Ordnung (u —1) (v— 1) 
schneidet, erhalten wir offenbar die Gleichungen 


m (a —1) (v—1) = 2^ + H, m (y —1) (v—1) = 2K + H; 


also 
2 (h — M) = (тт) («—1) (v— 1). 

Wenn also m und A bekannt sind, so können m’ und A ge- 
unden werden. Um ein Beispiel zu nehmen, welches wir früher 
discutiert haben, denken wir den Durchschnitt zweier Flächen 
zweiten Grades aus einer geraden Linie, für welche m == 1, K= 0 
ist, und einer Curve dritter Ordnung bestehen, also » — 3, und 
finden aus der vorher geschriebenen Gleichung A == 1. 

84. In gleicher Art ward im Artikel S0 bewiesen, dass der 
Ort der Punkte, für welche die Durchschnittslinie der in Bezug 
auf U und У genommenen Polarebenen eine willkürlich gewählte 
Linie schneidet, eine Fläche von der Ordnung (и + v — 2) ist. Die 
erste Curve schneidet diese Fläche in den / Punkten, in welchen 
die Gurven m und m’ sich durchschneiden, weil U und У sich 
iu diesen Punkten berühren, und in den r Punkten, für welche 
die Tangenten der Curve die gegebene Linie schneiden. Man 
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hat dann 
m (u +v — 2) =r +t, т (а о 2) = 41, 
(т — т) (u +v — 2) = ғ r, 
eine Gleichung, welche leicht als aus der des letzten. Artikels 
hervorgehend bewiesen werden kann. 

Der Durchschnitt der. concentrischen Kegel, welche über den 
Curven m, m’ stehen, wird gebildet von den £ Linien nach den 
wirklichen Durchschnittspunkten der Gurven und den 7 Linien, 
die den scheinbaren Durchschnittspunkten entsprechen; und die 
Gleichung 

H 4 1 = mw 
wird leicht durch die Werthe bestätigt, die eben für Æ und 4 
gefunden worden sind, indem man erinnert, dass auch die Re- 
lationen gelten 
m = uv—m, т = т (т — 1) — 2A. 

85. Nachdem nun die zur Anwendung kommenden Principien 
begründet sind, wenden wir uns zur Aufzählung der verschiede- 
nen Species von Curven der vierten Ordnung. 

Jede doppelt gekrümmte Curve vierter Ordnung 
liegt auf einer Fläche zweiten Grades. Denn die durch 
neun Punkte der Curve bestimmte Fläche zweiten Grades muss 
nach Artikel 69 die Curve vollständig enthalten. Aber es ist 
nicht allgemein wahr, dass durch eine solche Curve eine zweite 
Fläche zweiten Grades beschrieben werden kann. Es giebt daher 
zwei Hauptfamilien von Curven vierten Grades, näm- 
lich diejenigen, welche Durchschnittscurven zweier 
Flächen zweiten Grades sind, und die andern, durch 
welche nur eine Fläche zweiten Grades gelegt werden 
kann.*) 

Wir beginnen die Betrachtung mit den Curven der ersten 
Familie. 

Die Charactere der Durchschnitiscurve zweier 
Flächen zweiten Grades, die sich nicht berühren, sind 
nach Artikel S0 
we Lë ee m 18, ee 16, 

y —8, g = 38, А = 2, 


*) Die Existenz dieser zweiten Familie von Curven vierten Grades 
ward zuerst in der vorher angezogenen Abhandlung bewiesen. 
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Mehrere von diesen Resultaten können unabhängig begründet 
werden. So haben wir im Artikel 160 des I. Bandes die Gleich- 
ung der abwickelbaren Fläche gegeben, welche durch die Tan- 
genten der Curve gebildet wird, und die vom achten Grade ist; 
eben dort ist auch bewiesen, dass die abwickelbare Fläche in 
jeder der vier Flächen des gemeinschaftlichen sich selbst conju- 
gierten Tetraeders eine Doppellinie von der vierten Ordnung hat; 
in Folge dessen ist а == 16.*) 

Jede von diesen Curven vierter Ordnung geht durch die vier 
Punkte der Raumcurve, in denen sie von Erzeugenden desjenigen 
die Curve enthaltenden Kegels zweiten Grades berührt wird, des- 
sen Spitze der Pol ihrer Ebene ist. Die entsprechenden Berüh- 
rungsebenen desselben sind die stationären Osculationsebenen der 
Curve. 

Ferner ist im Artikel 160 des 1. Bandes gezeigt worden, 
dass die Gleichung der Osculationsebene von der Form S'U — SF 
ist, wenn U und У die Tangentenebenen zu U und У in dem 
Punkte bezeichnen; sie enthält die Coordinaten des Berührungs- 
punktes im dritten Grade. 

Wenn dann gefordert wird, durch irgend einen angenom- 
menen Punkt eine Osculationsebene zu legen, so sind die Berüh- 
rungspunkte durch die Durchschnitte der Curve UF mit einer 
Fläche vom dritten Grade bestimmt, und die Aufgabe nimmt da- 
her zwölf Auflösungen an, d. i, man hat » — 12. 

Endlich ist offenbar jede gerade Erzeugende einer die Curve 
enthaltenden Fläche zweiten Grades eine ,,Linie durch zwei Punkte“ 
(Artikel 73); und da wir durch einen beliebigen Punkt eine Fläche 
zweiten Grades von der Familie U + АУ = 0 beschreiben können, 
so sind die beiden durch diesen Punkt gehenden geradlinigen 
Erzeugenden derselben zwei „Linien durch zwei Punkte‘, d. i. 
А0: 

Die „Linien durch zwei Punkte“ können überdiess durch 
folgende Construction gefunden werden, deren Begründung leicht 
zu erkennen ist: Man legt durch den gewählten Punkt 0 und 
durch die Durchschnittslinie seiner Polarebenen in Bezug auf die 


*) Es hätte auch ausgesprochen werden mögen, dass die zweien 
Flächen zweiten Grades gemeinschaftlich umschriebene abwickelbare 
Fläche einen Kegelschnitt in jeder der Hauptebenen als Doppellinie 
hat; siehe Band I, Artikel 158. Die Zahl y = 8 geht daraus hervor. 
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beiden Flächen zweiten Grades eine Ebene; sie bestimmt mit der 

Curve vierter Ordnung vier Punkte, welche in zwei sich in 6 

durchschneidenden geraden Linien liegen. 

І Eine Curve dieser Art wird nach Band І, Artikel 120 durch 
acht Punkte bestimmt. 

86. Wenn zweitens die beiden Flächen zweiten Gra- 
des sich berühren, so besitzt nach Artikel 82 der über der 
Curve stehende Kegel eine Doppelkante mehr als im ersten Falle 
und die abwickelbare Fläche ist von einem um zwei Einheiten 
niedrigerem Grade. 

Also hat man 

a4. Umm £6. ETF == 4 
prom; gesi y 34. 

Die Doppelcurve sechster Ordnung wird von zwei ebenen 
Curven dritter Ordnung gebildet, die in den Polarebenen der 
Spitzen der beiden Kegel zweiten Grades liegen, welche die Curve 
enthalten — abgesehen von demjenigen, welcher aus dem Doppel- 
punkt beschrieben ist und dessen Polarebene natürlich durch 
diesen selbst geht; jede derselben begegnet der Curve in zwei 
Punkten, denen als zugehörige Tangentenebenen des Kegels sta- 
tionäre Ebenen entsprechen. 

Drittens können sich die Flächen zweiten Grades 
in einem stationären Punkt berühren, und wir haben 
Mh oum, uS. gum um2 4-1, 
RB. 22, y —92. 

Die Ebene des Doppelkegelschnitts ist die Polarebene des 
Scheitels von dem einzigen Kegel zweiten Grades, der, ausser 
dem vom Rückkehrpunkt bestimmten, die Curve enthält; der 
Kegelschnitt schneidet die Curve in dem der stationären Ebene 
entsprechenden Punkte. 

Diess System kann als die Enveloppe von 

at + 6c? + 4dt 4+ e = 0 
angesehen werden, wo £ einen veränderlichen Parameter bezeich- 
net.*) Die Enveloppe ist 
(ае + 3c"? — 27 (ace — ай — с?)?, 
welche in entwickelter Form den allen Gliedern gemeinschaft- 


*) Diese Bemerkung verdankt der Autor A. Cayley. 
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lichen Factor o auszuscheiden gestattet und sich so auf den fünf- 
ten Grad reduciert, Die Cuspidalkante ist der Durchschnitt von 
ae + 3c? — 0 mit 4ce — 3d? — 0. 

Weil ein Kegel vom vierten Grade nicht mehr als drei Dop- 
pelkanten haben kann, so können zwei Flächen zweiten Grades 
sich nicht in mehr als einem Punkte berühren, ohne dass ihre 
Durchschnittscurve in einfachere Curven zerfällt. Wenn sie sich 
in zwei Punkten derselben geraden Erzeugenden berühren, so ist 
dieselbe nothwendig den Flächen gemeinschaftlich, und der Durch- 
schnitt zerfállt in eine gerade Linie und eine Curve dritter Ord- 
nung. Wenn sie sich in zwei Punkten berühren, die nicht der- 
selben Erzeugenden angehören, so zerfällt die Durchschnittscurve 
in zwei ebene Kegelschnitte, deren Ebenen sich in der geraden 
Verbindungslinie jener Punkte durchschneiden. 

87. Wir erinnern hier an die am Schlusse des Artikel 60 ge- 
machte Bemerkung von der Erzeugung der abwickelbaren Flächen 
durch die gemeinschaftliche Berührungsebene zweier Directrixen; 
sie ist schon bei dem System dritter Ordnung bestätigt worden 
(Art, 78), und wir wollen hier das der vierten Ordnung im Rückblick 
auf Artikel 160 des ersten Bandes nach Massgabe derselben Idee 
kurz betrachten. Wir fügen so zu dem Vorigen die reciproken 
Gesichtspunkte. 

Denken wir zwei Kegelschnitte %, E: in parallelen Ebenen, be- 
zogen auf ein Coordinatensystem aus der Ebene des ersten und 
den Ebenen der parallelen conjugierten Durchmesser b, c und H. c 
bei dem in der Achse der æ gemessenen Abstande а von beiden, 
und sind &, a, & E, 7, E die Coordinaten der derselben „Linie 
des Systems“ angehórigen Punkte der Directrixen, so hat mau 


р=о, Җ + =: к=, Ж + =: 
der Parallelismus der Tangenten fordert 
e. eg 
WU f Iu 


und die Gleichungen der Linien des Systems sind 


H 


Dort == TA 2 == == tese -— bs 
also für z — 0 


(E — 0 y = 1 — 16, (Е — 0 а =.— а 
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Die Elimination von N її, 6, & zwischen diesen Gleichungen 
liefert 


a? г? (ж — а)? 
2 ud TUE, xen 8 . 
rv vto Eu 
und àhnlich 
a? 2° (= — а)? 
e$ WA Ten APP GR IN 


Diese Curven sind Doppeleurven der Fläche, wie die Direc- 
trixen selbst und können zugleich als Kegelschnitte durch &,, A, 
bezeichne twerden. Sie liegen in den Ebenen der parallelen con- 
jugierten Durchmesser der ersten und haben ihre Centra in der 
Verbindungslinie der Centra von jenen, etc. Man hat die Abscisse 
des Centrums von A, und die halben Längen der den Achsen a 
und y parallelen conjugierten Durchmesser 

ас? ; vice? $1 ENT — d 
KE сете ПР "gas. бает" рес 

Die Gleichungen der Linie des Systems zeigen leicht, dass 
das Doppelverhältniss der vier Punkte constant ist, welche eine 
solche mit den vier Doppelcurven der abwickelbaren Fläche ge- 
mein hat. Wenn die zwei Kegelschnitte %,, %, concentrisch sind, 
so liegt eine der Doppelcurven im Unendlichen, während die 
letzte gleichfalls mit jenen concentrisch ist und das besagte Dop- 
pelverhältniss verwandelt sich in ein einfaches Verhältniss. 

Die Ebene i 

Ax + By + 0z = 1 
ist eine Ebene des Systems, wenn sie die Tangenten der Directri- 
xen in zwei Punkten derselben Linie des Systems enthält, also für 


1 ( А т) m EHE 
EZ pu Zeg ug a 
Eine Fläche zweiter Ordnung, deren Centrum der Achse 2 
angehört 
(к — a)? э f ta 
— ui an re Leg 1 
berührt diese Ebene für 
£ (%— а) + Bu + C. + 24, —1 = 0. 
Die Elimination von 2, »/, £ aus dieser Gleichung mit Hilfe 
des Früheren liefert die Bedingungen, unter welchen alle Ebenen 
des Systems diese Fläche zweiter Ordnung berühren, in der Form 
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А а а, ш S Tus t: 


c 
m er 


а — 
m = 


und ihre Einführung in die Gleichung der Fläche zweiter Ordnung 
die allgemeine Gleichung der Flächen zweiter Ordnung, welche 
der Abwickelungsfläche eingeschrieben sind, 


(ж — 2, ay* e az? 1 
x — ac, жү (62—102) + ab? ac dito € 
Ordnet man diese Gleichung nach avs von a, 
Ax? + Ba + Ca LD = 

з. „Ж Ki — p : p? — b?) ( ^ c? 
o CHER и Ec zZ — l H ST а), 

УИК, (о/а Thug NA. T 
В SR LRL m + (дс? — c?) y? + (2b? — 6°) z? 

ip ya ep 
b*c* + be - 20? (Ba — a); 
a 

KÉ 202 — 90% 
2 = pagre fan д а2 — ac*y* — ab?z? — 0° (дж — а), 
D = weg, 


so liefert die Elimination von æ, zwischen ihr und der derivierten 
Gleichung 

Зла? + 2Ва 4 C = 0 
in der Form 

27 A*D* — 184BCD — DO + AB?D + ACA = 
die Gleichung der abwickelbaren Fläche, vom achten Grade. 

Die Rückkehrkante derselben ist durch 

— 340 = 0, ©? — 3BD = 0 
dargestellt. 

Verschiedene bekannte Resultate lassen sich hiermit verbin- 
den, z. B. dass die Pole einer beliebigen Ebene in Bezug auf 
alle der Abwickelungsfläche eingeschriebenen Flächen zweiter Ord- 
nung in einer geraden Linie liegen; dass jede solche eingeschrie- 
bene Fläche mit ihr acht gerade Linien, vier von jedem System 
der Erzeugenden, gemein hat. 

Wenn die dritte Directrix die Ebene der ersten berührt, so 
hat man 

Salmon, Anal, Geom. d, Raumes. IH. 8 
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ni y, 
und die zweite der Directrixen deckt die erste von ihnen шй 
die vierte berührt gleichfalls die Ebene der ersten. Man hat 

@ c0) AES 
d. h. alle die eingeschriebenen Flächen berühren einander und 
die Ebene der vereinigten Directrixen im Anfangspunkt. Man 
findet 


E г— g—w» 
A=—— y’? ——.’+2 ;— cu, 

p” А р p 

2.» d A am. p? 
Ly e 7 ca? + ey? + br? — 2 rar ein, 


2. әрә 
С = Cc, 6 es і Ha, 


D = ber, 

und kann die allgemeine Gleichung der Fläche danach modificieren. 
Da eine zweite eingeschriebene Fläche zweiten Grades im allge- 
meinen Fall durch ihre Parameter 4, w, v und den Abstand 
Za, ihres Centrums von dem der ersten Fläche mittelst der 
Formeln 


pi os ge at (02 — 03), 
y? =. — = + SC (c? Зз) 


bestimmt ist, so gehen umgekehrt aus den Gleichungen zweier 
solcher eingeschriebenen Flächen die Charactere der Abwickelungs- 
Näche hervor. Die Flächen unterliegen. dabei der Bedingung, 
dass die der Verbindungslinie ihrer Centra conjugierten Diametral- 
ebenen einander parallel sind; aber durch die Bildung eines 
centralcollinearen Systems erhalten wir ohne Veränderung der Re- 
sultate den allgemeinen Fall; die vier Doppellinien zweiten Gra- 
des in der abwickelbaren Fláche liegen in Ebenen, deren jede 
in Bezug auf beide gegebene Flächen den Durchschnittspunkt der 
drei übrigen zum Pol hat. 

Denkt man sich die beiden gegebenen Flächen als confocal, 
also concentrisch, von gleichen Achsenrichtungen und denselben 
Brennpunkten der Hauptschnitte, so findet man, dass die umge- 
schriebene Abwickelungsfläche den imaginären Kreis in der un- 
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endlich entfernten Ebene zu einer Doppelcurve hat. (Vgl. Band I, 
Artikel 156 f.) 

8S. Diese Umhüllungsfläche entspricht der räumlichen Curve 
vierter Ordnung, welche aus dem Durchschnitt zweier Flächen zwei- 
ten Grades hervorgeht, nach dem Gesetze der Reeiproeität. Die 
Eigenschaften der einen liefern daher auch Eigenschaften der 
andern. 

Die Rückkehrkante dieser Fläche ist von der Ordnung 12 
und der Klasse 4. Da die Fläche selbst von der achten Ordnung 
ist, so wird ihr Durchschnitt 16'° Ordnung mit einer eingeschrie- 
benen Fläche zweiten Grades von jenen 8 Erzeugenden und der 
doppelt zählenden Berührungscurve Aer Ordnung zwischen beiden, 
die auch von jenen berührt wird, zusammengesetzt. 

Der betrachteten Erzeugung durch zwei Kegelschnitte gemäss 
wird jeder der vier Kegelschnitte von vier Erzeugenden der Fläche 
berührt, ihre Berührungspunkte sind stationäre Punkte der Fläche. 
Die Ebenen, welche durch die von demselben Punkt eines Kegel- 
schnitts ausgehenden Erzeugenden paarweis bestimmt sind, um- 
hüllen den aus dem Pol seiner Ebene beschriebenen Kegel Ae 
Klasse. Der ebene Querschnitt der Fläche ist von der Ordnung 8, 
der Klasse 4, und besitzt S Doppelpunkte, 12 Rückkehrpunkte, 
2 Doppeltangenten. Der Kegel, der aus einem Punkte der Rück- 
kehrkante der Fläche von den durch ihre Erzeugenden bestimm- 
ten Ebenen umhüllt wird, ist von der Klasse S und der Ord- 
nung 12 und hat 4 Inflexionstangentenebenen, 16 Rückkehrtan- 
gentenebenen, 16 Doppeltangentenebenen und 38 Doppelkänten. *) 

Den beiden speciellen Fällen der Curve vierter Ordnung ent- 
sprechen specielle Fälle der umgeschriebenen Abwickelungsfläche; 
sie entspringen aus der einfachen und der stationären Berührung 
der dirigierenden Flächen. Die erstere ist von der Ordnung und 
Klasse 6, zeigt ebene Schnitte derselben Art mit 4 Rückkehr- 
punkten und Inflexionstangenten und 6 Doppelpunkten und Dop- 
peltangenten. 

Die andere ist von der Sien Ordnung und der Air Klasse, 
hat eine Inflexionserzeugende, eine Rückkehrkante Ar Ordnung (С) 


*) Von den Curven vierter Ordnung aus zwei Flächen zweiten 
Grades und den entsprechenden abwickelbaren Flächen hat Chasles 
gehandelt in „Comptes rendus“, t. LIV. p. 317, 418, 715. 


8* 
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mit einem stationären Punkte (a), die von jener Inflexionskante 
in b berührt werde, und eine Doppelcurve 21° Ordnung. Schnei- 
det die Inflexionserzeugende dann die dem Punkte а entsprechende 
Ebene des Systems C in c, und die Erzeugende der Fläche aus a 
die durch b gehende Ebene des Systems C in d, so ist abcd ein 
Tetraeder, dessen Flächen acd und bcd Tangentenebenen und 
dessen Kanten ad, bc Erzeugende der abwickelbaren Fläche sind. 

Jede Erzeugende der Fläche schneidet eine andere, und 
man kann sie, wie die zugehörigen Berührungsebenen der Fläche 
und die zugehörigen Berührungspunkte der Rückkehrkante als 
conjugierte Linien, Ebenen und Punkte respective bezeichnen. *) 

Die geraden Verbindungslinien conjugierter Punkte gehen 
durch c und bilden einen die Rückkehrkante doppelt berühren- 
den Kegel zweiten Grades. Denselben Kegel umhüllt die Ebene 
zweier conjugierter Geraden; dabei beschreibt der Durchschnitts- 
punkt derselben in der Ebene abd den Doppelkegelschnitt der 
Fläche; derselbe wird von der Durchschnittslinie conjugierter 
Ebenen umhüllt.**) Das Ebenenbüschel, welches die Paare con- 
jugierter Punkte mit der Kante ad bestimmen, ist involutorisch 
und acd, abd sind seine Doppel- oder Brennebenen; dieselben 
Ebenen bilden in der Inflexionserzeugenden be eine Involution 
von den Doppelpunkten b und c. 

Dass die Fläche die abwickelbare Umhüllung zweier Kegel- 
schnitte ist, die einen gemeinschaftlichen Punkt haben und von 
denen der eine die Durchschnittslinie ihrer Ebenen berührt, folgt 
aus dem Vorigen. 

89. Wenn eine Curve vierter Ordnung nicht der Durchschnitt 
zweier Flächen vom zweiten Grade ist, so muss sie der theil- 
weise Durchschnitt einer Fläche zweiter und einer 
Flàche dritter Ordnung sein. Wir haben bereits gesehen, 
dass sich eine Fläche zweiten Grades immer durch die Curve 
legen lässt; wenn wir alsdann durch dreizehn Punkte in ihr und 
durch sechs andere, welche nicht in der nämlichen Ebene liegen 
dürfen,***) eine Fläche dritter Ordnung beschreiben, so muss 


*) L. Cremona, „Comptes rendus“, t. LIV, p. 604. 

**) Wie sich darauf ein System geometrischer Verwandtschaft griin- 
den lüsst, vergleiche man in der interessanten Ausführung a. a. O. 

"**) Diese Einschränkung ist deshalb nothwendig, weil sonst die 
Flüche dritter Ordnung aus einer Ebene und einer Flüche zweiten Gra- 
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dieselbe die gegebene Curve vollständig enthalten. Der Durch- 
schnitt dieser cubischen mit der vorher bestimmten quadratischen 
Fläche muss die gegebene Curve vierter Ordnung in Verbindung 
mit einer Linie zweiten Grades sein, und die scheinbaren Doppel- 
punkte der beiden Curven sind durch die Relation A — A = 2 
verbunden, wie man durch Einsetzung der Werthe 

wes Ai э ==, Ee 30и 9 
in die Formeln des Artikel 83 erkennt. Wenn die Linie zweiten 
Grades eine ebene Curve ist, d. h. ein Kegelschnitt oder ein 
Paar sich schneidende gerade Linien, so ist A — 0 und daher 
h = 2; die Curve vierter Ordnung ist somit eine von der vorher 
besprochenen Art, welche zwei scheinbare Doppelpunkte besitzt. 
Es ist ausserdem leicht zu erkennen, dass immer, wenn eine 
cubische und eine quadratische Fläche eine ebene Curve gemein 
haben, durch den übrigen Theil der Durchschnittscurve eine 
zweite quadratische Fläche gelegt werden kann; denn die Gleich- 
ungen der Flächen sind respective von den Formen 

Zw == Wu, 20, = UT; 
sie durchschneiden sich also in 
94 == 2010. 

Wenn dagegen die quadratische und die cubische 
Fläche zwei gerade Linien gemein haben, die nicht 
in derselben Ebene liegen, so bilden diese ein System mit 
einem scheinbaren Doppelpunkt, weil durch jeden Punkt eine 
beiden Geraden gemeinschaftliche Transversale gezogen werden 
kann. Weil somit A — 1, so ist k = 3, d. h. diese Curven 
vierter Ordnung haben drei scheinbare Doppelpunkte 
und sind daher wesentlich von den vorher discutierten verschie- 
den, welehe deren nicht mehr als 2 haben kónnen. 

Die numerischen Charactere dieser Curven sind genau die 
nàmlichen, wie die der ersten Species in Artikel S6, da der über 
einer solchen Curve stehende Kegel drei Doppelkanten besitzt, 
und der Unterschied besteht nur darin, dass eine der Doppel- 


des bestehen könnte, So kann, wenn eine Curve fünfter Ordnung 
in einer Fläche vom zweiten Grade liegt, nicht bewiesen werden, dass 
eine von jener verschiedene Flüche dritter Ordnung die gegebene Curve 
enthalten könne; siehe „Cambridge and Dublin Mathematical Journal“, 
Vol. V, р. 27. 
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kanten in dem einen Falle aus einem wirklichen Doppelpunkte 
hervorgeht, während sie im anderen ebenso wie die übrigen aus 
einem scheinbaren Doppelpunkte entspringt. 

Diess System von Curven vierter Ordnung ist das reciproke 
von dem durch die Enveloppe von 

alt + 4509 + 6c? + Ай + e = 0 

gegebenen. Diess letztere System hat ausser seiner Cuspidalcurve 
der sechsten Ordnung noch eine Nodalcurve oder Knotenlinie der 
vierten Ordnung, welche von der jetzt behandelten Art ist. Um- 
gekehrt ist die Doppelcurve unseres Systems von der Ordnung 6. 
Sie bestimmt in der Rückkehrkante die 4 Punkte, denen statio- 
näre Ebenen entsprechen; ausser diesen existieren 4 Schnittpunkte 
beider Curven, welche für die Doppelcurve stationär sind. 

Es wird wie im Artikel 73 bewiesen, dass diese Curven vier- 
ter Ordnung durch alle diejenigen Erzeugenden der durch sie 
möglichen quadratischen Fläche in drei Punkten geschnitten wer- 
den, welche mit den geraden Linien von demselben System sind, 
die beiden Flächen gemeinschaftlich angehören; dass sie aber von 
den Erzeugenden des jedesmaligen andern Systems immer in nur 
einem Punkte geschnitten werden. Daraus folgt, dass das Dop- 
pelverhältniss von vier Ebenen, welche durch vier 
Punkte der Curve und eine jener sie dreifach schnei- 
denden Erzeugenden bestimmt sind, von der Lage die- 
ser letzteren unabhängig ist. 

Der über der Curve stehende Kegel, welcher zugleich einen 
ihrer Punkte zum Scheitel hat, ist dann ein Kegel dritten Grades 
mit einer Doppelkante, welche eine der beiden durch den Scheitel 
gehenden Erzeugenden der quadratischen Fläche ist, die durch 
die Curve gelegt werden kann. 

Während so eine beliebige Curve dritter Ordnung als die Pro- 
jection des Durchschnitts zweier quadratischen Flächen angesehen 
werden kann, können Curven vierter Ordnung, welche dieser zwei- 
ten Familie angehören, nur in Curven dritter Ordnung mit einem 
Doppelpunkt projiciert werden. Die Fläche zweiten Grades kann 
als die Fläche betrachtet werden, welche durch die sämmtlichen 
„Linien durch drei Punkte“ der Curve erzeugt wird, 

Da die Linien dritter Ordnung mit Doppelpunkt 3 Inflexions- 
punkte in einer Geraden haben, welche die harmonische Polare 
des Doppelpunktes in Bezug auf das Dreieck der Inflexionstangenten 


http://rcin.org.pl 


> Ж ` A 


ist (Art. 74), so gehen durch einen beliebigen Punkt unse- 
rer Curve 3 Ebenen ihres Systems, deren Berührungs- 
punkte mit dem gegebenen in derselben Ebene liegen, 
welche die harmonische Polare der durch den gege- 
benen Punkt gehenden dreifach schneidenden Erzeu- 
genden in Bezug auf die dreiseitige Ecke jener Ebenen 
des Systems ist. 

Aus dem Gesagten ist endlich offenbar, dass jede Curve 
vierter Ordnung, welche drei scheinbare Doppelpunkte 
hat, als der Durchschnitt einer Fläche zweiten Gra- 
des mit einem Kegel dritten Grades betrachtet wer- 
den kann, für welchen eine der Erzeugenden der Fläche 
zweiten Grades eine Doppelkante ist. 

90. Cayley hat bemerkt, dass es móglich ist, durch acht 
Punkte eine Curve vierter Ordnung von dieser zweiten 
Familiezu beschreiben. Das Problem erfordert, dass wir durch 
die acht Punkte einen Kegel dritten Grades legen, welcher einen von 
ihnen zum Scheitel hat und eine Doppelkante besitzt, welche zugleich 
eine Erzeugende einer durch diese acht Punkte gehenden Fläche 
zweiten Grades ist. Nun ward im Artikel S5 bewiesen, dass wenn 
ein System von Flächen zweiten Grades durch acht Punkte ge- 
legt wird, alle durch irgend einen dieser Punkte gehenden Er- 
zeugenden seiner Flächen in einem Kegel dritten Grades liegen, 
welcher durch die von denselben acht Punkten bestimmte Curve 
vierter Ordnung von der ersten Familie hindurchgeht. Wenn sodann 
S = 0, 8 = 0, S"— 0 drei eubische Kegel sind, welche den näm- 
lichen Scheitel besitzen und durch sieben andere Punkte gehen, so 
ist AS + uS + vS” = 0 der allgemeine Ausdruck für einen diesel- 
ben Bedingungen erfüllenden Kegel, und wenn derselbe eine Dop- 
pelkante haben soll, so geht 

dS dS as” 
$ de T dæ ER de 
durch diese Kante. Wenn man daher A, u, v zwischen den drei 
Differentialen eliminiert, so ist der Ort der Doppelkanten der 
Kegel vom sechsten Grade 
dS (dS | dS" dS" dS 
Eee se ate 

Der Durchschnitt dieses Kegels vom sechsten Grade mit dem 

andern vom dritten Grade bestimmt gerade Linien, durch deren 
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jede eine Kegelfläche zweiten und eine Kegelflache dritten Grades 
beschrieben werden kónnen, welche die vorgeschriebenen Bedingun- 
gen erfüllen. 

Man wird endlich bemerken, dass die geraden Linien, welche 
den angenommenen Scheitel mit den sieben andern Punkten ver- 
binden, einfache Kanten eines dieser Kegel und Doppelkanten des 
andern sind, und dass sie, mit vierzehn Durchschnittslinien gleich- 
werthig, der Auflösung des Problems fremd sind. In Folge des- 
sen können vier Curven vierter Ordnung von der zwei- 
ten Familie durch die gegebenen Punkte beschrieben 
werden. *) 

91. In der Ausdehnung dieser Classification auf Curven hóherer 
Ordnungen liegt keine wesentliche Schwierigkeit. 

Die Curven fünfter Ordnung bestehen aus drei Familien, 
welche vier, fünf oder sechs scheinbare Doppelpunkte besitzen, 
während die erste Familie überdiess einen oder zwei, und die zweite 
einen wirklichen Doppelpunkt oder Cuspidalpunkt haben kann. 

Curven Sie Ordnung im Raume entstehen nämlich zuerst als 
theilweiser Durchschnitt einer Fläche zweiter und 
einer Fläche dritter Ordnung, welche eine Gerade ge- 
mein haben. Ist dieselbe durch 

2 == 0; "ver 
dargestellt, so sind 
zw — yz == 0 
und zyV—yU-—90 
die Gleichungen dieser Flächen für 
E == 0, ud H == 0 
als Gleichungen von Flächen zweiten Grades. Daraus erhellt, dass 
die Curve auch auf der Fläche dritter Ordnung 
zV — wU = 0 
gelegen ist, welche mit jener die Curve vierter Ordnung 
nm. wn 
gemein hat. 

Die Curve hat 4 scheinbare Doppelpunkte, kann also 0, 1, 2 
Doppel- oder Rückkehrpunkte besitzen, so dass man drei Klassen 
derselben erhält. 


*) Die Theorie dieser Curven ist ausführlich dargestellt von L. Cre- 
mona in „Annali di Matematica*! t. IV p. 71 f. 
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Setzt man voraus, dass 
V — yU = 0 uud zw» — yz = 0 
noch eine zweite Erzeugende desselben Systems gemein haben, so 
erhält man statt der Curve Dier Ordnung eine Curve Arer Ordnung 
zweiter Art. ; 

Eine Curve 5'" Ordnung entsteht ferner als Durchschnitt 
einer Fläche 2'" Grades mit einer Fläche Aer Ordnung, 
die mit ihr 3 Erzeugende desselben Systems gemein 
hat. Ist jene durch 

zu — yz = 0 
und sind die Erzeugenden durch 
с — ly = 0, Ао —– 2 = 0; &— ру = 0, шо —2— 0; 
g — Уу =0, w—z=0(0 

dargestellt, so ist die Gleichung der Fläche vierter Ordnung eine 
nach (ж — Ау), (à — 2); (x—uy), (uw— z); etc. lineare Function, 
deren Coefficienten lineare Functionen der Veränderlichen sind. 
Diese Curve hat 6 scheinbare Doppelpunkte. 

Sie entsteht dann als Durchschnitt zweier Flächen drit- 
ter Ordnung, die eine Curve dritter Ordnung und eine 
sie nicht schneidende Gerade gemein haben. Wenn hierbei 
D. 9, т, $, t, и, P, Ọ lineare Functionen der Coordinaten und 
a, B, y, «', В’, у lineare Functionen von P, 0, d. i. «== 0, В = 0,... 
die Gleichungen von sechs die Gerade (P, 0) enthaltenden Ebenen 
bezeichnen, so haben die Flächen dritter Ordnung 


|р, s, «| p,s,« 
Ig, 2, Bí = 0, |9, t, В| — 0 
| f, u, y ғ, и, у 


ie Curve dritter Ordnung 


р, 4r 
15, f, и 


= 0 


und die Gerade (P, 0) gemein und ihr übriger Durchschnitt ist 
die bezeichnete Curve 5'* Ordnung. Sie besitzt 6 scheinbare 
Doppelpunkte. 

Sie wird endlich erhalten als partieller Schnitt zweier 
Flächen dritter Ordnung, welche eine Curve 4!" Ord- 
nung zweiter Art mit einander gemein haben. Wenn 
man die letztere als Schnitt einer Fläche äer und 3'* Ordnung 
annimmt, die die Geraden 
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х= 0, y20;'2z 2, 9 
gemein haben, so sind 
xw — yz = 0, (0 = 0), 
ах + byz + caw + dyw = 0, (У = 0), 
wo a, b, c, d lineare Functionen der Coordinaten sind. 
Denn für 
V = (ax + by) = + (cæ + dy) w 
U= — yz + zw 
erhält man 
€V + (cæ + dy) U = z {аа? + (b + с) ху — ap}; 
und für V = (az + cw) e + (bz + dw) у 
U= we — zy - 
zV + (bz + dw) U = «æ (az + (b ed zw + аи?) 
und sieht somit, dass den Voraussetzungen 
U=0, V= 0 
die Gleichungen 
ax? + (b + с) ху — d? = 0, 
a? + (b + с) zw + dw? = 0 
entsprechen, so dass sich die Flächen U, V in der Curve vierter 
Ordnung zweiter Art und den Geraden 2 = у = 0; 2 = w == () 
schneiden, von denen die Flächen 
ча? + (b + e) ау — dy! = 0, 
az? + (b + c) zw + ди? = 0 
nur je eine, die erste und zweite, enthalten. Ihr übriger Durch- 
schnitt ist eine Curve der betrachteten Art. 

Da diese Flächen je eine doppelte Gerade enthalten, so sind 
sie Regelflächen. Die Curven dieser Art haben 5 scheinbare Dop- 
pelpunkte, erscheinen aber verschieden, je nachdem sie andere 
Singularititen nicht haben, oder einen Doppelpunkt oder einen 
Rückkehrpunkt besitzen.*) 

92. Wir werden aber diesen Abschnitt schliessen, indem wir 
einige der vorher erhaltenen Resultate zur Auflösung einer Auf- 
gabe verwenden, welche sich gelegentlich derselben darbietet. 

Drei Flächen von den respectiven Ordnungen u, v, o 
haben eine gewisse Curve gemeinschaftlich; wie viele 


*) Vergl. „Cambridge and Dublin Mathem. Journ.“, Vol. V, p. 41. 
„Comptes rendus‘ t. LIV, p. 672, 
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ihrer uvo Durchschnittspunkte werden von dieser 
Curve absorbiert, oder mit anderen Worten, in wie vielen 
Punkten durchschneiden sich diese drei Flächen noch ausser der 
gemeinschaftlichen Curve? { 

Nehmen wir an, die beiden ersten Flächen durchschneiden 
sich in der allen dreien gemeinsamen Curve von der Ordnung m und 
in einer anderen ergänzenden Curve von der Ordnung (uv — m), so 
sind die Durchschnittspunkte aller drei Flächen, welche nicht der 
ersteren Curve angehóren, nothwendig in den (uv — m) o Durch- 
schnittspunkten der letzteren mit der dritten Fläche mit inbegrif- 
fen. Einige der gemeinschaftlichen Punkte aber liegen in der 
Curve m, weil im Artikel 84 bewiesen ward, dass die letztere 
Curve die Ergänzungscurve in m (u + v — 2) — r Punkten schnei- 
det. Indem wir diese Zahl von (uv — т) o abziehen, finden wir, 
dass die drei Flächen sich in 

uve — m (и + + 0—2) +r 
Punkten schneiden, welche der Curve m nicht angehören; oder 
dass die gemeinschaftliche Curve 
m(u-d-v-4doe—2)—r 
Durchschnittspunkte absorbiert. 

Auf demselben Wege lösen wir die entsprechende Aufgabe, 
wenn die gemeinschaftliche Curve insbesondere in 
der Fläche o eine Doppelcurve ist. Wir haben dann von 
der Zahl (uv — m) о die Zahl von 

2 {m (p +»—2)— r} 
Punkten zu subtrahieren und finden, dass die gemeinschaftliche 
Curve die Zahl der Durchschnittspunkte um 

m (o -- 2u + 2v — 4) — 2r 
vermindert. 

Diese Zahlen mit Hilfe der Anzahl der scheinbaren Doppel- 
punkte der Curve » ausgedrückt, sind respective 

m (@+»+о—т—1)-+ 25 
und m (0 +2u + 2v — 2m — 2) + 4h. 

93. Der letzte Artikel erlaubt uns, die Frage zu beantwor- 
ten: Wenn der eine Theil des Durchschnitts zweier 
Flächen eine Curve der mie Ordnung ist, welche eine 
Doppelcurve in einer dieser Fláchen ist, in wie viel 
Punkten durchschneidet/ sie den andern Theil der 
Durchdringungscurve? 
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So schneiden sich in dem zuletzt betrachteten Beispiel die 
Flächen ш, о in einer Doppeleurve m und einer complementären 
Curve (ug — 2m), und die Zahl der Durchschnittspunkte der drei 
Flächen wird erhalten, indem man von (ио — 2m) v die Zahl der 
Durchschnittspunkte abzieht, welche die Doppelcurve mit der 
complementären Curve bestimmt. Also -ist 

(up — 2m) v — i = we — m (0 + 2u + 2v — 4) + 2r, 
und 
t = mío + 2u — 4) — 2r. 

Wir können diese Formel prüfen, indem wir annehmen, die 
Curve m sei der vollständige Durchschnitt zweier Flächen U und V 
von den respectiven Ordnungen k und /. Alsdann ist о von der Form 
AU? + BUV + CV?, wo A vom Grade (o — 2%) ist, etc.; und 
u dst von der Form DU + EV, wo D vom Grade (u — X) ist. 

Die Durchschnitte der Doppeleurve mit der complementären 
Curve sind die Punkte, für welche eine der Tangentenebenen der 
einen von den Flüchen in einem Punkt der Doppelcurve mit der 
Tangentenebeng der anderen Fläche zusammenfällt; sie sind da- 
her die Durchschnittspunkte der Curve UV mit der Fläche 

AE? — 2 BDE + Ср", 
welche von der Ordnung 1 о+ 2u— 2 (k+ 2} ist. Die Zahl der Durch- 
schnittspunkte ist somit Ai te + 250 — 2 (к + )), welches mit 
der vorher erhaltenen Formel übereinstimmt, indem man darin setzt 
kl =m, К (К 4 1 — 9) = r. 

94. Aus dem vorigen Artikel kënnen wir endlich ableiten, 
in welcher Weise die Singularitäten einer Curve, die 
den theilweisen Durchschnitt zweier Flächen bildet 
und in der einen von ihnen eine Doppelcurve ist, mit 
den Singularitäten der complementären Curve ver- 
bunden sind. 

Die erste Gleichung des Artikel 84 hört auf anwendbar zu 
sein, weil die Fläche u + v — 2 die Doppelcurve ganz enthält; 
aber die zweite Gleichung giebt uns 
т (u + v — 2) = 21 4 r' =r + 2m (и + 2v — 4) — Ar, 
also 

4r — r' == (Әт — т) (u + v — 2) + 2m (v — 2). 

In gleicher Weise finden wir, dass die Anzahlen der schein- 
baren Doppelpunkte beider Curven durch die Relation 
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8h — IK = (2m — т) (a — 1) (v — 1) — 2m (v — 1) 
verbunden sind. 

Wenn z. B. eine Flüche zweiten Grades durch eine Doppel- 
linie einer cubischen Fläche geht, so ist der übrig bleibende 
Durchschnitt von der vierten Ordnung, vom Range sechs und hat 
drei scheinbare Doppelpunkte.*) 


Ш. Abschnitt. Nicht-projectivische Eigenschaften der Curven. 


95. Da wir in diesem Abschnitt wiederholt Anlass haben 
werden, gerade Linien zu betrachten, welche einander unendlich 
nahe sind, so erscheint es passend, dass wir damit beginnen zu 
zeigen, wie einige der im ersten Kapitel des ersten Bandes ge- 
fundenen Formeln durch die Voraussetzung der unendlichen An- 
näherung modificiert werden. Wir bewiesen (Artikel 13), dass 
der Neigungswinkel zweier Linien durch die Formel 
sin? == (соз cos у — cos В' cos у)? + (cosy cosa’ — cosy’ cosa)? 

+ (cos « cos B' — cos с cos B)? 
gegeben ist. Wenn die Linien einander unendlich nahe sind, so 
können wir für cos e substituieren (cos e + 0 cos c), etc. und 
haben sin 6 — 09, erhalten also 


66? — (cosß dcosy — cos y дсоѕ В)? + (cosy 0 cosa — cose д cosy)? 
+ (сове à cos В — cos à cosa)". 


*) Besondere Aufmerksamkeit ist den auf dem einfachen Hyperbo- 
loid und andern Regelílüchen gelegenen räumlichen Curven neuerdings 
gewidmet worden; das Coordinatensystem auf dem Hyperboloid war 
schon von Plücker (,,Crelle's Journal“, Bd. 34; 1847) erörtert, von 
Cayley („Philosophical Magazin“, Juli 1861) eine wichtige Eigenthüm- 
lichkeit der darauf bezüglichen Gleichungen entdeckt worden, als Chas- 
les in wiederholten Mittheilungen (,, Comptes rendus**, t. LII, p. 1103, 
LIII, p. 985, 1077, 1203) dieselben behandelte, Die Ergebnisse lassen 
sich mit Leichtigkeit aus der allgemeinen Theorie ableiten, welche hier 
entwickelt ist. Vergleiche besonders L. Cremona, ,,Comptes rendus‘‘, 
t. LII, p. 1319. 

Eigenthümliche Betrachtungen über die Raumeurven gab noch Cay- 
ley, „Comptes rendus“, t. LIV, p. 55, 396. Lenplo veia СЕ SI 
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Wenn die Richtungscosinus einer geraden Linie durch 
Dr gei 
tue n 

ausgedrückt sind, wo 7? + m? + л? = r? ist, so giebt die 
vorige Formel 

74092 — (món — пдт)? + (nôl — lôn)? + (дт — méi. 

Aus den Relationen 

cos? ek cos? В + соѕ? у = 1, 

cos а 0 cos « + cos B д cos В + cosy б cosy = 0 
ergiebt sich durch Quadrieren der letzteren Gleichung und Addi- 
tion derselben zu dem für 09° gefundenen Ausdruck die nützliche 
Formel i 

002 — (д cos a)? + (д cos Bj? + (д cos 7)*. 
Es ward im Artikel 14 bewiesen, dass 
cos В cos у — cos f' cos y, etc. 
den Richtungscosinus der Senkrechten zur Ebene zweier Linien 
proportional sind; wir folgern jetzt daraus, dass die Richtungs- 
cosinus der Senkrechten zur Ebene zweier auf einander folgenden 
Linien, wie sie eben betrachtet wurden, zu 
món — ndm, nôl — ln, lm — mòl 

proportional sind, wobei der gemeinschaftliche Divisor == 7200 ist. 
Endlich ist im Artikel 43 bewiesen, dass die Richtungscosinus 
der Linie, welche den von zwei geraden Linien gebildeten stum- 
pfen Winkel halbiert, proportional sind zu 


cos а — cos c, cos — cos, cosy — cos y, etc. 


Wenn also zwei Linien einander unendlich nahe sind, so 
sind die Richtungscosinus einer Geraden in ihrer Ebene und 
senkrecht zu ihrer gemeinschaftlichen Richtung proportional zu 
д cos a, д cos B, д cos y mit dem entsprechenden gemeinschaft- 
lichen Divisor 99. 

96. Wir bewiesen im Artikel 56 dieses Bandes, dass die 
Richtungscosinus der Tangente einer Curve respective gleich 

dr dy dz 

ds’ ds’ ds 
sind, weil dieselben, wenn die Curve als Durchsehnittslinie zweier 
Flächen gegeben ist, den Werthen 
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U,U', — Daf, U,U', — 030, ШШ», — U',U, 
proportional sind, wo U,, U, etc. die ersten Differentialcoefficien- 
ten bezeichnen. 

In jedem Punkte einer Curve können zu ihr unendlich viele 
Normalen gelegt werden. Zwei von ihnen sind durch specielle 
Namen unterschieden und hervorgehoben worden; nämlich die in 
dér Osculationsebene gelegene Normale, welche gewóhnlich die 
Hauptnormale genannt wird, und die zu dieser Ebene senk- 
rechte Normale, welche als normal zu zwei auf einander folgen- 
den Elementen der Curve von de Saint-Venant die Binormale 
genannt worden ist. 

Alle Normalen liegen in der zur Tangente senkrechten Ebene 

(к — a) dæ + (y — y) dy + @—) dz = 0, 
nach der einen, oder Р 
(UU, — 003) (ка) + (UU, — 030) (0—0) 
+ (U,U', — 0,0) (2 — 2) = 0 
in der anderen Bezeichnung. 
Beispiel 1. Finde die Gleichungen der Tangente von 


2 2 2 2 2 2 
а у P» d D A 
с Жый „жый ы Ыйы! Сый Байы 
Beispiel 2. Ebenso diejenigen der Тапдеше von 
y? == ах — a?, z? = а? — ах. 


Beispiel 3. Die Coordinaten des Fusspunktes der vom Anfang der Co- 
ordinaten auf eine Tangente der Curve in (c, y, 2) gefällten Normale sind 


TAL da da: dy dz 
veteri S. "ойр S ae a Де Ab 
e dy da: dy 2) 
For A "ua TE ds 
yb Ae dz dr du dz 
== (etra tta 


Wie bestimmt man den Ort dieser Fusspunkte für eine gegebene 
Curve ? 

97. Betrachten wir nun die Gleichung der Osculations- 
ebene, Weil sie zwei auf einander folgende Tangenten der 
Curve enthält, so sind ihre Richtungscosinus (Artikel 95) propor- 
lional zu 

ду ас — dzd'y, dzd'z — dedz, аду — дуа, 
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Gróssen, welche wir zur Abkürzung durch X, Y, Z bezeichnen 
wollen. Die Gleichung der osculierenden Ebene ist daher 


X(r—a)-FY(y—y) + Z(z—2z)- 0. 

Dieselbe Gleichung würde nach Artikel 26 des ersten Bandes 
erhalten worden sein, indem man die Gleichung der Ebene bil- 
dete, welche die drei auf einander folgenden Punkte 

(, y, 2); (т + 40, y + 0, z + аг); 
(a! + 2da + дк, y + 2dy + d'y, = + 2dz + a) 
enthält. 

Bei Anwendung dieser Formeln kann man eine Vereinfachung 
erreichen, indem man willkürlich eine der Coordinaten als unab- 
hängige Veränderliche wählt und so dx, dy oder d?z == 0 macht. 

Die Verbindung dieser Gleichung der Osculationsebene mit 
der der Normalebene liefert die Gleichung der Hauptnormale. 

98. Um im Stande zu sein, durch ein Beispiel die Anwen- 
dung der Formeln dieses Abschnittes zu erläutern, ist es passend, 
hier die Gleichungen der Schraubenlinie oder Helix, der 
durch die Schärfe einer Schraube gebildeten Curve, aufzustellen 
und einige der Eigenschaften dieser Curve zu entwickeln. 

Die Helix kann als die von einer geraden Linie in einer Ebene 
angenommene Form definiert werden, wenn diese Ebene um die 
Fläche eines geraden Cylinders aufgewickelt wird.*) 

Nach dieser Definition werden die Gleichungen der Curve 
leicht gefunden. Die Gleichung einer geraden Linie y = mx 
drückt aus, dass die Ordinate dem von ihrem Fusspunkt in der 
Achse der æ bezeichneten Abschnitt proportional ist. Denken wir 
die Ebene der geraden Linie um einen geraden Cylinder so auf- 
gewickelt, dass die Achse der ж mit der kreisfórmigen Basis zu- 
sammen fällt, so wird die gerade Linie zur Schraubenlinie, und 
die Ordinate irgend eines Punktes der Curve ist dem längs des 
Kreises gemessenen Abschnitt proportional, welchen, von einem 
festen Punkte aus gerechnet, seine Ordinate in der kreisfórmigen 
Basis macht. 

Somit sind die Coordinaten der Projection irgend eines Punk- 
tes der Schraubenlinie auf die Ebene der Basis von der Form 


*) Umgekehrt verwandelt sich die Helix in eine gerade Linie, wenn 
der Cylinder, auf welchen sie gezeichnet ist, in eine Ebene abgewickelt 
wird, sie ist daher eine geodätische Linie des Cylinders. (Art. 48.) 
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æ —acos0, y == а sin, 
wenn a der Radius der kreisförmigen Basis ist. Die Höhe z ist 
aber als proportional dem Bogen 9 gezeigt worden. Die Gleich- 
ungen der Schraubenlinie sind daher 


TAS I 
y == a sin - also auch 22 + y? = а?, 


z 

w h’ 
Wir erhalten offenbar dieselben Werthe für æ und y, wenn 

der Bogen um 2z oder wenn z um 27/ wächst; d. h. das Inter- 

vall zwischen den Gängen der Schraubenlinien ist 2z/. Weil 

wir haben 


а = а соз 


а > z y 
lr = — — sin — dz = — 5 dz, 
= A ? " A i: 
йй == = cos st = т dz, 
so haben wir auch 
; A? 
dei CC T dz? 


d F 
Es folgt daraus, dass = constant ist, oder dass der von 


der Tangente der Schraubenlinie mit der Achse der z, d. i. 
mit der Richtung der Erzeugenden des Cylinders, gebildete Win- 
kel unveränderlich ist. Es ist leicht zu sehen, dass diess der- 
selbe Winkel ist, wie der, welchen die Erzeugenden mit der ge- 
raden Linie machen, in die durch die Abwickelung des Cylinders 
in eine Ebene der Schraubenlinie sich verwandelt. 

Die Länge des Curvenbogens ist offenbar in einem constan- 
ten Verhältniss zu der Steighöhe, die demselben entspricht. 

Die Gleichungen der Tangente sind (Artikel 56) 


L4 , , 
&— 2 у — y z—z 


— — 72... 


7 == 7 


у ME h 

Wenn alsdann 2 und y die Coordinaten des Punktes sind, 
in welchem die Tangente die Ebene der Basis schneidet, so haben 

wir aus den vorigen Gleichungen 
2? 2? 

(e — «y + (и — 8) = (0° + Nase 

oder die Entfernung zwischen dem Fusspunkt der Tangente und 
der Projection des Berührungspunktes ist dem Bogen gleich, wel- 
cher längs des Kreises von dieser Projection bis zum Anfangs- 


Salmon,, Anal. Geom. d. Raumes Il. 9 
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punkt gemessen wird. Diess kann auch geometrisch bewiesen 
werden; denn wenn wir den Cylinder in die Tangentenebene ab- 
gewickelt denken, so fällt die Schraubenlinie mit der Tangente 
zusammen und die Verbindungslinie des Fusspunktes der Tangente 
mit der Projection des Berührungspunktes ist der in eine gerade 
Linie abgewickelte Bogen des Kreises. Somit ist der Ort der 
Punkte, in welchen die Tangente die Basis schneidet, 
die Involute oder Evolvente des Kreises. 

Die Gleichung der Normalebene ist 

a'y — ух = h (= — =). 
Um die Gleichung der osculierenden Ebene zu finden, haben wir 


d'y = — 2. vdz d'y = — $ ydz?, d*z = 0, 


so dass diese Gleichung ist 
h (ya — xy) = а? (z — =). 
Die Form der Gleichung zeigt, dass die osculierende Ebene 
mit der Ebene des Grundkreises einen constanten Winkel bildet. 
Wir überlassen es dem Leser als eine Uebung, die Tangente, 
die Normalebene und osculierende Ebene der Durchschnittscurve 
zweier centrischen Flüchen zweiten Grades zu bestimmen. 


Beispiel. Die sphärische Ellipse hat die Gleichungen 


2° у. 20 | 
a tg um а 4 у? + ?=r 


Wenn тап z? zwischen beiden Gleichungen eliminiert und гү, y, 
als zwei entsprechende Werthe von 2: und y betrachtet, so hat man 


1 1 i ? 
2? EEN + у EEN жы ян 


є? а с? b? с? 
1 1 1 т? 
2 TA 
я e "E л) +n E я) uw АЙ z 
und daher 
P a: HM D EUER E ; 
a (b — с) ^ W(c-—a). с? (а — b?) 


eine symmetrische der Gleichung der Geraden analoge Gleichungsform. Die 
Gleichungen der Tangente im Punkte x’, у, z' sind 


eg ЕЕ А. бані EE 

а? (602—0) 24002 — а) с? (а? — 3)’ 
oder 

ma P 5 Wy» E a 

а? (02 — с?) "ld —a) е? (4®—1%)' 
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* die der Normalebene Д 
a? (b? — с?) = + 0° (c — a?) = + с? (a? — b?) = = 0 


— sie geht also durch das Centrum der Kugel ; für 
а (B el = А, 2 —-a)=B, (a — 0) Lc 
Су? — B: = Су? — Bz? = L, 
AS — Са? = Ац? — Ce = M, 
Ba*— Ay? == Br, Ai = № 
ist die Gleichung der osculierenden Ebene 
2 аз к — а) + HE y —» + а 4% (2—2) = 0. 
99. Wir konnen die Gleichung der osculierenden oder 
Schmiegungsebene in einer mehr praktischen Form geben, 
indem wir die Curve als Durchschnitt vou zwei Flächen 
da eS DS e em 
gegeben betrachten. Sie rührt von O. Hesse her*) und wir 
benutzen bei ihrer Entwickelung und für das Nachfolgende eine 
neuerliche Abhandlung von A. Clebsch**), um uns zugleich 
der Bezeichnungsweise zu bedienen, welche sich so vorzüglich den 
Hilfsmitteln der neueren Algebra anbequemt und auf die daher 
noch mehrfach zurück zu kommen sein wird. Nach ihr sind 
и und v homogene Polynome m'" und z'* Grades in vier Ver- 
änderlichen 2, £a, 23, ж, — an Stelle der 2, y, 2, w die sonst 
gebräuchlich sind — und es bezeichnen wi, vi, tik, vi; die Grössen 


7000 xd 1 dv 
Dn up AU NEN E ТУ 
1 du 1 ар 
ее г Vc 


m (m— 1) dada, n (n —1) dx; day’ 
so dass man hat 
шщ en Zur wc ZA, 
vj = 2, Vik Ж, v = Жр. 
Die Gleichung der Schmiegungsebene, d. h. die Ebene der 
drei auf einander folgenden Punkte c, 2 + dx, 2 + 24 + do, 
(Art. 97) ist. durch 


*) „Crelle’s Journal“, Bd, XL, p. 283. 
**) „Journal f. Math.“, ва, DL Ge 
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Zp Xp Xy X| 
Ti» Ty Za c, 
| dz, ах, da, dr, 
| d',, dës, d'r,, de, 
dargestellt. Die Differentiation von u = 0, v — 0 liefert aber 
für die dz, Фа die Relationen 
a) 0 — Zude, 0 = Zdr 
0 = Zuz; + (n — 1) 5. Хил dz;da,, 
0 = Хо; а; E (n — 1) Х 5 viz д2; д2, 
und nach der Relation 
Кух, + kity + Ку; + Eë = 1, 
welche die homogenen Coordinaten verbindet, 
a*) Zhki;do; EU Ekili ==; 
Daher sind die dr den Determinanten proportional, welche 


das System 
Ba p p Sal 


94, 95, 03, 0 | 
KC CEA Ay Ж 
liefert. Wenn man dann die Determinante der Gleichung der 
Schmiegungsebene mit der Determinante 
U, Ug, Us, “| 
бэ Vas Йу, Pal 
91, Gy, 93, d 
Bir Bar Bar В, | 
multipliciert, in der die с, В beliebige Grössen bedeuten, so er- 


hält man 
ZuX;, ZuX;, Жалп, 2X 


oi 0 , Zum , > а 
05. 0 , Zude;, Zfide; 
Sux, Evax; Ealar, ХВ; 
d. h. mit Uebergehung eines überflüssigen Factors 
Zvi X; . Хи; йа; у Zui X; . OH E—D 
oder nach den obigen Relationen 
(m —1) ZZXu;,da;dz, . Zu X; == (n—1) ZZvadzidz, . Zu; Ху. 
Wenn hier an Stelle von dz;, dx; die ihnen proportionalen 
Werthe eingeführt werden, so treten an die Stelle der Doppel- 
summen die Determinanten 
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u Up Up Чүү, Us U kı 
Ha, Uggs Uggs Ma: Ug, 05, Ee 
Ugy» Wan, Man, Из, Ug, -Ugs Ks 
Hu, Mu: Mu, Mu: Ugs, Vg, K 
V, 109 My Marge ec Ш 
Du 95 Jg e Be 0,0, 0 
ke. RE, Kk 0. 0,-0 


Uus у, Vigs dp Dis U, Ж 
Ba, 053, fon, Dn, Vos Ug, E 
pu, Uggs To: fa: Vgs Uz, ky | 
Vits Hu, Dm: Du: 04» | 
008-0865 E EH, 
шщ, Wy, из, щщ, 0, 0, 0 
ЁЁ АРУ ЖО. ТО. ТЕК, ТИ,” ЖОМ 
Wenn man in diesen die ersten vier Horizontal- und Verti- 
calreihen mit ау, 2, ... multipliciert, und die Producte von 
der fünften abzieht, so verschwinden die Reihen der w; in der er- 
sten, die der v; in der zweiten Determinante, an Stelle der Nullen 


treten 


0, 0, —1, 

0, 05 0, 

— 1, 0, 0 

und die Determinanten werden sonach mit 

Hu: Up, Щз, Wigs 04 Vit» Viz» Vigs Du: th 
Ma, Мәә, Man: МЧ, V Vat» fan, 053, Dou: Un 
— |Ugi» Ugg» Ugg» Ugg» Dn, — | 081, Vaz» Dan: 084, U; 
Hu: Ups Mu: Mu: 04 (Vats fu, fa, Du: My 
EN у V Г ЖЕЛЕ иу, ш, 0 


identisch und man erhält, wenn man diese Determinanten (Cova- 


rianten) durch respective bezeichnet, die Gleich- 


т—1' n—1 
ung der Schmiegungsebene in der Form von Hesse 
U (văi + X; ovy + vg) 
= Р(и,Х, + Maa + uX; + ut). 

100. Wenn wie früher U,, U,, U}, U, die ersten und U,,, 
б, Dan, Usas Dua, Оз, Du, Dan, Da, Ug, die zweiten Diffe- 
rentialquotienten der Gleichung der ersten Fläche selbst und 
D, Uy, ... die entsprechenden Differentialquotienten der Gleich- 
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ung der zweiten Fläche bezeichnen, so erhält man die Gleichung 
der Schmiegungsebene in der Form 


= c (0,4 Uy 4. Usz + Оо) (я ra; (02+ 05540240, ^w), 
wobei S und S' die Determinanten 
Du, Un Up Du, NI "Du, 05, Du, Du, D 
Uns О, Оз, Uns Ur) Up, 0, Un, Uy, ША 
Du, б», Ug, Ug, uy|, Dau, Оз, Dan, far, Us| 
Du, De, Ug, Оц, D Du, Up, Оз, Uy, U, 
On Urn Ду Un ДӨ. ЛЕЙ. Ups Hab, U, . 0] 
bezeichnen. Die bezügliche Determinantenreduction ist vollkomg 
men analog der oben angegebenen. Sie gehen aus 
Du, U» Ug, Du, U, Uy, k 
Uz , U», Uy , 0,4, U,, U,, k 
Ол, Оз, De, Uy, Оз, Uy, ky 
Uns De, Ug, Du, U, Uy, k 
U mh Жүз 20,55 9.3739. EI 
ШҮ ЖИЙ» hs УВУ 0. 20 
Е ОКУ e edel ve 


und der entsprechenden hervor. 
In dieser Form und für Flächen zweiten Grades ist die Gleich- 


ung in einer Anmerkung des Artikel 160 im ersten Bande verifi- 
ciert worden. 


Beispiel 1. Man soll die Schmiegungsebene von 
ax? + by? + cz? + dw? = 0, аа? + by? єз? + dw = 0 
bestimmen. 

Sie ist 


(ab/—a'b) (ac'—a'c) (ad —a'd) xxt (ba' —b’a) (be'—b'c) (bd —b'd) уЗу 
+ (са —c'a) (cb'— c'b) (са — са) z?z 
+ (da —d'a) (d — d'b) (dc'—d'c) ww = 0. 
Beispiel 2. Die Schmiegungsebene der Krümmungslinie 


P 2 22 Ў" 2 së 
+f Ф 9—10, жоу + 1 
zu bestimmen. 
Sie ist 
a uc! уу CH v 
аа? pip? с?с? 


101. Die Bedingung, unter welcher vier Punkte in einer Ebene 
liegen, oder in anderen Worlen, dass ein Punkt der Curve 
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der Berührungspunkt einer stationären oder Wende- 
berührebene sei, wird durch die Substitution der Coordinaten 
eines nächsten vierten Punktes in die Gleichung der Osculations- 
ebene oder durch die Vergleichung zweier auf einander folgenden 
Schmiegungsebenen ermittelt. Aus Artikel 97 folgt die geforderte 
Bedingung in der Form 

Фа (dyd?z — dzd?y) + d?y (dzd* c —dacd?z) + 4% (dxd?y— дуаа) ==0; 
oder die Schmiegungsebene im Punkte 2 muss mit der im Punkte 
x + de zusammen fallen, d. h. 

0 = 2X (Uv; — Vui) und 
0 = EX; ((U + dU) (v; + de) — (V + aP) (ui + duj)) 

müssen identisch sein. Die bezüglichen Bedingungen sind mit 
Hilfe eines willkürlichen Differentials dt in den vier Gleichungen 

b) Фай + Udv; — ujdV — Vdu; = (Uvi — Үш) dt 
enthalten , welche vier lineare Gleichungen für d, da», dans, do, dt 
sind, zwischen denen ausserdem noch die Relationen a) und a*) 
bestehen. 

Durch Elimination jener fünf Grössen wird man daher auf 
drei Gleichungen geführt, welche die Lage der fraglichen Punkte 
x völlig bestimmen; zwei derselben sind aber 

w= og == () 

selbst, da mit Hilfe derselben sich die Gleichungen b) auf zwei 
allein verschiedene reducieren. Da nämlich aus 

2да; ==, Zu =. 0 
auch Za;du;j = 0, Zen: = 0 
folgen, so verschwindet die Summe der Producte der Gleichungen 
b) mit z,, ©, 23, а. Die analoge Multiplication und Addition 
mit de,, etc. giebt 

0 = UZdo;dv; — V Xdajdui 

= ОХХ (п —– 1) охда — УХХ (m — 1) ui dojdz, 
wo die Doppelsummen zu H und U proportional sind, so dass 
auch diese Combination verschwindet. An Stelle der Gleichungen 
b) dürfen also zwei Combinationen derselben gesetzt werden. 
Wir denken U und У geordnet nach Gliedern einer Reihe 
0 = End, Vo = Хи, В, 
wo Z4iw-—0, 2Adu 2 0, 
: ZS Bop: = 0; ZB;dv — 0 
die Coefficienten bestimmen. 
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Multipliciert man nun die Gleichnungen b) beziehungsweise 
. mit A), Ay, ... oder mit Ву, В,,... so erhält man, mit Weg- 
lassung je eines Factors 
dU + ХА; = Ой, 
dV + XBj;du; = Våt. 


Setzen wir 
ees eg E y E dE 
"änt 2n—8 даг '  3n42m —8 dz, 
so erhalten wir aus diesen Gleichungen die neuen 
Хх Së + 2n— 8) 0:4 (n—1) уан == Dat, 
Хах; \(8п 4+ 2m — 8) Vi + (n —1) ZB;ugg == Våt, 
und können nun aus diesen mit den Gleichungen a) des vorigen Ar- 
tikels di, , da, ..., dt eliminieren. Wir erhalten die Determinante 
(3m 4-2n —8)U, (n —1)EArwır, (In -2m—8) V, (т 1) ХВ, u, vp К, 
(3т+ 2л —8) 0,4 (п—1) Ara, (3n4-2m— 8) V,-- (m— 1) Виш, us, v, К, 
(8m4-2n — 8) U, - (n —1) Av, пата 16 + (т—1) Виз, из, оз, Kg 
(Зтљ+2п—8) 0, (0—1) 4, (8п+4-2т—8) V. ыа аа и, Die E 
U ; 2:050, 0 
== 0. 
Sie kann durch Multiplication der ersten vier Reihen mit 
а, 45, Ly, Vy respective und Subtraction von der mit (3m Län — 9) 
multiplicierten letzten Reihe in folgende einfachere verwandelt werden 


(3m+2n—8)U, + (1—1) ХА, (3n4-2m —8) V c (m—1)XB4uy, u 0; 


(3m+2n— 8) 0,4 (0—1) 4,0, (8п+ 2т—8) V, 4- (m—1) E Butt, Ma v» 
| (8m 2n —8)U, + (п—1) 24,03, (3n+2m—$) Pr no Bu из, Us 
| Unies icti cH (3n 4-2m —8) У, + (m—1)2 Braun, u, v, 
es H 
Diess ist die Gleichung einer Fläche (6m + 61—20)'°' 
Ordnung, welche die Curve u = 0, v = 0 in den 


n (6m + 6n — 20) Berührungspunkten von Wende- 
berührebenen durchschneidet. (Man vergleiche den Werth 
von @ Аш Artikel 80.) 

Für Flächen 2! Ordnung sind die 2р, XB,u; von 
U;, V; nicht verschieden und man erhält die einfachere Gleichung 
Z:+ U Ru, = 0 
zur Lösung des Problems. 
Ist die betrachtete Curve eben, so ist die hier betrachtete 
Bedingung durch die Coordinaten jedes Punktes in ihr erfüllt. 
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102. Wir betrachten hiernach den durch drei auf einander 
folgende Punkte der Curve bestimmten Kreis, welcher, wie bei 
ebenen Curven, der Krümmungskreis genannt wird. Er liegt 
offenbar in der Osculationsebene, sein Centrum ist der Durch- 
schnitt der in dieser Ebene durch zwei auf einander folgende 
Normalebenen bestimmten Spuren, und sein Radius wird gewöhn- 
lich der Radius der absoluten Krümmung genannt, um 
ihn von dem Radius der sphärischen Krümmung zu 
unterscheiden, welcher der Radius der durch vier auf einander 
folgende Punkte der Curve bestimmten Kugel ist, und welcher 
alsbald untersucht werden soll. 

Wenn durch das Centrum eines Kreises eine zu seiner Ebene 
normale Linie gezogen wird, so liegt jeder Punkt in ihr von 
allen Punkten des Kreises gleichweit entfernt und kann als der 
Pol desselben bezeichnet werden. Nun ist die Durchschnittslinie 
zweier auf einander folgenden Normalebenen offenbar senkrecht 
zur Ebene des Krümmungskreises und geht durch seinen Mittel- 
punkt. Monge hat deshalb die Durchschnittslinien je zweier auf 
einander folgenden Normalebenen die Polarlinien der Fläche 
genannt. Es ist offenbar, dass alle Normalebenen eine abwickel- 
bare Fläche umhüllen, für welche diese Polarlinien die Erzeugen- 
den sind und welche daher auch wohl die Polarfläche genannt 
worden ist. Wir werden zunächst einige Eigenschaften dieser 
Fläche darlegen. 

Die Polarlinie ist offenbar zu der als Binormale bezeichneten 
Linie parallel. (Artikel 96.) 

103. Um den Krümmungsradius zu erhalten, berechnen wir 
zuerst den Winkel der Berührung, d. h. den Winkel, wel- 
cher von zwei auf einander folgenden Tangenten der Curve mit 
einander gebildet wird (Contingenzwinkel der Tangenten). Da die 
Richtungscosinus der Tangente 

de ау dz 

ds’ ds’ ds 
sind, so folgt aus Artikel 92, dass der Winkel zwischen zwei 
auf einander folgenden Tangenten 46 durch eine der Formeln 


m= (a E a (e (5). 


dsid? = X? + Y? + 7°, 


oder 
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= Ла = 


wo 
X = (у е — dzd’y, еіс. ist.*) 

Die Wahrheit der letzteren Formel. kann geometrisch gezeigt 
werden: Die rechte Seite der Gleichung bezeichnet das Quadrat 
von dem Doppelten des Inhalts des von den drei auf einander 
folgenden Punkten gebildeten Dreiecks (Band 1, Artikel 27); und 
da zwei seiner Seiten die Länge ds haben und den Winkel dë 
einschliessen, so ist sein doppelter Inhalt ds?46. 

Wenn nun ds das Bogenelement ist, für welches die Tan- 
genten in den Endpunkten den Winkel 49 mit einander bilden, 
so gilt, weil der Winkel zwischen zwei Tangenten eines Kreises 
dem von ihren Berührungspunkten am Centrum bestimmten Win- 
kel gleich ist, die Relation 009 == ds; und da das Bogenelement 
und die beiden Tangenten der Curve und dem Krümmungskreis 
gemeinschaftlich sind, so ist der Krümmungsradius durch die 


d. : : 
Formel о == Je bestimmt, somit 
ds? 
е = ах\? ESA ESCh 
x у z 
(^2) + ш) + (3) 
oder 
ds? 


e == сууру э: 
LES 


Beispiel. Den Krümmungsradius der Schraubenlinie zu findem. 
Mit den Formeln des Artikel 98 finden wir 


*) Indem man die in der ersten Formel angezeigten Differentiattionen 
vollzieht, wird ohne Schwierigkeit ein anderer Werth für dë? gefumden: 
ds? d? = (Фа) + (d'y? + (4%) — (Ps), 

welcher geometrisch abgeleitet werden kann. 

Sind АВ, BC zwei auf einander folgende Elemente der Curve und 
bezeichnet AD eine mit BC gleiche und parallele Gerade, so folgt aus 
den Werthen der Projectionen von BC auf die Achsen 

dæ + xæ, dy + d'y, dz + dz, 
dass die Projeetionen der Diagonale BD auf die Achsen durch da, d?*y, dë: 
dargestellt werden, so dass man hat 

BD? = (dx)? + (у) + (ny. 

Aber es ist BD, auf das Bogenelement projieiert, = d?s und auf 
eine zw demselben senkrechte Linie == (806; man hat also 

(d*s)* + (ds d$) = (dr)? + (dy)? + (die). 


“ 
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a + 4 
e a 
oder der Krümmungsradius ist constant. 


Die Ebene d 
(2 — а) = + (у —y) d + (@— 1 
entbält die Durchschnittslinie zweier auf einander folgenden Nor- 
malebenen und ist selbst normal zur ersten derselben; der Krüm- 
mungsradius ist die vom ersten Punkte der Curve auf sie gefällte 
Normale. 

104. Nachdem wir so die Grósse des Krümmungsradius be- 
stimmt haben, sind wir durch die Formeln des Artikel 95 auch 
im Stande, seine Lage zu bestimmen. Denn die Richtungscosinus 
einer in der Ebene zweier auf einander folgenden Tangenten 
senkrecht zu ihrer gemeinschaftlichen Richtung gezogenen Gera- 
den sind nach diesem Artikel 

1а 1q% 1, 
dë dei dë ds’ dë ds 
oder у da: dy dz 


Wenn 2, у, z die Coordinaten eines Punktes der Curve 
sind, und x, y, z die des Krümmungscentrums bezeichnen, so 
sind x — a, y у, z — z die Projectionen des Krümmungs- 
radius auf die Achsen; aber sie sind auch o cos «, o cos ß, o cos y. 
Indem wir daher für cos œ, cos B, cos y ihre so eben gefundenen 
Werthe einsetzen, finden wir die Coordinaten des Krümmungs- 
centrums bestimmt durch die Gleichungen 


da dy 
ds ds 
і эЛ Ne 
Я E ? ds ' yy e ds 
dz 
Imc ДЕ. 
oet. inr 


Der Ort der Krümmungscentra der Schraubenlinie ist eine 
Schraubenlinie von derselben Achse; ihre Tangenten bilden die 
Polarfläche der ersteren. Diese Relationen sind gegenseitig. 

105. Wenn eine Curve als der Durchschnitt zweier sich 
rechtwinklig schneidenden Flächen gegeben ist, so kann ein Aus- 
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druck für den Radius der Krümmung leicht erhalten werden. 
Sind r und r' die Krümmungsradien der Normalschnitte jener 
zwei Flächen, welche längs der Tangente der Curve gelegt sind, 
und ist o der Winkel, den die Osculationsebene mit der ersten 
Normalebene macht, so haben wir nach Meunier's Theorem 
| 0 = г cos ф und o = r sin g, 
80 
1 1 1 
т к= + ул: 
Dieselben Gleichungen bestimmen die Osculationsebene durch 
die Formel 
* 
tan Ф = 5: 


= 


Wenn der von den Flächen mit einander gebildete Winkel o 

ist, so wird die entsprechende Formel 
EM deg doom. 
0 Di r rr 

Wir kónnen auch einen Ausdruck für den Krümmungs- 
radius einer Curve erhalten, die allgemein als Durch- 
schnitt zweier Flächen gegeben ist. Wir können nach 
früheren Bezeichnungen 

U? + 02 + 02 = R, U? + U? + 052 = R? 
setzen und haben 


E fee U,U, + 0,0, + 0305 


RR : 
sin? o — (Us Us — 02 Uy? + (UU, — UjU,* - (UU, — Uj US). 
"1j mpg" 


Wir müssen daher in die Formel des Artikel 33 die Werthe 
E U,U, — U; U, 
RR sino " 
D U, — UT, 
er RR dao 
substituieren und der Nenner der Forme verwandelt sich in 
Du, Da, U U, 0 | 
Un, Up, Un, 0, U| 
Uu, Up, Dan, Uj, Us |, 
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welche Determinante, wie im Artikel 100 reduciert, auf ma) : 1? S 


gebracht wird. Wir erhalten so 


An (n — 1)? R? В? sin? o 


S ЕД 
und in gleicher Art 
x (n —1) R? R’ sin? o 
у р-он ече Kee 
S 
also 
1. @ ЭМ; | + 8% 
02 (n—1) АА" sin^o (n — 1)* Ri А” sin* о 
2SS’ cos o 


^ (т — 1) (n — 1)? ЕУ В" sin’ o 

106. Wir betrachten ferner den Winkel, welchen zwei 
auf einander folgende Osculationsebenen mit einan- 
der bilden, einen Winkel, den wir den Torsionswinkel nen- 
nen und den wir mit d» bezeichnen werden. 

Die Richtungscosinus der Osculationsebene sind proportional 
zu X, F, Z und die zweite Formel des Artikel 95 giebt 
(X? + F? + 2%? an? = (Үа2 — Zar)? + (Zax — Xa2)° 

+ (Хау — PER, 
Nun ist 
Y = dzť@x — drdiz, Z = dad'y — dude, 
dY = 4:02 drdiz, dZ == аху — ау ә; 
daher (vergl. „Vorlesungen “, Artikel 17) 
YdZ — 74Ү = Мах, 
wo M die Determinante 
Хаб + Yduy + Za’z 
bezeichnet. Darnach ist 
(X? + Y? + Z?? а? = ма? 
und 
Mas 


eine Formel, welche auch eines einfachen geometrischen Bewei- 
ses fähig ist. Denn M bezeichnet das sechsfache Volumen der 
Pyramide, welche von vier auf einander folgenden Punkten der 
Curve gebildet wird, während X? + Y? + Z* das vierfache 
Quadrat der Fläche des Dreiecks ist, welches drei auf einander 
folgende Punkte der Curve bilden. Wenn nun А die dreiseitige 


ag 
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Basis einer Pyramide, A’ die anliegende Fläche derselbe: unter 

dem Winkel n gegen die Basis, s die beiden Flächen remein- 

schaftliche Seite und p die von der Spitze auf dieselbe gefällte 

Senkrechte bezeichnet, so dass 2.4' — sp ist, so haben wir für 
das Volumen der Pyramide 3 У == 4р sin y und 
6 Vs = 2 Aps sinn = 4 АА зіп y. 

In dem betrachteten Falle ist aber die gemeinsclaftliche 

Seite ds und beim Uebergang zur Grenze А == 4, so dass man 


erhält 
6 Vds == 4 А), 
wie zu beweisen war. 


Nach Analogie des Krümmungsradius, welcher gleich © ist, 


f TS { ^ ds 
haben neuere französische Schriftsteller die Grösse *) di durch den 


Buchstaben r und mit dem Namen Radius der Torsion bezeich- 
net. Der Leser wird jedoch bemerken, dass diese Grósse nicht, 
gleich dem Radius der Krümmung, den Radius eines reellen 
Kreises bezeichnet, welcher mit der Curve eng vereinigt ist. 

Für die Schraubenlinie ist auch die Torsion constant, sie ist 
in sich selbst verschiebbar. 

Wenn das Maass der Torsion a sein Vorzeichen wechselt, 
wenn sein Werth Null oder Unendlich wird, so erhält man be- 
sondere Punkte der Curve, die leicht näher zu characterisieren 
sind. Der Nullwerth characterisiert, wenn er für alle Punkte 
der Curve stattfindet, die ebene Natur derselben; diess Kenn- 
zeichen stimmt mit dem in Artikel 101 gegebenen Kennzeichen 
zusammen. 


In gleicher Weise kann man das Maass der Krümmung © 


betrachten. 

Endlich lassen sich an die Bemerkung, dass die Gestalt der 
Curve von ihrer Lage unabhängig bestimmt ist, wenn ihre Krüm- 
mung und Torsion als Functionen ihres Bogens gegeben sind, 
Untersuchungen anknüpfen.**) 

*) Die Grösse a wird auch zuweilen als die zweite Krümmung 


der Curve bezeichnet. 
**) R, Hoppe, „Journal f. Math.“ Bd, LX, p. 182. LXIIT, p. 122. 
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107. In derselben Art aber, wie wir einen Osculationskreis 
als durch drei auf einander folgende „Punkte des Systems“ be- 
stimmt angesehen haben, kónnen wir einen osculierenden 
geraden Kegel betrachten, welcher durch drei auf 
einander folgende „Ebenen des Systems“ bestimmt 
wird (Schmiegungskegel). Denken wir von dem Punkte des 
Systems, in welchem die drei Ebenen sich schneiden, als Cen- 
trum eine Kugel beschrieben, welche von den durch jenen 
Punkt gehenden Linien des Systems in A und B und von den 
entsprechenden Ebenen des Systems in AT, BT geschnitten wird, 
und beschreiben wir auf dieser Kugel. einen: durch 4 und B: gehen- 
den und von AT, BT berührten Kreis, so osculiert. nothwendig 
der Kegel, welcher das Centrum zum Scheitel hat und der über 
diesem kleinen Kreise steht, die gegebene Curve. Uns ist damit 
das Problem gegeben, aus dem Winkel dn zwischen zwei auf 
einander folgenden Tangenten eines kleinen Kreises einer Kugel 
und dem entsprechenden Bogen des Kreises d? den Radius des- 
selben Н zu finden. 

Ist C das Centrum des Kreises, so liefert das rechtwinklige 
Dreieck CAT die Relation 
s tan АС 
D AN 770 6 
ist dann ф der äussere Winkel zwischen zwei Tangenten eines 
Kreises, s die Länge derselben, so ist der Radius des Kreises 7 
durch die Formel 
sin Le 
tan }ф 
gegeben. Beim Uebergang zur Grenze wird s das Bogenelement 
des Kreises und somit 


tan H = 


tan # = a. 
аф 
oder nach der gebrauchten Bezeichnung 
{ап Н == uà = 2. 9 
du e 


108. Denken wir durch jede Linie des Systems zur ent- 
sprechenden Osculationsebene eine Normalebene gelegt, so erzeugt 
die Vereinigung dieser Ebenen eine abwickelbare Fläche, welche 


*) Es ist dureh Bertrand bewiesen worden, dass für ein constan- 
tes Verhültniss.r : o die Curve nothwendig eine auf einem Cylinder ver- 
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die rectificierende Abwickelungsfläche genannt wird. Die Ver- 
anlassung dieser Benennung ist der Umstand, dass die zegebene 
Curve eine geodätische Linie dieser Abwickelungsfläche ist, weil 
nach der gegebenen Construction ihre Osculationsebene in jedem 
Punkte normal zu dieser Fläche liegt. Wenn die abvickelbare 
Fläche in eine Ebene ausgebreitet wird, so verwandet sich in 
Folge dessen die gegebene Curve in eine gerade Linie. 

Der Durchschnitt zweier auf einander folgenden Elenen der 
rectificierenden Abwickelungsfläche ist die rectificerende 
Linie. 

Da nun die durch die Kante eines geraden Kegels senkrecht 
zu seiner entsprechenden Tangentenebene gelegte Ebeie noth- 
wendig seine Achse enthält, so gehen die rectificierende Ebenen 
durch die Achse des zuletzt betrachteten osculierende1 Kegels 
und die rectificierende Linie ist somit die Achse des 
osculierenden Kegels. Sie kann daher construiert werden, 
indem man in der rectificierenden Ebene eine Linie ziehl, welche 
mit der Tangente einen Winkel A bildet, wo H den in letzten 
Artikel bestimmten Werth bezeichnet. 

Die rectificierende Fläche ist die Fläche der Gen: 
tra der ursprünglichen abwickelbaren Fläche. Denn es 
ward im Artikel 47 bewiesen, dass die Normalebenen der Orígi- 
nalfläche längs der zwei Haupttangenten die Fläche de Centra 
berühren; da nun die erzeugende Linie selbst in jedem ihrer 
Punkte eine der Haupttangenten ist, so berührt die rectifeierende 
Ebene die Fläche der Centra, welche die Enveloppe aller dieser 
rectificierenden Ebenen ist. 

Das Krümmungscentrum irgend eines Punktes für den an- 
dern zur erzeugenden Geraden rechtwinkligen Hauptschnitt der 
abwickelbaren Flàche, ist der Punkt, wo diese Ebene die ent- 
sprechende rectificierende Linie schneidet; denn die Spuren zweier 
auf einander folgender rectificierender Ebenen in dieser Ebene 
sind zwei auf einander folgende Normalen der Schnitteurw. Wenn 


zeichnete Schraubenlinie, und durch Puiseux, dass für «onstante 
Werthe von r und o sie die Schraubenlinie speciell eines Koeisceylin- 
ders sein muss, Immer lässt sich eine Schraubenlinie finden, die mit 
einer räumlichen Curve eine Berührung zweiter Ordnung nach Krüm- 
mung uud Torsion bildet; die Schraubenlinie ersetzt in diesem Sinne 
den Kreis in seiner Rolle als Kriimmungskreis ebener Curven. (Art. 106), 
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daher 7 die längs der Erzeugenden gemessene Entfernung irgend 
eines Punktes der abwickelbaren Fläche von der Cuspidalkante 
ist, so wird der Krümmungsradius des transversalen Schnittes 
dureh 7 tan 4 ausgedrückt. Wenn Z verschwindet, so wird auch 
dieser Krümmungsradius Null oder der Punkt ist eine Spitze. 

In dem Fall der Schraubenlinie ist die rectificierende Fläche 
offenbar der Cylinder, auf welchem die Curve gezeichnet ist. 

109. Man soll den Winkel zwischen zwei auf ein- 
ander folgenden Krümmungsradien bestimmen. 

Seien AB, BC die in einer Kugellläche vom Radius Eins von 
zwei zu der Osculations- und der Normalebene parallelen Ebenen 
gebildeten Spuren, so giebt der Radius des Punktes B die Rich- 
tung des Radius der Krümmung; wenn sodann 48, B'C die 
nächstfolgenden Positionen der Osculations- und der Normalebene 
bezeichnen, so liegt D vom Centrum aus in der Richtung des 
dem vorigen nàchstfolgenden Krümmungsradius und der Bogen 
BB' misst den Winkel zwischen beiden. Sei dann 0 der Durch- 
schnittspunkt der Bogen AB’, BC, so haben wir, da das Drei- 
eck BOB’ ein sehr kleines rechtwinkliges Dreieck ist, 

BB" == ВО? + ОВ”. 

Der Winkel ABC ist aber ein rechter, BO misst folglich 
BAB', welches dy, der Winkel zwischen zwei auf einander folgen- 
den Osculationsebenen ist; und OP misst OCB', d. i. dë. den 
Winkel zwischen zwei auf einander folgenden Normalebenen. Der 
geforderte Winkel ist somit durch die Formel 

BB" = dn? + dëi А 
gegeben, in welcher du und dë die früher gefundenen Werthe 
haben. 

Die Folgen der Krümmungsradien in allen Punkten einer Curve 
erzeugen eine Fläche, auf deren Eigenschaften näher einzugehen 
uns hier der Raum nicht erlaubt. Sie ist offenbar eine wind- 
schiefe Fläche (vgl. Anmerkuug des Artikel 109 im ersten Bande), 
weil zwei auf einander folgende Krümmungshalbmesser sich im 
Allgemeinen nicht schneiden. 

Beispiel 1. Die Gleichung der Fläche der Krümmungsradien in dem 
Fall der Schraubenlinie zu finden. 

Der Radius der Krümmung als der Durchsehnitt der Osculations- und 
der Normalebene hat zu seinen Gleichungen (Artikel 98) 

ay ey se 
Salmon, Anal. Geom. d, Raumes, Il. . 10 
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wir haben aus denselben mit Hilfe der Gleichungen der Curve 2^, у, z 
zu eliminieren, Aus den Gleichungen der Schraubenlinie 
a == а cos nz, у == a sin nz 
folgt so die Gleichung der verlangten Fläche 
y cos nz — 2 sin nz. 

Die Gleichung ihrer Tangentenebene im Punkte (Lo. у, z^) ist 
sin nz (a' — ж) — cos nz (у — y) + n (æ cos nz + y sin nz) (f — z) = 0, 
oder mit Hilfe der Gleichung der Flàche reduciert 

a'y — ay + n (а 4 y?) (2 — 2) = 0. 
Beispiel 2. Die Gleichung der durch die Tangenten einer Schrauben- 


linie erzeugten abwickelbaren Fläche zu finden. 
Die Gleichungen der Tangente 


æ — a cos nz == — na sin пг (z — 2), 
y — a sin nz = па cosnz (z — 2) 
liefern durch Elimination von z’ das Ergebniss 
2 EDU 2 | ait 
x cos Inz gq RE e Ze е0 ЕЛ у sin nz + KSC E ese 


Da diese ^de für ж? + y? < a? imaginär wird, so schliessen 
wir, dass kein Theil der Fläche innerhalb des Cylinders liegen kann, auf 
welchem die Schraube gezeichnet ist. 

Ihr Schnitt mit der Ebene der 2, y ist die Evolvente des Grundkfei: 
ses. Die Neigung ihrer Tangentenebene gegen jene ist constant, der 
Cosinus des Neigungswinkels nämlich 


x na 
ETE 
Die Schraubenlinie ist die Rückkehrkante der Fläche. Denn der Form 
der Flüchengleichung 
ж cos 0 + y siu 0 = 
entsprechen als Derivierte nach x, y, z respective 
TEN, PO «Женс бр, 
a (æ? + y? — а) a (æ? + y! — al 
n (y cos 9 — x sin 9, 
welche alle wegen 
y cos 0 — зїп @ — (2? +2 — al 


für die Punkte der Schraubenlinie gleichzeitig verschwinden und so den 
Ort singulärer Punkte bezeichnen. Der Tangertenkegel jedes Punktes in 
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ihr degeneriert in ein Ebenenpaar, denn seine Gleichung ist in der Form 
bestimmt 


D 


(к= + yy) (ay — «у + nez) = 0. 

110. Wir handeln im Folgenden von der abwickelbaren 
Polarfläche, die durch die Normalebenen der gegebenen Curve 
erzeugt wird. Fourier hat bemerkt, dass der ,, Torsionswinkel* 
des einen Systems gleich dem ,, Winkel der Berührung* des an- 
dern ist, wie voHkommen deutlich wird, weil die Ebenen des 
neuen Systems senkrecht zu den Linien des alten sind, und um- 
kehrt. Der Leser wird dagegen bemerken, dass daraus nicht 


dë А А 
folgt, die Grösse d: des einen Systems sei gleich der Grósse m 


des andern, weil ds in beiden Fällen nicht dasselbe ist. 


Weil der Durchschnitt der Normalebenen in zwei auf einan- 
der folgenden Punkten X, AT der Curve die Achse eines Kreises 
ist, welchem X, X’ als Punkte angehören (Artikel 102), so folgt, 
dass die Verbindungslinien eines beliebigen Punktes D in ihr mit 
К, К' gleich lang sind und mit der Achse gleiche Winkel machen. 

Offenbar durchschneiden sich drei auf einander folgende Nor- 
malebenen in dem Centrum der osculierenden Kugel: Die Cus- 
pidalkante der abwickelbaren Polarfläche ist somit 
der Ort der Centra der sphärischen Krümmung. 

In dem Falle einer ebenen Curve reduciert sich diese ab- 
wickelbare Polarfläche auf einen über der Evolute der Curve stehen- 
den Cylinder. / 

Die Hauptnormalen beider Linien sind parallel; 
denn sie liegen in derselben Ebene, der Normalebene der ersten 
Curve, die eine osculierende Ebene der zweiten ist, und sind 
beide rechtwinklig zu der Polarlinie der ersten Curve, welche 
eine Tangeute der zweiten ist. 

Beispiel. Die Fläche der Tangenten der Schraubenlinie B, welche 
nach Artikel 104 der Ort der Krümmungsmittelpunkte einer Schrauben- 
linie 4 ist, ist die Polarfláche der Curve A; die Schraube B ist die Rück- 
kehrkante dieser Polarfläche. Zwischen den Сигуеп A und B besteht eine 
vollkommene Reciprocitit. Die Osculationsebenen, welche entsprechen- 
den Punkten der beiden Schraubenlinien angehören, scheiden sich recht- 
winklig in der gemeinschaftlichen Hauptnormale. Die Punkte, in welchen 
diese die beiden Schraubenlinien schneidet, sind jeder das Krümmungs- 
centrum der Schraubenlinie des andern für ihn. Der gemeinschaftliche 
Krümmungsradius der Schraubenlinien A und В ist die mittlere geome- 


10 * 
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trische Proportionale zwischen ihren Radien der Torsion nach der Erklä- 
rung des Artikel 106. 

111. Jede Curve hat eine unendliche Zahl von Evo- 
luten, die in der abwickelbaren Polarfläche liegen;*) 
d. h. die gegebene Curvegkann in unendlich vielen Arten erzeugt 
werden, indem man einen auf eine Curve in dieser abwickelbaren 
Flüche aufgewundenen Faden abwickelt. 

Bezeichnen MM’, M'M", etc. die successiven Elemente der 
Curve, X, A, etc. die Mittelpunkte dieser Elemente, so sind die 


Fig. 1. 


durch die Punkte X senkrecht zu den Elementen gelegten Ebenen 
die Normalebenen. | 

Die Linien 42, АВ”, еіс. sind die Linien, in welchen jede 
Normalebene durch die darauf folgende geschnitten wird; sie sind 
die Erzeugenden der abwickelbaren Polarfläche und daher Tan- 
genten der Cuspidalkante SS'S" dieser Fläche. Ziehen wir nun will- 
kürlich eine Linie XD in der ersten Normalebene, welche die 
erste Erzeugende in D schneidet, und DK’, welches als in der 
zweiten Normalebene die zweite Erzeugende AB’ in D schneidet; 
ebenso A" D", welches A4" В” in D" schneidet. Dann erhalten wir 
eine in der abwickelbaren РојагПасһе liegende Curve DD D, 
welche eine Evolute der gegebenen Curve ist. Denn die Linien 
DK, D'K', etc., die Tangenten der Curve DÄ Jr, sind Normalen 
der Curve А”, und die Längen DX = DE, D'K' == рК", 
elc. (siehe Artikel 110). Wenn somit DX ein Theil eines um 
2р” aufgewundenen Drathes ist, so bewegt sich bei seiner Ab- 
windung der Punkt X längs der gegebenen Curve. 


*) Siehe Monge, p. 396. 
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Wegen der Willkürlichkeit der ersten Linie DX besitzt die 
Curve eine unendliche Zahl von Evoluten. So hat eine ebene 
Curve unendlich viele Evoluten, welche alle in der Fläche des 
Cylinders liegen, der über der in ihrer eigenen Ebene gelegenen 
Evolute steht. In dem speciellen Falle, in welchem die Evolute 
sich auf einen Punkt reduciert, d. h. in dem des Kreises, sehen 
wir in der That, dass die Curve durch Abwickelung eines Drathes 
von constanter Lánge aus einem beliebigen Punkte der durch das 
Centrum des Kreises gehenden Achse beschrieben werden kann. 

Im allgemeinen Falle sind die sämmtlichen Evoluten 
DD'D', etc. geodätische Linien der abwickelbaren Po- 
larfläche. 

Denn wir wissen (Artikel 48), dass eine Curve eine geodäti- 
sche Linie ist, wenn zwei ihrer auf einander folgenden Tangen- 
ten mit dem Durchschnitt der entsprechenden Tangentenebenen 
der Fläche gleiche Winkel bilden, und es ist so eben (Art. 110) 
bewiesen worden, dass DX, DK’, welches zwei auf einander fol- 
gende Tangenten der Evolute sind, mit AB, d. i. dem Durchschnitt 
zweier auf einander folgenden Ebenen der abwickelbaren Fläche, 
gleiche Winkel einschliessen. Eine Evolute kann daher gefunden 
werden, indem man einen Faden als tangierend zur abwickelba- 
ren Polarfläche von X aus legt und die Fortsetzung dieser Tan- 
gente um die abwickelbare Fläche auf windet. 


112. Der Ort der Krümmungscentra ist eine in der 
abwickelbaren Polarfläche gelegene Curve, aber nicht 
eine solche, welche dem System der Evoluten ange- 
hórt.*) 

Die erste osculierende Ebene MM’M” schneide die ersten 
zwei Normalebenen in КО, K’C, so ist C das erste Krüm- 
mungscentrum; in gleicher Art ist €’, der Durchschnittspunkt von 
ATC und KC, den Durchschnittslinien der zweiten osculieren- 
den Ebene AT MT MIT mit der zweiten und dritten Normalebene, 


*) Das ,, Résumé des leçons d'analyse“ von Navier giebt (t. І, 
n. 947 der Ausgabe von Wittstein) falsche Vorstellungen von dem Zu- 
sammenhang dieser Polarflüche mit der Abwickelungsfläche der Curve 
und der Linie der Krümmungscentra. Man vergleiche die soeben-er- 
schienene treffliche. nene- Ausgabe dieses. Werkes von de Saint- 
Venant. 
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das zweite Krümmungscentrum. Nun sind die Radien X'C, KiC 
verschieden, weil sie die Durchschnitte derselben Normalebene 
mit zwei verschiedenen osculierenden Ebenen sind; X’C’ schnei- 
det daher die Linie 42 in einem Punkte J, welcher von C ver- 
schieden ist. Die zwei Krümmungsradien KC, ATC in den Ebenen 
P, P' haben keinen gemeinschaftlichen Punkt in der Durchschnitts- 
linie 4B dieser Ebene; zwei auf einander folgende Krümmungs- 
radien schneiden sich daher nicht, ausser in dem speciellen Falle, 
wo zwei auf einander folgende osculierende Ebenen sich decken. 

Da somit die Centra der Krümmung nicht als die Durch- 
schnitte der auf einander folgenden Radien gegeben sind, so sind 
diese auch nicht Tangenten des Ortes der Centra. Irgend ein 
Radius AC ist daher nicht die Fortsetzung eines um CC’C” auf- 
gewundenen Drathes und die Abwickelung eines solchen Drathes 
bringt nicht die Curve A KT KT hervor, ausgenommen in dem 
Falle, wo diese Letztere eine ebene Curve ist.*) 

Man kann ferner zeigen, dass bei der Entwickelung 
der Polarfläche der Curve in eine Ebene der Ort der 
Krümmungscentra sich in die einem bestimmten Ur- 
sprung 0 entsprechende Fusspunktencurve der Ab- 
wickelungsgestalt der Rückkehrkante transformiert; 
so dass die Entfernungen entsprechender Punkte den 
Radien der Schmiegungskugel und des Krümmungs- 
kreises. respective gleich sind, welche dem entspre- 
chenden Punkte der Originaleurve angehören. 

Denn wenn ss's"..., ccc”... die transformierten von SSS”... 
(Rückkehrkante der Polarflàáche) und OC €" ... (Ort der Krüm- 
mungscentra) sind, so geht die Curve DD'D" ... (Evolute) in eine 
gerade Linie über und daher fallen alle die Punkte X, X’, X", ... 
in einen Punkt O zusammen. Die Punkte C findet man vor der 
Entwickelung aber durch Normalen MC von den. M auf die ver- 
längerten Elemente SS’ und die Entfernungen MC, MS. sind von 
den Halbmessern des Krümmungskreises und der Schmiegungs- 
kugel unendlich wenig verschieden; und da die MC und MS in 


*) Die Charactere der abwickelbaren Polarfläche können durch 
einfache Schlüsse untersucht werden; so ist leicht zu sehen, dass die 
Klasse dieser abwickelbaren Fläche ist m + r, wo m und r die im 
Artikel 64 ihnen beigelegte Bedeutung haben. 
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der Ebene von zwei Nachbarelementen der Rückkehrkante liegen, 
so ist die Entwickelung der Linie der Centra eine Fusspunkten- 
curve der Rückkehrkante nach dem obigen Gesetze. 

Auch die Umkehrung des Satzes ist wahr. 

113. Den Radius der durch vier auf einander fol- 
gende Punkte bestimmten Kugel zu finden. (Schmie- 
gungskugel.) 

Ist R der Radius einer Kugel, o der Radius des von ihr mit 
einer Ebene, die gegen die Normalebene in irgend einem Punkte 
den Winkel y bildet, bestimmten Schnittes, so ist nach dem Satze 
von Meunier 

R cos == 0; 
und für eine darauf folgende Ebene, welche den Winkel у + ду 


macht, 
dn = — R sin nòn. 


х Е йо ) 
R? = о? . 
" er G 


In diesen Ausdruck sind nun die früher (Artikel 103, 106) ge- 


fundenen Werthe von o und d» einzusetzen. E: ist offenbar die 


Also ist 


Länge der senkrechten Entfernung des Kugelmittelpunktes von 
der Ebene des Krümmungskreises. 
114. Die Coordinaten des Centrums der osculie- 
renden Kugel zu finden. 
Sei die Gleichung einer Normalebene 
(œ — а) de + (В — y) dy + (y — 2) d: = 0, 
für Lo, y, z) als einen Punkt der Curve und (с, 8, y) als einen ver- 
änderlichen Punkt in der Ebene, so giebt die Gleichung der dar- 
auf folgenden Normalebene durch ihre Verbindung mit der vorigen 
(« — æ) ж + (B— y) d'y + (y — 2) 4% == ds; 
und die Gleichung der dritten Ebene giebt 
(«— а) dæ + (8—y) dy + (y — z) 4%: = 3dsd's. 
Bezeichnen wir nun wie vorher dyd?z — dzd?y, etc. durch 
X, Y, 2; dyd?z — і: ау, etc. durch X’, Y', Z' und die Deter- 
minante 
Xd + Үау + 74% 
durch M, so giebt die Auflösung der vorigen Gleichungen 
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М («— x) == — X'ds? + 3 Хаѕа?ѕ, 
М (B— y) = — Үаѕ + 3 Yasd?s, 
M (y — 2) == — SZT dei + З 74545. 


Indem wir diese Gleichungen quadrieren und addieren, er- 
halten wir für A? einen andern Ausdruck, welcher mit dem des 


letzten Artikels übereinstimmt, wenn man darin für o nnd 20 ihre 
1 


Werthe substituiert. 

Dieselben Gleichungen von drei auf einander folgenden Nor- 
malebenen bestimmen die Rückkehrkante der Polarfläche und lie- 
fern durch die leicht daraus entspringenden Relationen 
ахаа + dydB + dzdy = 0, аха + dyd"B + а: у = 0, 

dx _ dyd'ü— 48у dy ` dady — dy d'a 

d: dëdie — dad dz аВао — dadh 
die Sátze wieder: Die Tangenten in entsprechenden Punkten der 
Curve und der Rückkehrkante ihrer Polarfläche sind orthogonal. 
Die Tangente der einen und die Osculationsebene der andern 
Curve in entsprechenden Punkten sind orthogonal. 

Wir fügen eine Reihe anderer Ausdrücke hinzu, deren grös- 
serer Theil einfacher geometrischer Beweise fähig ist, deren De- 
lails wir der Raumersparniss wegen unterdrücken. 

Beispiel 1. Wenn б den Bogen der Curve bezeichnet, die den Ort 
der Centra der absoluten Krümmung bildet, so ist 

do? — do? + g?dw*, der do == Rdn. 

Beispiel 2. Ist £ die Länge des Bogens des Ortes der Centra der 
RaR 
д 
Distanz zwischen den Centren des osculierenden Kreises und der osculie- 
renden Kugel ausdrückt, Wir erhalten aus diesem Ausdruck unmittelbar 
Werthe der Radien der Krümmung und Torsion dieses Ortes, indem wir 


erinnern, dass der Torsionswinkel desselben der Winkel der Berührung 
des Originals ist und umgekehrt. 


Beispiel 3. Der Winkel zwischen zwei auf einander folgenden recti- 
ficierenden Geraden ist dH. 

Beispiel 4. Der Winkel ар zwischen zwei auf einander folgenden 
Lagen von R ist durch die Formel 


Ry? = ds? + d£? — dR? 


sphärischen Krümmung, so hat man dÄ = , wo d = de die 
dy 


bestimmt. *) 


*) Vgl, W. Besant, „Quarterly Journal of Mathem.“, Vol, VI, p.140. 
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Beispiel 5. Die kürzeste Entfernung zwischen den Tangenten zweier 
auf einander folgenden Punkte der Curve ist 


__ (ds)* dy ei 


= * 


AR 


115. Und eine andere an den vorigen Abschnitt anknüpfende 
Seite der Untersuchung sei bezeichnet durch folgende Sátze: 1) Die 
entwickelbare Polarfläche der Durchschnittscurve zweier Flächen 


*) Der Leser wird weitere Details über die in diesem Abschnitt 
behandelten Gegenstünde in einem Memoir von de Saint-Venant im 
„Journal de l'école polytechnique“, Cah. XXX finden, welcher in einer 
Tafel an hundert Formeln der Transformation und Reduction der Be- 
rechnungen in Bezug auf die Theorie der nicht ebenen Curven ver- 
einigt hat; und in einer Abhandlung von Frenet, ,,Liouville's Journ.'*, 
t. XVII, p. 437. Ich entnehme die folgende historische Skizze dem Mém, 
von de Saint-Venant: Unebene krumme Linien sind nach einander studiert 
worden durch Clairaut (,,Кесһегећеѕ sur les courbes à double Cour- 
bure,‘‘ 1731), welcher den zu ihrer Bezeichnung gebrüuchlichsten Na- 
men in Anwendung brachte (den jedoch vorher schon Pitot in Ge- 
brauch hatte) und für die Projeetionen dieser Curven, für ihre Tangen- 
ten, Normalen, Bögen, etc. Ausdrücke gegeben hat; durch Monge 
(„Memoir sur les développées,“ ete, 1771 vorgelegt und im t, X, 1785 
der „Savants étrangers“ aufgenommen; auch in seinem „Applications 
de l'Analyse à la Geometrie“), welcher Ausdrücke gab für die Normal- 
ebene, das Centrum und den Radius der Krümmung, die Evoluten, die 
Polarlinien und abwickelbaren Polarflüchen, das Centrum der osculie- 
renden Kugel, für das Kriterium der Punkte einfacher Inflexion, in 
welchen vier auf einander folgende Punkte in einer Ebene liegen, und 
der Punkte doppelter Inflexion, wo drei auf einander folgende Punkte 
einer geraden Linie angehören; durch Tinseau („Solntion de quelques 
problémes**, ete. vorgelegt 1774, „Savants étrangers“, Vol. IX, 1781), 
der zuerst die Osculationsebene und die durch die Tangenten erzeugte 
Abwickelungsfläche betrachtete; durch Lacroix (,, Calcul differentiel“), 
der der erste war, welcher den Formeln durch Einführung der Differen- 
tiale der drei Coordinaten symmetrische Gestalt gab; und durch Laneret 
(„Memoire sur les courbes à double courbure, gelesen 1802 und im 
t. I, 1805 der ,,Savants étrangers de l’Institut‘“ veröffentlicht), wel- 
cher den Torsionswinkel berechnete und die Betrachtung der rectificie- 
renden Linien und der rectificierenden Fläche einführte. In neuester 
Zeit sind zwei besondere Werke iiber diese Theorie erschienen, welche 
man mit Vortheil studieren mag, nämlich W. Schell, „Allgemeine 
Theorie der Сигуеп doppelter Krümmung in rein geometrischer Dar- 
stellung“, Leipzig 1859. und P. Serret, „Théorie nouvelle géométrique 
et mécanique des lignes a double courbure“, Paris 1860. 

e 
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von der mie und ien Ordnung ist durch eine Gleichung vom 
Grade mn (3m + 3» — 4) dargestellt. 

Diese Gleichung entsteht durch Elimination zwischen den 
Gleichungen der Fläche und den Gleichungen von zwei unendlich 
nahen Normalebenen, die von den Graden (m + » — 1) und 
(2m + 2» — 3) sind. 

2) Die Gleichung der durch die Tangente der Curve und die 
Normale ihrer Osculationsebene im Berührungspunkt bestimmten 
Ebene ist vom Grade (3m + 3» — 5); sie umhüllt eine abwickel- 
bare Fläche, deren Gleichung vom Grade 3 mz» (2m + 2» — 3) ist. 

3) Die Fläche der Hauptnormalen ist eine Regellläche von 
der Ordnung 27 (2m + 2n» — 3); ebenso die Fläche der Nor- 
malen zu den Osculationsebenen in den Berührungspunkten. 

4) Die Rückkehrkante der abwickelbaren Polarfläche ist auf 
einer Fläche gelegen, deren Gleichung vom Grade mn (5m -- 5n— 8) 
ist. 


IV. Abschnitt. "Die Curveu auf den Flächen. 


116. Es bleibt uns übrig, Einiges von den Eigenschaften 
der Curven zu sagen, insofern man sie als auf einer besondern 
Fläche gelegen betrachtet. 

Wir wissen, dass die Kugel ihre eigene Geometrie hat, in 
welcher die gróssten Kreise die Stelle der geraden Linien in einer 
Ebene vertreten; in derselben Art hat jede Fläche ihre 
eigene Geometrie, in welcher die geodätischen Linien 
der Fläche den geraden Linien entsprechen. 

Wir haben früher durch Anticipation die Fundamentaleigen- 
schaft der geodätischen Linien gegeben (Artikel 48). Aus dieser 
Eigenschaft, nach welcher die Normale der Fläche in der Ebene 
zweier auf einander folgender Elemente der Curve liegt und den 
Winkel zwischen ihnen halbiert, ergiebt sich die Differentialgleich- 
ung der Curve; U,, U,, U,, welche den Richtungscosinus der Nor- 
male proportional sind, müssen nach ihr zu 
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proportional sein, die die Richtungscosinus der Halbierungslinie 
sind (Artikel 95). Wenn daher die Tangenten einer geo- 
dätischen Linie mit einer festen Linie gleiche Winkel 
bilden, so sind die Normalen längs derselben einer 
festen Ebene parallel, und umgekehrt.*) Denn aus der 
Gleichung 
ах dy dz 

fast de Y са 
welche ausdrückt, dass die Tangenten mit einer festen Linie einen 
. eonstanten Winkel bilden, können wir die andere 

aU, + bU, + cU, = 0 

ableiten, welche den Parallelismus der Normalen mit einer festen 
Ebene bezeichnet. 

117. Wenn durch einen beliebigen Punkt einer 
Fläche zwei unendlich nahe und gleichlange geodäti- 
sche Linien gelegt sind, so ist die Verbindungslinie 
ihrer Endpunkte rechtwinklig zu beiden. **) 

Sind 4B — АС die beiden unendlich nahen gleichen geodä- 
tischen Linien, und ist dem Satze entgegen der Winkel bei B nicht 
ein rechter, sondern == 9, so nehme man auf ВА einen Punkt 


== const., 


D so an, das BD = 20. ist; dann darf man das Dreieck BOD, 


da alle seine Seiten unendlich klein sind, als ein ebenes Drei- 
eck behandeln, so dass / DCB ein rechter ist. Daher haben 
wir DC < DB, AD + DC < AB und daher < 4C, d: h. АС 
ist nicht der kürzeste Weg auf der Fläche von 4 nach C, was 
der Voraussetzung von der geodätischen Natur der. beiden Curven 
entgegen ist. 

Oder der Beweis kann auch geführt werden, wie folgt: Die 
kürzeste Linie, welche man von einem Punkte 4 nach einer ge- 
gebenen Curve in einer Fläche ziehen kann, schneidet diese Curve 
rechtwinklig. Denn wenn sie es nicht tháte, so nehmen wir in 
dem Radius vector von 4 und unendlich nahe der Curve einen 


*) Dickson, „Cambridge and Dublin Mathematical Journal‘, Vol. 
V, p. 168, 

**) Diess Theorem gebührt Gauss, welcher es durch die Variations- 
rechnung bewiesen hat; siehe den Anhang zu Liouville's Ausgabe 
von Monge, р. 528. 
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Punkt D und fällen von ihm eine Senkrechte zur Curve (indem 
wir längs BC ein Stück == BD cos 6 abtragen und den so ge- 
fundenen Punkt mit D verbinden). Wir können dann von D auf 
kürzerem Wege zur Curve gelangen, indem wir längs der Senk- 
rechten gehen, als indem wir den angenommenen Radius vector 
verfolgen, welcher daher nicht die kürzeste Linie ist. 

Wenn also jede geodätische Linie durch А die Curve recht- 
winklig durchschneidet, so ist die Länge der geodätischen Linie 
von A bis zu ihr constant, Es ist auch mechanisch offenbar, dass 
der auf einer Fläche von einem festen Punkt aus durch einen ge- 
spannten Faden beschriebene Kreis überall rechtwinklig zur Rich- 
tung des Fadens ist. 

118. Der eben bewiesene Satz ist das Analogon des Funda- 
mentalsatzes der Methode des unendlich Kleinen in ihrer Anwen- 
dung auf [gerade Linien (,, Analyt. Geom. der Kegelschnitte“ Art. 
219); alle die am angeführten Orte mit Hilfe dieses Prineips be- 
wiesenen Sätze bleiben daher wahr, wenn wir in ihnen von geo- 
dätischen Linien auf irgend einer Fläche statt von geraden Linien 
in der Ebene sprechen. Z. B. Wenn wir auf irgend einer 
Fläche die einer Ellipse oder Hyperbel entsprechende 
Curve construieren, d. h, den Ort eines Punktes, für wel- 
chen die Summe oder Differenz seiner geodätischen Entfernungen 
von zwei festen Punkten der Fläche constant ist, so halbiert 
die Tangente in irgend einem Punkte des Ortes den 
Winkel zwischen den geodätischen Linien, welche den 
Berührungspunkt mit den beiden festen Punkten ver- 
binden. Die Umkehrung dieses Satzes ist nicht minder wahr. 

Ferner, wenn zwei geodätische Tangenten einer 
Curve durch irgend einen Punkt P mit der Tangente 
einer Curve, längs welcher sich P bewegt, gleiche 
Winkel bilden, so ist die Differenz zwischen derSumme 
dieser Tangenten und dem von ihnen auf der berühr- 
ten Curve begrenzten Bogen constant. (Vergl. a. a. О, 
Artikel 262.) 

Oder, wenn man in den geodätischen Normalen 
einer Curve gleiche Stücke abträgt, so schneidet die 
Verbindungslinie ihrer Endpunkte alle diese recht- 
winklig. Wenn zwei verschiedene Curven ein System 
geodätischer Linien gleichzeitig rechtwinklig schnei- 
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den, so fassen sie auf jedem Vector der Reibe eine 
constante Länge zwischen sich. 

Wir werden zunächst diese Principien auf die Theorie der 
geodätischen Linien auf Flächen zweiten Grades an- 
wenden. | 

119. So wie die Krümmung einer ebenen Curve durch das 
Verhältniss gemessen wird, in welchem der Winkel zwischen zwei 
auf einander folgenden Tangenten zum Bogenelement steht, so 
wird auch die geodätische Krümmung einer auf einer Fläche 
verzeichneten Curve durch den Grenzwerth des Verhältnisses ge- 
messen zwischen dem Element des Bogens und dem Winkel zwi- 
schen zwei auf einander folgenden geodätischen Tangenten. Die fol- 
gende Bestimmung des Radius der geodätischen Krüm- 
mung verdankt man Liouville;*) sie enthält gleichzeitig einen 
Beweis von Meunier’s Theorem. 

Seien mn, np zwei auf einander folgende und gleiche Ele- 
mente der Curve, so verlängere man mn nach nt — mn und 
fälle die Senkrechte tọ auf die Ebene mnp; ist dann 9 der Win- 
kel der Berührung, so ist 


1р = 8а. 
Nun ist ng das zweite Element des Normalschnittes und für 
inq = H 
ist 9 der Winkel der Berührung des Normalschnittes und 
tq = ds. 


Der Winkel gtp (= ф) ist aber der Winkel zwischen der 
Osculationsebene der Curve und der Ebene des Normalschnittes, 
und da 


14 = tp cos p 
ist, so haben wir 

4 = 9 cos 9 
und 

1 ` oos o 

w e 


d. i. Meunier's Theorem; A ist der Krümmungsradius des Nor- 
malschnittes und o der der gegebenen Curve. 


*) Siehe den Anhang zu Monge, p. 576, 
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In derselben Art haben wir, da png == #° der geodätische 
Winkel der Berührung ist, 
pg = V'ds und pq = tp sin Ф, 
oder 
1 sin Фф 
r D 
Der geodätische*) Radius der Krümmung ist also x Man 


sieht leicht, dass dieser geodätische Radius mit dem Radius der 
absoluten Krümmung derjenigen ebenen Curve übereinstimmt, in 
welche die gegebene Curve transformiert wird, wenn die längs 
derselben der gegebenen Fläche umschriebene Abwickelungsfläche 
in eine Ebene ausgebreitet wird. 

120. Man kann die Theorie der geodätischen Linien auf den 
Flächen zweiten Grades von Joachimsthal's Fundamentalsatz 
abhängig machen, nach welchem in jedem Punkt einer 
solchen Curve die Grösse pD constant ist, wo p wie im 
Artikel 174 des ersten Bandes die Senkrechte auf die Tangenten- 
ebene des Punktes und D den zur Tangente der Curve in dem- 
selben Punkt parallelen Durchmesser der Fläche zweiten Grades 
bezeichnet. 

Derselbe kann von folgenden zwei Principien aus bewiesen 
werden: 

1) Wenn man von irgend einem Punkte aus an eine Fläche 
zweiten Grades zwei Tangenten zieht, so sind ihre Längen den 
parallelen Durchmessern proportional (vergl. Art. 70, Bd. 1); 

2) Wenn man von zwei Punkten А, B einer Fläche zweiten 
Grades von einem auf die Tangentenebene des jedesmaligen an- 
deren Perpendikel fállt, so sind die Lángen derselben denen der 
senkrechten Abstände des Centrums von denselben Ebenen pro- 
portional. Denn die Länge der Senkrechten von (a^, y", z”) auf 
die Tangentenebene in (x, у, 2") ist 

prog Ee 


a* b? 


*) Ich habe den durch О, Bonnet eingeführten Namen „zweite geo- 
dütische Krümmung** nicht angenommen. Es ist beabsichtigt, die Grenze 
des Verhültnisses auszudrücken, welches durch das Bogenelement und 


den Winkel der Normale des einen Endpunktes gegen die Ebene des 
Elementes und der Normale am anderen Endpunkte bestimmt ist. 
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und die der Senkrechten von o, у, 2) auf die Tangentenebene 
in («", y", =”) m x DJ 
в (26 „Кё L4). 

Wenn nun von den Punkten А, В nach irgend einem Punkte 
in der Durchsehnittslinie der Tangentenebenen in 4 und B die 
Geraden AT, BT gezogen werden und AT mit jener Durchschnitts- 
linie den Winkel ; bildet, während die Tangentenebenen selbst 
einen Winkel œ einschliessen, so ist die Senkrechte von А auf 
die Durchschnittslinie der Ebenen AT sin? i und die von A auf 
die Tangentenebene in B АТ sini sin o; ebenso ist die Senk- 
rechte von В auf die Tangentenebene in А BT зїп? sin w. 

Wenn nun die Linien AT, BT mit der Durchschnittslinie 
der Ebenen gleiche Winkel bilden, so sind ihre Längen den senk- 
rechten Entfernungen der Punkte 4 und B von beiden Ebenen 
proportional. AT und BT sind aber proportional zu D und D’ 
und die bezeichneten senkrechten Entfernungen sind proportional 
zu den Senkrechten vom Centrum p und р. Also ist 


Dp = y. 

In Artikel 48 ward aber bewiesen, dass die successiven Ele- 
mente AT, BT einer geodätischen Linie mit der Durchschnitts- 
linie der Tangentenebenen in 4 und B gleiche Winkel bilden; in 
Folge dessen bleibt die Grösse Dp unverändert, wenn wir in 
einer geodätischen Linie von Punkt zu Punkt gehen; q. e. ds 

Diese Bemerkung des Artikel 48 kann, genauer festgestellt, 
eine andere Betrachtung begründen. Wenn die Normalen der 
Fläche in zwei auf einander folgenden Punkten der Curve gegen 
die betreffende Schmiegungsebene derselben gleich geneigt sind, 
so bilden sie auch gleiche Winkel mit jener Geraden und die 
Winkel, welche derselbe Theil dieser Linie mit ihnen oder den 
Elementen selbst bildet, sind gleich oder supplementär, je nach 
dem die Normalen auf derselben Seite der Schmiegungsebene 
liegen oder nicht. Liegen sie auf derselben Seite, so durchschnei- 
den sie sich und die betrachteten Elemente gehören einer Krüm- 
mungslinie an. Ihre Lage auf verschiedenen Seiten wird beim 
Uebergang zur Grenze zur Lage in der Schmiegungsebene selbst 


*) Dieser Beweis rührt von Graves her, ,,Crelle's Journal“, Bd. 
XLII, p. 279. | 
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und die Curve zur geodätischen Linie. Auf einander folgende 
Elemente einer Krümmungslinie machen ılso mit den- 
selbenSeiten der Schnittlinie der bezüglichen Tangen- 
tenebenen der Fläche gleiche Winkel, solche einer 
geodätischen Linie supplementäre Winkel. Daraus er- 
giebt sich die Bündigkeit der Schlüsse dieses Artikels für beide 
Fälle. Aber auch so: 

Sind also MN, NP auf einander folgende Elemente, NO die 

Schnittlinie der Tangentenebenen, so hat man entweder 

L ONM — L ONP, oder [ ONM + L ONP — 180°; 
ist dann C» der zu NO parallele Halbmesser des Ellipsoids und 
legt man durch л parallel zur Schmiegungsebene MNP eine Ebene, 
so schneidet diese' das Ellipsoid in einer Ellipse, welche der in 
der Schmiegungsebene enthaltenen ähnlich ist und die auf einan- 
der folgenden Tangenten derselben mn, np sind zu MN, NP re- 
spective parallel, also 
L Cnm = L Спр oder L Cnm + L Спр = 180°. 

Daher sind die Perpendikel von C auf mn, np gleich lang 
und wenn man also parallel der Tangentenebene in einem Punkte 
der Curve eine Ebene durch das Centrum legt, so ist die Senk- 
rechte vom Centrum auf die der Tangente der Curve parallele 
Tangente des Centralschnitts constant — g. Dann ist pag das 
Volumen des umhüllenden Parallelepipeds, d. h. constant und 
somit pd auch eine constante Grösse. 

121. Aber einige andere Folgerungen ergeben sich mit Leich- 
tigkeit für Flächen jeder Ordnung. Wenn eine Krüm- 
mungslinie eben ist, so bilden die Normalen der Fläche 
längs derselben mit einer festen Geraden denselben 
Winkel. Denn die auf einander folgenden Normalen sind gleich- 
geneigt zur Ebene der Curve, also auch zu ihrer Normale, und 
schneiden sich. 

Wenn die Normalen einer Fläche längs einer geo- 
dälischen Linie einer festen Ebene parallel sind, so 
bilden die Tangenten der Curve mit einer festen Ge- 
raden gleiche Winkel. Denn eine Normale jener Ebene ist 
zu allen Tangentenebenen, also auch zu ihren Schnittlinien parallel, 
zu denen ja die Elemente der geodätischen Linie supplementäre 
Winkel bilden. 
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Wenn die Durchschnittslinie zweier Flächen eine 
Krümmungslinie für beide ist, soschneiden sich diese 
unter constantem Winkel. *) 

Sind MN und NP auf einander folgende Elemente der Durch- 
dringungscurve, so beschreibe man aus N mit NM = NP als 
Halbmesser eine Kugel, welche die Durchschnittslinien der Tan- 
gentenebenen beider Flächen in O und 0 respective durchschnei- 
det. Dann sind nach der Natur der Krümmungslinie die Bogen 
ОМ = ОР, ОМ — OP, und da 00 den sphärischen Dreiecken 
ОМО und ОРО gemeinsam ist, so ist / ОМО — L ОРО, d. h. 
der Winkel der Tangentenebenen beider Flächen durch dasselbe 
Element ist constant.**) 

Das Nämliche gilt für eine geodätische Linie, aber die Flä- 
chen berühren dann einander oder schneiden sich in einer Ge- 
raden. 

Denn dann sind die Bogen OM und OP, ОМ und OP sup- 
plementär; liegen dann die Linien MN, NO und NP nicht in 
einer Ebene, d. h. ist MNP nicht gerade, so fallen nothwendig 
NO, NO zusammen und die Flächen berühren einander. Wenn 
aber die Elemente MN, NP in dieselbe Gerade fallen, so decken 

*) Derselbe Satz kann auch aus der Gleichung 

(dæ + рах) dq = (dy + qdz) dp 
des Artikel 50 geschlossen werden. Denn für 
z= Ф (x,y) , z= Ф, (x,y) 


sind 
dz = ріх + gdy, dz = pde + qudy, 
somit 
d. Мый 
dr am 


durch Einsetzen in die obige Gleichung von Monge 


Io — 9 А р — рр) dg + (py — p + р? — рат) dp = 0, 

(g — «i + pia — рр) dq, + (p — ра + pai — mg) dp, = 0. 

Aus ihrer Addition erkennt man aber.das Verschwinden des voll- 
ständigen Differentials von 


cL Зз. ыг, dix 
VA p TS. VA» Ta) 
d. h. die Unveränderlichkeit des Winkels der beiden Flächen. 
**) Man kann daraus schliessen, dass für jede Krümmungslinie die 
L 
Grösse a den Werth Null hat. (Vergl. Artikel 106.) 


Salmon, Anal. Geom. d. Raumes, Il. 11 
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sich auf einander folgende Tangentenebenen jeder Fläche und 
die Flächen schneiden einander in einer Geraden unter constan- 
tem Winkel. 

Als specielle Fälle treten hinzu die Sätze: 

Wenn eine Krümmungslinie einer Fläche eben oder sphärisch 
ist, so schneidet die Fläche die Ebene oder Kugel längs dersel- 
ben unter constantem Winkel und umgekehrt. 

Für eine kreisförmige Krümmungslinie bilden die an ihr auf- 
stehenden Normalen der Fläche und ebenso die Tangentenebenen 
derselben einen Drehungskegel. 

Wenn zwei Flächen sich unter constantem Winkel durchschnei- 
den, während die Durchschnittscurve eine Krümmungslinie der einen 
ist, so ist sie auch eine Krümmungslinie der andern. (Art. 45.) 

Wenn zwei Flächen einander berühren, während die Berühr- 
ungscurve eine geodätische Linie der einen ist, so ist sie auch 
eine geodätische Linie der andern. 

Dieselbe Grundidee giebt noch zu folgenden allgemeinen Er- 
gebnissen Anlass. 

Die Durchschnittslinie der auf einander folgenden Tangenten- 
ebenen der Fläche in Punkten der Curve und die Tangente der 
Curve selbst sind conjugierte Tangenten der Fläche, (Vergl. Ar- 
tikel 7.) Sie alle bilden eine der Curve zugehörige Abwickel- 
ungslläche. Für eine geodätische Linie ist sie von solcher Be- 
schaffenheit, dass diese bei ihrer Abwickelung gerade wird oder 
die geodätische Linie ist auch für diese abwickelbare Fläche eine 
geodätische Linie. 

Die Rückkehrkante der entwickelbaren Fläche der conjugier- 
ten Tangenten in Punkten einer Krümmungslinie ist eine geodä- 
tische Linie auf der entwickelbaren Polarfläche derselben. 

122. Wegen der Wichtigkeit des Joachimsthal'schen Satzes 
wollen wir überdiess zeigen, wie er aus den Differentialgleich- 
ungen einer geodätischen Linie abgeleitet werden kann. *) 

Indem man die Gleichung 

U? U,” 3 
RI + RE + prm 1; 
in welcher U,, U,, U,die Differentialeoefficienten sind, differentiiert 


2 
0,2, 


*) Siehe Joachimsthal, ,,Crelle's Journal“, Bd. XXVI, p. 155. 
Bonnet, „Journal de l'école Pölytechnique,‘ t, XIX, p. 138. Dickson, 
„Cambridge and Dublin Mathematical Journal“, Vol. V, p. 168, 
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1. sti 
und dann für U,, etc. d rs ete. (Art. 116) substituiert, erhält man 


(2) «(9 (8) «(9 (5) (9) - 


Wir bemerken dabei, dass diese Gleichung auch für eine 


m : H TENA i 
Krümmungslinie wahr ist, denn da =) elc. die Richtungscosinus 


der Normale sind, so sind die Richtungscosinus einer Linie in 

derselben Ebene mit zwei auf einander folgenden Normalen und 
Я U, 

senkrecht zu ihnen (Artikel 95) zu d ( x), elc. proportional; es 

; dr U, 

sind also die ds’ асе einer Krümmungslinie den d CH , ett. 


proportional. 
Wenn wir aber ferner 
da? ау? dz? 
ad T 4 ht 


1. 
differentiieren und für P den eben gegebenen Werth einführen, 


so erhalten wir die Gleichung 


(E) GG) о 


Durch wirkliche Ausführung der angedeuteten Differentiationen 
und Reduction des Resultats mittelst der Differentialgleichung der 
Fläche 

Ude + U,dy £ U,d: = 
{m ihrer Consequenz 
dU,dx + dU,dy + dU,dz = — (Die + U,d*y + 0,02) 
erhalten wir 
(40,4 + dU,dy + dU,dz) (dRds — Ка?) 
+ («Ох + dU,d*y + dU,d*z) Rds = 0, 

oder 

dU,d*x + dain + dU. {т dR ds 

dU,dx + dU,dy + 4б: е 

Diese Gleichung ist das Product der beiden folgenden 
(U,dz — U,dy) die + (U,de — U,dz) y + (U,dy — U,dx) d?z = 0, 
(als — U,dy) dU, + (le — U,dz) dU, + (U,dy — U,dæ) dU, == 0, 
von denen die erste die Gleichung der geodätischen Linien, die 
andere die Gleichung der Krümmungslinien ist; da jene ausdrückt, 
dass die Hauptnormale in der durch die Tangente gelegten Nor- 

RE" 
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malebene der Fläche liegt, oder dass zwei auf einander folgende 
Elemente und die Flächennormale in einer Ebene liegen, während 
diese sagt, dass zwei auf einander folgende Normalen in einer 
Ebene liegen. (Vergl. Artikel 43.) 

123. Die vorige Gleichung ist also für eine geodätische oder 
eine Krümmungslinie in einer beliebigen Fläche wahr; wenn aber 
die Fläche nur vom zweiten Grade ist, so kann ein erstes Integral 
der Gleichung gefunden werden. In der That, wir haben 
dU,d*z + ай„@у + айа% = $d (10а + dU,dy + dU,d:), 
wie man leicht durch Anwendung der allgemeinen Gleichung der 
Flächen zweiten Grades oder einfacher duh die der Gleichung 


a y? E 
EE eg, 
bestätigen kann; im letzteren Falle ist 


gi 2° c 
da dy dz 
dU, = = dU, = D? dU, = c 


und durch Substitution dieser Werthe ist die obige Gleichung be- 
gründet. Somit besteht die Gleichung des vorigen Artikels aus 
Theilen, welche einzeln integrierbar sind. Die Integration liefert 
R? (dU,dx + dU,dy + dall — Сағ. 
Nach den vorhergehenden Werthen ist aber 
a? y? S ud 
amp 
ай, ах 


Die rechte Seite dieser Gleichung bezeichnet nun den reci- 
proken Werth von dem Quadrate eines Centralradius, dessen 
: ; dx d dz : 
Richtungscosinus durch die Gróssen +” T E gegeben sind. 
Die geometrische Bedeutung des Integrals besteht daher darin, 
dass pD einer Constanten gleich sei.*) 


*) Hart beweist den Satz folgendermassen: Betrachten wir irgend 
einen ebenen Schnitt eines Ellipsoids, bezeichnen durch œ die Senk- 
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124. Die Constante pD hat für alle geodätischen 
Linien, welche durch denselben Kreispunkt gehen, den 
nàmlichen Werth. 

Denn in dem Kreispunkte ist die Grósse p allen gemein und 
hat den Werth 

ac. 

E , 
da aber überdiess der der Tangentenebene des Kreispunktes paral- 
lele Centralschnitt ein Kreis ist, so ist der der Tangente der geo- 
dätischen Linie parallele Durchmesser constant, nämlich stets gleich 
der mittleren Achse 5. Wir haben daher für eine durch einen 
Kreispunkt gehende geodätische Linie 


à pD == ac. 


Denken wir nun einen beliebigen Punkt der Fläche zweiten 
Grades mit zwei Kreispunkten derselben durch geodätische Linien 
verbunden, so muss, weil wir zeigten, dass pD für beide geodä- 
tische Linien das nämliche ist, und weil in ihrem Durchschnitts- 
punkt die Grósse p für beide denselben Werth hat, auch das D 
für beide den nämlichen Werth haben; d. h. die Durchmesser, 
welche den Tangenten der geodätischen Linien in ihrem Durch- 
schnittspunkte parallel gezogen sind, haben gleiche Länge. Zwei 
gleiche Durchmesser eines Kegelschnitts machen aber gleiche 
Winkel mit den Achsen desselben, und wir wissen anderseits, 
dass die Achsen eines der Tangentenebene eines gewissen Punktes 
parallelen Centralschnittes einer Fläche zweiten Grades den Rich- 
tungen der Krümmungslinien in diesem Punkte parallel sind. Oder: 
Die geodälischen Linien, welche irgend einen Punkt 
in einer Fläche zweiten Grades mit zwei Kreispunkten 


rechte vom Centrum des Schnittes auf die Tangente, mit d den zu die- б 
ser Tangente parallelen Durchmesser des Schnittes und mit і den Win- 
kel, welchen die Schnittebene mit der Tangentenebene in einem seiner 
Punkte bildet; so ist längs des ganzen Schnittes œd constant und es 
ist offenbar, dass pd in einem festen Verhältniss zu cd sin i ist. Die 
Grösse pd variiert also längs der Schnittenrve wie sin i und ist da ein 
Maximum, wo die Ebene die Fläche rechtwinklig schneidet. Eine geo- 
dütische Linie osculiert aber eine Reihe von Normalschnitten, deshalb 
ist für eine solche Linie pd constant und seine Differentiale verschwin- 
den, ,Cambridge and Dublin Mathematical Journal,* Vol. IV, p. 84. 
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derselben verbinden, bilden mit den durch diesen 
Punkt gehenden Krümmungslinien gleiche Winkel,.*) 

Es folgt daraus, dass von den beiden geodätischen Linien, welche 
irgend einen Punkt der Fläche mit den beiden entgegengesetzten 
Kreispunkten verbinden, welche in demselben Durchmesser liegen, 
die eine die Fortsetzung der andern ist; denn die Scheitelwinkel sind 
gleich gross, welche diese geodätischen Linien mit jeder Krüm- 
mungslinie durch diesen Punkt bilden. 

Nach Artikel 119 ergiebt sich auch, dass die Summe oder 
Differenz der geodätischen Entfernungen von zwei 
Kreispunkten für allePunkte derselben Krümmungs- 
linie constant ist. Die Summe ist constant, wenn beide Kreis- 
punkte in Bezug auf die Krümmungslinie innerhalb gewählt sind, 
die Differenz, wenn durch Einführung des entgegengesetzten für 
einen der Kreispunkte der eine derselben innerhalb, der andere 
ausserhalb der Krümmungslinie ist. 

Sind A, 4' zwei entgegengesetzte Kreispunkte und bezeichnet 2 
einen andern Kreispunkt, so folgt aus der Constanz der Summe 

РА + PB und der der Differenz РА — PB 
auch, dass PA + PA constant ist, d. h. alle geodätischen 
Linien, welche zwei entgegengesetzte Kreispunk(& 
vereinigen, sind von gleicher Länge. In der That, es ist 
offenbar, dass zwei unendlich nahe geodätische Linien, welche 
dieselben beiden Punkte in irgend einer Fläche verbinden, von 
gleicher Länge sein müssen. 

Die geodätischen Tangenten PO, PR einer Krümmungslinie 
vom Punkte Р aus machen mit den durch Р gehenden Krüm- 
mungslinien gleiche Winkel. 

Denn das Product pD ist für die Krümmungslinie OR und 
die geodätischen Linien PO, PR von gleichem Werthe. Im Punkte 
P ist aber p für beide geodätischen Linien dasselbe und daher 
auch D für beide gleich gross oder die Tangenten zu РО, PR in 
P sind gleichen Durchmessern des Diametralschnitts des Ellipsoids 
parallel, machen also mit den Krümmungslinien durch P, welche 
den Achsen dieses Centralschnitts parallel sind (vergl. Band 1, 
Artikel 171), gleiche Winkel. 


*) Diess Theorem und seine in den folgenden Artikeln entwickelten 
Consequenzen gab Michael Roberts, ,,Liouville's Journ,“, t. XI, p. 1. 
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125. Die Constante pD hat für alle geodätischen 
Linien, welche die nàmliche Krümmungslinie berüh- 
ren, denselben Werth. 

Im Artikel 174 des I. Bandes ward gezeigt, dass pD làngs einer 
ganzen Krümmungslinie den nàmlichen Werth behalte; in den 
Punkten, in denen eine Krümmungslinie von irgend welchen geo- 
dätischen Linien berührt wird, haben beide Grössen p und D für 
die geodàátische und für die Krümmungslinie denselben Werth. 

In Folge dessen hat ein System von Krümmungslinien in 
einer Fläche zweiten Grades Eigenschaften, welche vollständig 
denen eines Systems confocaler Kegelschnitte in einer Ebene ana- 
log sind, indem die Kreispunkte den Brennpunkten entsprechen. 
Z. B. Zwei geodàtische Tangenten, die von irgend 
einem Punkte der einen an eine andere gezogen sind, 
machen mit. der Tangente der ersteren in diesem 
Punkte gleiche Winkel. Auch der Satz von Graves für 
ebene Kegelschnitte („Analytische Geometrie der Kegelschnitte “, 
Artikel 262) bleibt für ein System von Krümmungslinien gültig: 
Der Ueberschuss der Summe zweier Tangenten einer Krümmungs- 
linie über den von ihnen gespannten Bogen derselben ist con- 
stant, so lange der Durchschnittspunkt derselben eine Krümmungs- 
linie der nàmlichen Art durchläuft. 

126. Die Gleichung pD — const. ist von Liouville in einer 
anderen vortheilhaften Form geschrieben worden.*) 

Seien o, а” die primären Halbachsen zweier confocaler Flä- 
chen durch irgend einen Punkt der Curve und bezeichne i den 
Winkel, welchen die Tangente der geodätischen Linie mit einer 
der Haupttangenten macht, so ist, weil nach Band 1, Artikel 172 

a — q?, а? — а? 
die Halbachsen des zur Tangentenebene parallelen Centralschnit- 
tes sind, jeder andere Halbdurchmesser dieses Schnittes durch 
die Gleichung 


AM v sin? i 
ГЕТ cats aa a? — а? 
gegeben, und überdiess 
1 __ (a — а) (a? — а") 


Ж ui , (Bd. I, Art. 173.) 


*) S. „Journal de Matlıdm.“, t. IX, p. 401. 
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Die Gleichung 


pD — const. 
ist daher mit der anderen 
(a? — а?) cos? i + (a? — a”?) sin? i — const. 
oder 
a? cos?i + a"? sin? i — const. 
identisch. 


127. Der Ort des Durchschnittspunktes zweier geo- 
dätischer Tangenten einer Krümmungslinie, welche 
sich rechtwinklig schneiden, ist ein sphärischer Ke- 
gelschnitt, 

Dieser Satz kann in derselben Art, wie der entsprechende 
Satz für ebene Kegelschnitte bewiesen werden. Wir haben für 
а, a” als die dem Durchschnittspunkt entsprechenden Halbachsen 


a? cos?i + a”? sin? i == const., 
a? sin?i + а? cos? i == const., 
also auch 
a? + а? == const. 


In Folge dessen ist die Entfernung des Durchschnittspunktes 
vom Centrum der Fläche constant (Bd. I, Art. 169); und der Ort 
desselben ist die Durchschnittseurve der gegebenen Fläche zwei- 
ten Grades mit einer concentrischen Kugel. 

Der Beweis bleibt güllig, wenn die geodätischen Linien Tan- 
genten verschiedener Krümmungslinien sind; und als einen spe- 
ciellen Fall erhalten wir den Satz, dass der Ort des Fusspunktes 
der geodätischen Senkrechten von einem Kreispunkt zu den Tan- 
genten einer Krümmungslinie ein sphärischer Kegelschnitt ist. 

128. Den Ort des Durchschniltspunktes derjenigen 
geodälischen Tangenten einer Krümmungslinie zu be- 
stimmen, welche sich unter einem gegebenen Winkel 
schneiden.*) 

Die Tangenten einer gegebenen Krümmungslinie von irgend 
einem Punkte а, а” aus sind durch die Gleichung 

a? cos?i + a" sin? i = В 
bestimmt, und da sie mit jedem der durch den Punkt gehenden 
Hauptradien gleiche Winkel bildet, so ist der Winkel 7, den sie 
mit dem einen dieser Radien einschliesst, die Hälfte des von 


*) Besge, „Liouville’s Journal“, t. XIV, p. 247. 
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beidem mit einander gebildeten Winkels. Wir haben daher 


_ ИВ — а") _ 2V(8 — а?) Иа? — В) 
tan 0 = geg — By Wës a?-pa?—98 ' 
(a? + a”? — 9 В)? tan? 6 = 48 (a? + а?) — 4а?а"? — 462. 

Durch die Gleichungen (Band 1, Artikel 168, 169) 


++ 02 4 0 4 с? — а?, 
а? (а? d b?) la? e? е?) 


а? а"? a 5 
а 


wird diese Gleichung auf gewóhnliche Coordinaten reduciert und 
man erkennt, dass der fragliche Ort der Durchschnitt der gege- 
benen Fläche zweiten Grades mit einer Fläche vierter Ord- 
nung ist. 

Michael Roberts hat (,Liouville's Journal“, t. XV, p. 
991) durch die Methode des Artikel 197 im Bande I bewiesen, 
dass die Projection dieser Curve auf die Ebene der Kreisschnitte 
der Ort des Durchschnitts der unter constantem Winkel sich 
schneidenden Tangenten für den Kegelschnitt ist, in welchen die 
Krümmungslinie projiciert wird. 

Wenn man also von einem beliebigen Punkte des Ellipsoidg 
zwei geodätische Tangenten an eine Krümmungslinie zieht, so ist 
der von ihnen gebildete Winkel demjenigen Winkel gleich, wel- 
chen die von der Projection des Punktes durch Parallelen zur 
kleinsten Achse auf die cyclische Ebene an die entsprechende 
Projection der Krümmungslinie gehenden Tangenten bilden. 

Da die Kreispunkte als Durchschnitte der Fläche mit einer 
Grenzlläche der Familie confocaler Hyperboloide (Band I, Artikel 
166) eine Krümmungslinie repräsentieren, so überträgt sich die- 
ser Satz auf die geodätischen Linien, welche einen Punkt mit 
zwei Kreispunkte verbinden, und ihre Projectionen. Für die Con- 
stanz des Winkels wird der Ort der Projection des Punktes ein 
Kreis; insbesondere für den Fall des Artikel 127 der Hauptkreis 
der Projection der Krümmungslinie. Auch ist der Winkel, wel- 
chen die geodätische Tangente einer Krümmungslinie aus P mit 
der geodätischen Verbindungslinie des Punktes P mit einem Kreis- 
punkt bildet, gleich seiner Projection; und der Winkel, welchen 
die geodätischen Tangenten zweier Krümmungslinien aus einem 
Punkte bilden, dem Winkel gleich, welchen die von der Projec- 
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lion des Punktes an die Projectionen dieser Krümmungslinien 
gehenden entsprechenden Tangenten bilden. 

199. Im Artikel 186 Band I, wurde bewiesen, dass zwei confocale 
Flächen existieren, welche eine gegebene gerade Linie berühren; 
dass, wenn die Achsen der drei durch irgend einen Punkt der 
Linie gehenden confocaleu Flächen durch a, а, а” und die Win- 
kel, welche die Linie mit den drei Normalen in diesem Punkte 
bildet, durch с, B, y bezeichnet werden, die grosse Achse der 
berührten confocalen Flàche durch die quadratische Gleichung 

соз? o cos? В 
а? — а? a? — а? a 


bestimmt wird. \ 

Setzen wir nun voraus, die gegebene Linie sei eine Tangente 
der Fläche von der Achse а, so ist cos « == 0, weil die Linie 
dann zur Normale der ersten Fläche senkrecht ist und wir haben 

cos ß = sin y, 
weil die Tangentenebene der Fläche а ebensowohl die Linie als 
auch die beiden andern Normalen enthält. Der Winkel y ist 
derselbe, den wir in den unmittelbar vorhergehenden Artikeln i 
genannt haben. Die Achse der zweiten von unserer geraden 
Linie berührten confocalen Fläche wird durch die Gleichung 


in? £ ER 
sin? i cos? i : A TEM 
FE T UE C 0, oder а? соз? і + a”? віп? i= а? 


bestimmt. Wenn wir nun die Gleichung einer geodätischen Linie 
nach Artikel 127 in der Form 

а? cos? i + а"? sin? i = а? 
schreiben, so erhellt aus diesem Artikel, dass diese Gleichung 
den Satz ausspricht: Alle Tangenten längs der nämlichen 
geodätischen Linie berühren eine confocale Fläche 
von der primären Achse a.*) 

Die geodätische Linie selbst berührt die Krümmungslinie, in 
welcher diese confocale die ursprüngliche Fläche durchschneidet; 
denn die Tangente der geodätischen Linie in dem Punkte, in 
welchem sie die confocale Fläche schneidet, berührt nach dem 
eben Bewiesenen auch die confocale Fläche selbst in diesem 


*) Die Sätze dieses Artikels sind einem Mémoir von Chasles, 
»Liouville's Journ.“, t. XI, p. 5, entnommen. 
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Punkte. Somit haben die geodätische Linie und die Durchschnitts- 
curve der ursprünglichen mit der confocalen Fläche eine gemein- 
schaftliche Tangente. 

Die osculierenden Ebenen der geodätischen Linie sind offen- 
bar Tangentenebenen derselben confocalen Fläche, weil sie die 
Ebenen zweier auf einander folgenden Tangenten dieser Fläche 
sind, 

Nach Artikel 124 ist der Werth von pD, welcher einer durch 
einen Kreispunkt gehenden geodätischen Linie entspricht == ас 
und die entsprechende Gleichung ist daher 

а? cos? i + a"? sin? i = а? — b. 

Die confocale Fläche, deren primäre Achse = J/(a? — b?) 
ist, reduciert sich aber auf den durch die Kreispunkte gehenden 
Focalkegelschnitt. Wir erhalten somit als einen speciellen Fall 
des eben bewiesenen Satzes den folgenden: Alle Tangenten 
einer geodätischen Linie, die durch einen Kreispunkt 
geht, durchschneiden den Focalkegelschnitt, welcher 
die Kreispunkte enthält. 

Wenn umgekehrt von irgend einem Punkte O dieses Focal- 
kegelschnitts an die Fläche geradlinige Tangenten gezogen und 
dieselben auf der Fläche geodätisch verlängert werden, so gehen 
die so erzeuglen Linien durch den entgegengesetzten Kreispunkt 
und die Gesammtläugen derselben von O bis zu diesem letzteren 
gerechnet, sind gleich gross. 

130. Aus dem in Band I, Artikel 186 bewiesenen Satze, dass die 
Tangentenebenen, welche durch irgend eine gerade Linie zu den 
zwei sie berührenden confocalen Flächen gelegt werden, zu ein- 
ander rechtwinklig sind, hätten wir, genau so wie im Artikel 49 
direct erkennen mögen, dass die Tangenten einer geodätischen 
Curve eine confocale Fläche berühren. Denn da die Ebene zweier 
auf einander folgender Tangenten einer geodätischen Linie zur 
Fläche normal ist, so berührt sie die confocale Fläche, welche 
von der ersten jener Tangenten berührt wird. Die zweite Tan- 
gente der geodätischen Linie berührt in Folge dessen diese näm- 
liche confocale Fläche und in derselben Art thun es alle folgen- 
den Tangenten derselben. Von dieser Begründung des im letzten 
Artikel gegebenen Satzes aus hätten wir durch Umkehrung der 
Schritte des Beweises zu einem unabhängigen Beweis des Satzes 
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pD = const. 
gelangén können. 

131. Die einer FlächezweitenGradeslängseinergeo- 
dätischen Linie umgeschriebene abwickelbare Flàche 
hat ihre Cuspidalkante in einer andern Fläche zwei- 
ten Grades, welche für alle dieselbe Krümmungslinie 
berührenden geodätischen Curven die nämliche ist. 

Denn jeder Punkt der Cuspidalkante ist der Durchschnitt von 
drei auf einander folgenden Tangentenebenen der gegebenen Fläche 
zweiten Grades und die drei Berührungspunkte bestimmen nach 
der Voraussetzung eine Osculationsebene einer geodälischen Curve, 
welche nach Artikel 129 eine feste confocale Fläche berührt. Der 
Punkt in der Cuspidalkante ist der Pol dieser Ebene in Bezug 
auf die gegebene Fläche zweiten Grades und der Pol der Tan- 
gentenebene einer Fläche zweiten Grades in Bezug auf eine an- 
dere Fläche zweiten Grades liegt in einer dritten festen Fläche 
vom zweiten Grade. 

132. Chasles hat an das im Artikel 124 gegebene Theo- 
rem von Michael Roberts die folgende Erweiterung ange- 
schlossen: Wenn ein in zwei festen Punkten einer Fläche 
zweiten Grades 4 befestigter Faden durch ein längs 
einer confocalen Fläche zweiten Grades B sich be- 
wegendes Gewicht gespannt wird (sodass derselbe in geo- 
dätischen Linien aufgewunden ist, wo er die Flächen berührt 
und in geraden Linien in dem Raume zwischen beiden), so be- 
schreibt der schwere Punkt desselben eine Krüm- 
mungslinie der Fläche zweiten Grades B. 

Denn die zwei geodätischen Linien der Fläche B, welche 
sich in dem zum Orte gehórigen Punkte P schneiden, machen 
daselbst mit dem Orte von P gleiche Winkel; diese geodätischen 
Linien haben aber die geradlinigen Theile des Fadens, welche 
beide dieselbe confocale Fläche berühren, zu Tangenten und in 
Folge dessen ist nach Artikel 129 die Grösse pD für beide geo- 
dätischen Linien dieselbe und die Halbierungslinie des von ihnen 
gebildeten Winkels demnach eine Krümmungslinie. 

Ein specieller Fall dieses Satzes ist derjenige, nach welchem 
die Focalellipse einer Fläche zweiten Grades mittelst eines in zwei 
festen Punkten in entgegengesetzten Zweigen ihrer Focalhyperbel 
befestigten undehnbaren Fadens beschrieben werden kann. 
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133. Elliptische Coordinaten. Die in den Artikeln 127, 
128 angewendete Methode, in welcher die Lage eines Puuktes 
auf dem Ellipsoid durch die primären Achsen der beiden Hyper- 
boloide bestimmt wird, welche sich in ihm schneiden, wird die 
Methode der elliptischen Coordinaten genannt. (Vgl. Artikel 197, 
Band I.) Um Accente zu vermeiden, folge ich Liouville in der 
Bezeichnung der bisher durch a, «^ ausgedrückten Grössen durch 
die Buchstaben u, v.*) 

In dieser Bezeichnung ist die Gleichung einer Krüm- 
mungslinie des einen Systems von der Form 

ш == const., 
und die einer Krümmungslinie des andern Systems von der Form 
v — const. 
Die Gleichung einer geodätischen Linie (Artikel 126) 
wird 
u? cos? i + >? віп? i — q^, 
und für eine geodätische Linie, welche durch einen Kreispunkt 
geht, hat man speciell 
p? = а? — == М. 

Man erinnert sich (Artikel 166, Band I), dass ш zwischen 
den Grenzen A und Ж, v zwischen den Grenzen E und 0 enthal- 
ten ist. 

Indem man die Gleichung einer geodätischen Linie in die 
Form 

u? + v? tan* i = u? (1 + tan i) 
bringt, erkennt man, dass die Werthe 
==, ап? і = — 1 

unabhängig von w ihr genügen; es folgt daraus, dass das näm- 
liche Paar von einem Kreispunkte ausgehender imagi- 
närer Tangenten alle Krümmungslinien berührt — 
worin eine weitere Analogie dieser Punkte mit den Brennpunkten 
ebener Kegelschnitte erkannt ist.**) 


*) Ich kann ihm dagegen nicht darin nachahmen, die Achse des 
Ellipsoids o und die Grössen a? — 0% а — с? (die ich A8, k? nennen 
werde), 5°? und с? zu nennen, weil ich das verwirrend finde. 

**) M, Roberts, ,,Liouville's Journal“, t, XV, p. 289, 
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134. Man soll das Bogenelement irgend einer Curve 
in der Fläche in elliptischen Coordinaten ausdrücken. 
Wir betrachten zuerst das Element einer Krümmungs- 


linie 
ш == const. 


Sei diese Linie von den beiden auf einander folgenden Hy- 
perboloiden mit den Achsen v und (v + dv) geschnitten, so ist, 
weil sie von denselben rechtwinklig durchschnitten wird, das zwi- 
schen ihnen liegende Element derselben zugleich die Differenz 
zwischen den centralen Senkrechten auf die Tangentenebenen der 
beiden Hyperboloide. Nach Artikel 190, Band I ist 

(f + dp? — p” = (› + p — э, 


oder 
p'dp' = vdv. 


Da aber nach dem Vorigen 
` dp' = de 
dem Element des betrachteten Bogens ist, so haben wir 
ét, ауле? er) (à — 9?) 
m (a? — a”) (à? — a) (а? —»)(u—»)' 
(02 — v?) (и? — 23) 
Wr) (B — 9j 
In derselben Art finden wir das Element des Bogens der 
Krümmungslinie 


dv. 


do? = 


v == const., 
durch die Formel ubt 
(aè — u?) (и? —») | 
(0 — м) (## p) * 

Wenn man nun durch die Endpunktà des Bogenelements 
irgend einer Curve Krümmungslinien beider Systeme legt, so 
entsteht ein elementares Rechteck, von welchem de, do' die Sei- 
ten sind, während ds die Diagonale ist. 

Man erhält daher für das Bogenelement irgend einer 
Curve 


do? — 


(a — и?) (u? — »?) (a? — vi (u? — »?) 
N (ат) (а) Y а) (а v) 


135. In gleicher Art können wir den Inhalt irgend eines 
durch vier Krümmungslinien щу, к; v,, v; begrenzten 
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Flächentheils ausdrücken. Für das Flächenelement erhält man 
002 — y(e — в?) (а? -—») 
Viv — 1» (0—62) E гер 


und das Integral dieses Ausdrucks ist 
u 
. | s (a? — и?) да ` ia — W) du V(a* — v?) dv 
/ y (we 0) e Im Mv) ge» 


SE Vè — p?) du fa LEN Фаня 
yw — A9 ) (K? — и?) )} ër — r’) (e —v)yp 


e kónnen wir ferner die Differentialgleichung der 
orthogonalen Trajectorie einer Curve finden, deren Dif- 
ferentialgleichung 


do, do, == dudv, 


` Mdu + Nav 
ist. : 
Denn die orthogonale Trajeetorie zu 
Рав + 046 


ist offenbar 
do do’ 
P. 0’ 
weil dø, dë ein System rechtwinkliger Coordinaten bilden; wenn 


man also 
Mdu + Ndv 


durch die Formeln des letzten Artikels in die Form 
Рав + 0do’ 


bringt, so wird die Gleichung der orthogonalen Trajectorie ge- 
funden; wir erhalten sie in der Form 
а? — u? dn ` a?— y? dv _ 
(u? — A?) (k? — u?) M (А2 — 0?) (k — N 
136. Das erste Integral einer geodätischen Linie 
u? cos? i + v? sin? i = uw” 

kann in eine Form gebracht werden, in welcher die Veránder- 
lichen. getrennt. sind und aus der sich das zweite Integral ableiten 
lässt. 


*) So ward der Inhalt der Flüche des Ellipsoids zuerst durch Le- 
gendre ausgedrückt, „Traité des Fonctions elliptiques'*, t. I, p. 352. 
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É и — п? 

tan 2 — ve 5) . 
Anderseits ist aber 

Me w— S N e 
do ERZ(C a? — у?) (u? — h?) (EI — и?) n dv’ 
und man erhält somit durch Vergleichung beider Werthe die 
Gleichung 
М? Via — u?) du Va? — v?) dv M 
u) ER) RZ) E lt) Pr) RP) 


Чй == 


deren Glieder getrennt integriert werden kónnen.*) 
Wenn die geodätische Linie durch die Kreispunkte geht, so 
haben wir 
w? = k? (Artikel 133) 
und die Gleichung derselben wird 
Hui __ Ve —v?) 
BR) RZ) "^ E yg t o 

137. Einen Ausdruck für die Länge eines Theils einer 
geodätischen Linie zu entwickeln. 

Das Element der geodätischen Linie ist die Hypotenuse 
eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Catheten do, do’ sind und 
welches ; zum Basiswinkel hat. Wir haben daher 

ds == sini do + cosi do, 
und erhalten durch Einführung der Werthe 


Bn RE eh imd: 


Hin — a 7 Ии? —») 
und der im Artikel 13 gegebenen Werthe von do, do’ 


u (w?— u”) (a? — и?) H Ia (а4%®—»?)уү 

ds == du наи а) gu арас + d dee (ЖУЗ 

Wenn o das Element einer durch die Kreispunkte gehenden 
Linie bezeichnet, so ist ferner 


а2— y? ioo ovt 


*) Die Gleichung einer geodütischen Linie ward zuerst dureh Ja- 
cobi ,,Crelle's Journal“, Bd. XIX, p. 309 integriert, 
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und es mag bemerkt werden, dass wir, wenn dem Radical im 
letzten Artikel das Zeichen + gegeben ist, dem Radical dieses 
Artikels das Zeichen — geben müssen; diess erhellt, indem man 
nach Artikel 135 die Differentialgleichung der orthogonalen Tra- 
jeetorie einer durch einen Kreispunkt gehenden geodätischen Linie 
bildet, eine Gleichung, welche mit do == 0 äquivalent sein muss. 
(Artikel 118.) 

138. Anstatt die Lage eines Punktes auf einem Ellipsoid 
durch die elliptischen Coordinaten w, v zu bezeichnen, können 
wir geodätische Polarcoordinaten anwenden und einen 
Punkt durch seine geodätische Entfernung о von einem Kreispunkt 
und den Winkel œ bestimmen, welchen der Radius vector mit 
der Verbindungslinie der Kreispunkte bildet. 

Die Gleichung einer durch einen Kreispunkt gehenden geo- 
dätischen Linie (Art. 136) giebt die Summe zweier Integrale gleich 
einer Constanten. Diese Constante kann nicht eine Function von о 
sein, weil sie längs derselben geodätischen Linie sich nicht än- 
dert; sie muss also eine Function von o allein sein, und wenn 
wir von irgend einem Punkte zu einem unendlich nahe gelegenen 
übergehen, der nicht in dem nämlichen geodätischen Radius vector 
liegt, so haben wir 


YA aed . dv ur шй» 
(82—20°) y (k* — v?) 
Wir bestimmen die Form der Function. durch. Berechnung 
ihres Werthes für einen Punkt, der dem Kreispunkt u — v = A 
unendlich nahe ist; dann wird die linke Seite der Gleichung 


/ ( à* — h* Й ( du бду 
} Gs >< Grenze von ilg + uA) 


und für N 
ША) ee 
ist die Grösse, deren Grenze wir zu finden wünschen, 


dn de 


2hn +? 2h: — Si 
welches, wenn 7 und e unbegrenzt abnehmen, in 


1 (2 а) 
2h n ғ 
übergeht, dessen Grenze 


Salmon, Anal. Geom. d. Raumes li, Р 12 
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ist. 

Da nun der Aussenwinkel des Scheitelwinkels in dem von 
den Verbindungslinien eines beliebigen Punktes mit zwei Kreispunk- 
ten gebildeten Dreieck durch die Richtung der Krümmungslinie hal- 
biert wird, so ist derselbe das Doppelte des Winkels ; in 

u? cos? i + v? sin? i — A? 

Wenn beim Uebergang zur Grenze die Spitze des Dreiecks 
sich dem Kreispunkt nähert, so wird der Aussenwinkel desselben 
gleich œ und im Kreispunkt gilt die Gleichung 

(h + m? cos? $ o + (h — €)? sin? $o — A 
also für verschwindende y, ғ 


un? jo = 1. 


Die linke Seite der Gleichung ist somit in der Grenze 


2 .— A 
E у (55) d (log tan? $ о). 


Wir haben daher 


Va du VEZ av 


War) HIR (0—7) y») 
eich | Are) do 
ТА 02—12) sino 
Und die Constante, welche in der integrierten Gleichung der 


durch einen Kreispunkt gehenden geodätischen Linie auftritt, ist 
von der Form 


1 2-2) 2 
Se Loës log er $o + с. 


139. Wenn P, Ọ zwei auf einander folgende Punkte einer 
Curve sind, und wenn PP’ zu dem geodätischen Radius vector 
00 rechtwinklig ist, so ist offenbar 

PO? = PP? + PO. 

Weil aber nach Artikel 117 


ОР = OP’ 
ist, so ist auch 
PO = de, 
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während PP’ als das Bogenelement eines geodätischen Kreises, 
für welchen o constant d. h. do — 0 ist, von der Form 
Pdo 
sein muss. Das Bogenelement einer Curve in irgend 
einer Fläche kann somit durch eine Formel 
ds? == d? + P'do? 
ausgedrückt werden. Wir untersuchen die Form der Function P 
für den Fall der durch den Kreispunkt eines Ellipsoids gehenden 
Radien vectoren, indem wir die Krümmungslinie 
ш == ш 
betrachten. Wir haben dann (Artikel 137) 
A DN ET 
ds? — dv? en > 


und nach demselben Artikel 


а. з geg 
dëi == dv Bw 
also 
(ш2— №) (42—02) 
(А2 — 0?) (02—03) 


Aber nach Artikel 138 ist für ш als eine Constante 
Via —»5 « dv TIS E) ee 
(h? — v?) vr») => k?— h) sin ei 
und man erhält somit durch Substitution 


Ро? = dv?, 


pi (a? — A?) (à* — v?) (u? — A?) yy 
Fä Mu Arie — — (—a)(?—e)sinto 
2 

ect. 

sin? o 
(Band I, Artikel 168); daher 

-— 9T 

sin o 


Es ist bei dieser Untersuchung nicht unumgänglich, das Re- 
sultat des letzten Artikels vorauszusetzen. Wenn wir für die 
rechte Seite der Gleichung desselben eine unbestimmte Function 
von о substituieren, so wird in derselben Art bewiesen, dass 

P == уФ (o) 
ist. Wir bestimmen dann die Form der Function durch die Be- 
merkung, dass in der Nachbarschaft des Kreispunktes die Ober- 
12" 
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flache sich der Form einer Kugel nähert; da für die Kugel die 
Formel der Reetification 
ds? == dg? + sin? о do? 


ist, so muss 
Р = sin о 


sein und да für dieselbe überdiess 
y — sin o sin o 
ist, so hat die y multiplicierende Function den Werth 


1 
sin о 


140. Betrachten wir nun das durch Verbindung eines Punktes 
P mit den beiden Kreispunkten 0, 0° gebildete Dreieck, so haben 
wir für den Bogen OP die Function 
y 
sin o 
und für den P mit dem andern Kreispunkte vereinigenden Bogen 
O'P die Function 


piese 
sın o 


P: P = sin'o:'sino'; 

eine Gleichung analog derjenigen, welche ausdrückt, dass die 
Sinus der Seiten eines sphärischen Dreiecks den Sinus der Gegen- 
winkel proportional sind, da P und P’ in der Rectification der 
elliptischen Bogen den sin o, sin 0° auf der Kugel entsprechen. 

141. Ist ferner P ein Punkt einer Krümmungslinie, so haben 
wir (Artikel 124) 

do + do — 0, 

wo о und o' die Entfernungen von den Kreispunkten bezeichnen ; 
ist dann 9 der Winkel, welchen der Radius vector OP mit der 
Tangente bildet, so ist das normale Element Pdo offenbar 


do tan 6. 


Da aber der Radius vector O'P auch den Winkel 9 mit der 
Tangente bildet, so haben wir 


Pdo + P'do' — 0, d.i. an + ER = 0; 


sin o 7 sin o 


oder tan $ w. tan $ о’ ist constant, wenn die Summe der Seiten 
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des Dreiecks gegeben ist, uud tan 4 c ist zu tan ke in einem 
gegebenen Verhältniss, wenn die Differenz der Seiten gegeben 
ist. Wird die Entfernung zwischen zwei Kreispunkten 
als Basis des Dreiecks genommen, so ist der Ort sei- 
nes Scheitels eine Krümmungslinie, eben so wohl wenn 
das Product als wenn der Quotient der Tangenten sei- 
ner halben Basiswinkel gegeben ist.*) 

Aus diesem Satze entspringen mehrere Zusátze, z. B. Wenn 
eine geodätische Linie durch einen Kreispunkt O eine 
Krümmungslinie in Punkten P, P' schneidet, so ist 
je nach der Art der Krümmungslinie entweder das 
Product oder der Quotient von tan 4 PO'O und tan $ P'0'0 
constant. ў 

Ferner: Wenn die geodätischen Linien, welche zwei 
Kreispunkte mit irgend einem Punkte P einer Krüm- 
mungslinie verbinden, dieselbe überdiess in den 
Punkten P', P" schneiden, so ist der Ort des Durch- 
schnittspunkts der transversalen geodätischen Linien 
On. OP” eine Krümmungslinie derselben Art. 

142. M. Roberts’ Ausdruck für das Element des zu einer 
umbilicalen geodätischen Linie normalen Bogens ist von Hart 
in folgender Art erweitert worden: Sind 07, OT’ zwei auf einan- 
der folgende geodätische Linien, welche die im Durchschnitt der 
Fläche mit einer confocalen Fläche B gebildete Krümmungslinie 
berühren, und ist do der Winkel, unter welchem sie sich durch- 
schneiden, so berührt die Tangente in dem Punkte 7 einer von 
ihnen die Fläche B in einem Punkte P (Artikel 129), und wenn 
ТТ" als conjugierl zu TP genommen ist, so geht die Tangenten- 
ebene in 7^ durch * TP (Artikel 7), und die Tangente der geo- 
dätischen Linie in Z’ berührt die confocale Fläche B in dem- 
selben Punkte P. Wir wünschen nun die normale Entfernung 
von Т” und TP in der Form Рао auszudrücken. Vorausgesetzt, 
dass die Tangenten der geodätischen Linien in den nächstfolgen- 
den Punkten sich in P, unter einem Winkel dg, schneiden, dass 


*) Dieser Satz ebenso wie die in Art, 138 u. f, enthaltenen Sütze, 
von denen sein Beweis abhüngt, gehórt M. Roberts, welchem dieser 
Theil der Geometrie so viel verdankt. (,,Liouville's Journal“, t. ХШ, 
p. 1 und t, XV, p. 275.) 
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ferner die Normalen in den Punkten 7,, 7,' die Tangenten PT, PT’ 
in den Punkten 7,, 7, schneiden, so sind, da die Differenz zwi- 


Fig. 2. 


schen T, T,/, T,T, ein unendlich Kleines der dritten Ordnung ist, 
PT,dp und P,T,dp, mit demselben Grade der Annäherung ein- 
ander gleich, und da PT,, P,T, den Durchmessern D, D, der 
Fläche B proportional sind, welche den zwei auf einander fol- 
genden Tangenten der geodätischen Linien parallel laufen, so ist 
Ddg = D,dg,, 
d. i diese Grösse bleibt unverändert, wenn wir längs der geo- 
dätischen Linie vorwärts gehen. Nun ist in dem Punkte 0 
- аф = do; 
wenn also D, den Durchmesser der Fläche 7 bezeichnet, welcher 
der Tangente der geodätischen Linie in O parallel ist, so hat 
man 
Гаф == Duden, 
und daher die auszudrückende Entfernung | 


PTdp = zi 


wenn 1 (== PT) die Länge der von 7 an die confocale Fläche В 


110, 


gehenden Tangente, oder ў t das Mittel zwischen den Segmenten 


einer durch 7 parallel der Tangente in O gehenden Sehne von 
B ist. 
Wenn die geodätische Linie durch einen Kreispunkt geht, so 


reduciert sich die Fläche В auf die Ebene der Kreispunkte und ze t 
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ist die durch 7 parallel der Tangente in O bis zum Durchschnitt 
mit dieser Ebene gezogene Gerade, d. h. man erhält den Aus- 
druck von Roberts wieder. 

Durch einen Beweis, der mit dem für die entsprechende 
Eigenschaft der Kegelschnitte („Analytische Geometrie der Kegel- 
schnitte*, Artikel 264) übereinstimmt, erhält man von hier aus 
den Satz: Wenn ein geodätisches Polygon einer Krüm- 
mungslinie umgeschrieben bleibt, während alle seine 
Ecken bis auf eine sich inKrümmungslinien bewegen, 
so durchläuft auch diese eine Krümmungslinie und 
der Umfang des Polygons ist unveränderlich, wenn 
diese Krümmungslinien von derselben Art sind. 

143. Wenn eine geodätische Linie, die einen Kreispunkt mit 
dem diametral entgegengesetzten verbindet, und einen Winkel о 
mit der Ebene der Kreispunkte macht, fortgesetzt wird, bis sie zu 
ihrem Ausgangspunkt zurückkehrt, so geht sie damit nicht zugleich 
wie in dem Fall der Kugel auf ihren ersten Weg zurück, d. h. sie 
bildet bei ihrer Rückkunft einen von о verschiedenen Winkel mit 
der Ebene der Kreispunkte. 

Um diess zu beweisen, werden wir einen Ausdruck für den 
Winkel 0 untersuchen, den die Ebene der Kreispunkte mit der oscu- 
lierenden Ebene in irgend einem Punkte dieser geodätischen Linie 
macht. 

Dabei ist es nützlich, das folgende Lemma vorauszuschicken. 

Wenn in einem sphärischen Dreieck eine Seite und der an- 
stossende Winkel endlich bleiben, während die Basis unbegrenzt 
abnimmt, so kann die Grenze des Verhältnisses der Basis zur 
Differenz der in demselben Sinne gemessenen Basiswinkel bestimmt 
werden. Die Formel 

4 cos} (a + b) 

cos 4 (4 + B) = sin 4 С ET IUE 
der sphärischen Trigonometrie giebt in der Grenze, also für das 
Dreieck von den Seiten «, dp und dem eingeschlossenen Winkel 
0, in welchem der Winkel dw der Seite dp gegenüber liegt und 
(0 + 99) den der Seite œ gegenüber liegenden Aussenwinkel be- 


zeichnet 
d) == cos «dy; 


es ist aber auch 
sin «dy = sin ddp, 
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dj dg 


snó ^ one" 

Nun wissen wir (Artikel 129), dass die Tangente in einem 
Punkte der durch einen Kreispunkt gehenden geodàátischen Linie 
die Ebene der Kreispuukte in einem Punkt der Focalhyperbel schnei- 
det, und die osculierende Ebene der geodätischen Linie in die- 
sen Punkt ist daher die durch den Punkt und die entsprechende 
Tangente der Focalhyperbel bestimmte Ebene. 

Wir wissen auch, dass der einem Ellipsoid aus einem Punkt 
der Focalhyperbel umgeschriebene Kegel ein gerader Kegel ist. 
(Band I, Artikel 194.) 

Sei dann PP' ein Element der geodàtischen Linie durch 
einen Kreispunkt, welches verlängert in A die Focalhyperbel schnei- 
det, und schneide die Verlängerung des nächstfolgenden Elements 
P'P" dieselbe in W’, so sind PHA, P'Z'A zwei auf einander 
folgende osculierende Ebenen, wenn HA, Z'/ die zwei entspre- 
chenden auf einander folgenden Tangenten der Focalhyperbel 
sind. Denken wir jetzt um Æ’ eine Kugel beschrieben und be- 
trachten das sphärische Dreieck, welches die Radien nach den 
Punkten A, A. P' bestimmen, so ist, wenn dg den Winkel AH, 
den Berührungswinkel der Focalhyperbel, und 6 den Winkel zwi- 
schen der osculierenden Ebene und der Ebene A HA der Kreis- 
punkte bezeichnet, während AAT D der halb Winkel œ des Kegels 
ist, das sphärische Dreieck das in dem Lemma betrachtete und 
wir erhalten 

dd __ do 
sind ` lane 

Um diese Gleichung zu integrieren, müssen wir dg in Func- 
tion von e ausdrücken und diess können wir als ein Problem der 
ebenen Geometrie betrachten; denn « ist die Hälfte des zwischen 
den von Æ an den in der Ebene der Kreispunkte enthaltenen Haupt- 
schnitt gelegten Tangenten enthaltenen Winkels, während dg der 
Berührungswinkel der Focalhyperbel in demselben Punkte ist. 
Wenn nun a, 0; a”, b" die Achsen je einer durch Æ gehenden 
zu einer Ellipse von den Achsen a und P confocalen Ellipse und 
Hyperbel sind, und wenn 2« der von den Tangenten der letzte- 
ren Ellipse von Æ aus eingeschlossene Winkel ist, so haben wir 
(vgl. „Analyt. Geometrie der Kegelschnitte“, Art. 228, Aufg. 10) 
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2 a 
tan а = o 5 
а? — a 


Durch Differentiieren unter der Voraussetzung, dass а” соп- 
stant sei (da wir zu einem benachbarten Punkte der Focalhyper- 
bel fortschreiten), erhalten wir 


, , 


a da 
de == — tan « A G4" 
Wenn aber p, p' die vom Centrum auf die Tangenten der 
Ellipse und Hyperbel in Æ gefällten Senkrechten sind, so haben 
wir (Artikel 134) 
ааа == рар; 
dp ist das Bogenelement der Focalhyperbel, und es ist, wenn о 
den Krümmungshalbmesser in demselben Punkt bezeichnet, 


dp = gd, 
og 
und e = ы a = 
р 
1 
also de = — tan « EM. 
p 
oder da == tan e £ how . 
a b 
Da aber 
a? = a? + (а? — а") col?a, 6° — b? + (а? — а") соі? а 
ist, so hat man 
аф a” b” да 


tane — (a — a^? + etan e) Ya — a”? + b tan? a). 
In dem betrachteten Falle sind die Achsen der berührten 
Ellipse а, с, während die Quadrate der Achsen der confocalen 
Hyperbel sind (a? — 52), (b? — c?); wir haben also die Gleichung 
Gë, `_. y (a* — 23) y? — — — e) de ] 
sn? 7 VUE uw a) VRR F e unt) 
Indem wir sie integrieren und die eine Grenze des Integrals 
in dem Kreispunkt wählen, wo 


0 = о, a= {т 
ist, so erhalten wir 


PiS М -/ V (a? <P үф — ei da 
VCH a* 


" an in + a? tan? а) V(b? + с? tan? а) = 
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und wenn 7 den Werth dieses Integrals bezeichnet, so haben wir 
tan 4 9 = k tan 1 o, 
wo 
p= й 
ist. 

Jenes Integral behält zwischen den Grenzen + j x und 
— 4x, d. h. beim Uebergang von einem Kreispunkt zum an- 
dern, sein Vorzeichen. 

Ist also œ’ der Werth von 9 für den Kreispunkt, welcher 
dem entgegengesetzt ist, von welchem wir ausgingen, so hat an 
dieser Grenze das Integral J einen von Null und Ж einen von 
Eins verschiedenen Werth, und wir erhalten 

tan Le = K tan $0, 
d.h. о’ ist stets von œ verschieden. Ebenso kehrt die geo- 
dàtische Linie zu dem ursprünglichen Kreispunkt zu- 
rück unter einem Winkel o", für welchen 

tan 4 o" = k tan } о; 
sie geht und kehrt zurück, indem sie eine Reihe von 
Winkeln bildet, für welche die Tangenten ihrer Hälf- 
ten in stetiger Proportion sind.*) 

144. Für alle Kanten desselben Tangentenkegels aus einem 
Punkt A in der Focalhyperbel- ist с und daher % constant, die 


Gleichung A 
tan 40 = k tan $ w 

giebt 

qi... гай 

sind ^ sino 

Da nun die osculierende Ebene der geodätischen Linie nor- 

mal zur Fläche ist, somit auch normal zum Tangentenkegel, so 
geht sie durch die Achse dieses Kegels und wenn wir den Kegel 
durch eine zur Achse normale Ebene schneiden, so ist der Schnitt 


ein Kreis vom Radius 
EM 
sin 9 
*) Die Sätze dieses Artikels gehören Hart an, „Cambridge and 
Dublin Mathematical Journal“, Vol. IV, p. 82; in der Beweismethode bin 


ich W. Roberts Darstellung, ,,Liouville's Journal“, t. II (1857) p. 213, 
gefolgt. 
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und das Bogenelement ist 


^" oder 4 
y sin 9 y 


sin @ 

Diess Element aber, als die Entfernung zweier auf einander 
folgenden Seiten des Berührungskegels im Berührungspunkt, ist 
das, was wir im Artikel 139 durch 

Pdo 


bezeichnet haben und wir haben so aus der Untersuchung des 
letzten Artikels einen unabhängigen Beweis des für P dort ge- 
fundenen Werthes. 

. 145. Niveaulinien. Die Verschiedenheiten der Hóhe eines 
Landes kónnen in einer Karte durch eine Reihe von Curven dar- 
gestellt werden, welche die Punkte von gleicher Höhe verbinden. 
Wenn eine Reihe solcher Curven verzeichnet sind, welche gleichen 
Höhendifferenzen entsprechen, so bezeichnet die dichtere Zusam- 
mendrängung dieser Curven die Stellen, wo die Höhe des Lan- 
des am schnellsten wechselt. 

Allgemein sind die Niveaulinien einer Fläche die Durchschnitte 
derselben durch eine Reihe von Horizontalebenen, welche wir 
der Ebene der æy parallel voraussetzen dürfen. Die Gleichungen 
der Horizontalprojectionen einer solchen Reihe erhält man durch 
die Substitution 

Bee 
in die Gleichung der Fläche; und eine Differentialgleichung, 
welche allen diesen Projectionen gemein ist, entspringt aus der 
Annahme 

dz — 0 
in der Differentialgleichung der Fläche, d. i. man hat 


z de + Gi йу == 0. 

Man kann sie auf eine Function von x und y allein redu- 
cieren, indem man die in den Differentialquotienten enthaltene 
Veründerliche z mit Hilfe der Gleichung der Fläche eliminiert. 

146. Linien der gróssten Neigung. Die Lin'e der gróssten 
Neigung durch irgend einen Punkt ist die Linie, welche alle 
Niveaulinien normal durchschneidet, die Differentialgleichung ihrer 
Projection ist somit 
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dU dU 
s i. с ыы = 0. 
az V 5 ах 0 


Die Linie der grössten Neigung wird gewöhnlich als diejenige 
Linie definiert, für welche die Tangente in jedem Punkte den 
grössten Winkel mit dem Horizont macht; es ist in der That 
offenbar, dass die Falllinie der Tangentenebene, d. h. 
die Linie in ihr, welche die grósste Neigung gegen den Horizont 
hat, normal ist zur horizontalen Spur dieser Ebene. Wir erhal- 
ten die nàmliche Gleichung wie vorher, indem wir ausdrücken, 
dass die Projection des Curvenelements, dessen Richiungscosinus 
zu dx, dy proportional sind, normal zu der Spur ist, deren 
Gleichung durch ; 


dU А dU y d 
ed Ges е0 Зз e ee En у 
da’ ernst dy (y — v) dz °З 
dargestellt wird. 

Beispiel. Die Falllinie der Fläche zweiter Ordnung 

Ах? + By? + 0? == D 

zu finden. 

Die Differentialgleichung ist 


Ахау = Bydz, 
welche durch Integration giebt 


9-6 


wo die Constante durch die Bedingung bestimmt ist, dass die Linie durch 
den Punkt 

==, у= у 
geht. Somit ist die Falllinie die Durchschnittslinie der Fläche zweiter 
Ordnung mit dem Cylinder, dessen Gleichung зо eben geschrieben ward, 
ist also eine Curve doppelter Krümmung, so lange nicht der Punkt Lea") 
in einer der Hauptebenen liegt, als wodurch die eben gefundene Gleici- 
ung sich auf а: == 0 oder y == 0 reduciert. 


*) Die Differentialgleichung der Curve, die immer normal ist zur 
Durchschnittslinie der Tangentenebene von den Richtungscosinus U ,,U,,U; 
mit einer festen Ebene von den Richtungscosinus а, b, c, ist offenbar 
dr, dy, dz 
U, Un Uz 
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V. Abschnitt. Die Theorie der Krümmung und Deformation 
der Flächen und die der geradlinigen Strahlensysteme. 


147. Wir werden diess Kapitel beendigen, indem wir einen 
Abriss von Gauss’ Theorie der Krümmung der Flächen 
und von den mit ihr eng verbundenen Lehren von der Defor- 
mation der Flächen und von den geradlinigen Strahlen- 
systemen geben.*) 

In ebenen Curven messen wir die Krümmung eines Bogens 
von gegebener Länge durch den Winkel zwischen den Tangenten 
oder den Normalen in seinen Endpunkten; in andern Worten, 
wenn wir einen Kreis vom Radius Eins und in ihm Radien parallel 
den Normalen in den Endpunkten des Bogens denken, so bietet 
das Verhältniss des von ihnen begrenzten Kreisbogens zu dem 
Bogen der Curve ein Maass der Krümmung des Bogens dar. 

Wenn wir einen durch eine geschlossene Curve begrenzten 
Theil einer Fläche haben, und parallel den Normalen in den 
Punkten der begrenzenden Curve Radien einer Kugel vom Halb- 
messer Eins ziehen, so ward in gleicher Art der Inhalt des ent- 
sprechenden Theils der Kugellläche durch Gauss als die totale 
Krümmung des betrachteten Flächentheils bezeichnet. Und wenn 
wir in einem Punkte der Fläche die totale Krümmung des an- 
liegenden Flächenelements durch den Inhalt des Elements selbst 
dividieren, so ist der Quotient das, was als das Maass der 
Krümmung für diesen Punkt bezeichnet wird. 

148. Wir gehen dazu über, das Maass der Krümmung 
durch eine Formel auszudrücken. 

Weil die Tangentenebenen in irgend einem Punkt der Ober- 
fläche und in dem entsprechenden Punkt der Kugel vom Halb- 
messer Eins der Voraussetzung gemäss parallel sind, so sind die 
Flächen irgend welcher elementaren Theile von beiden ihren Pro- 
jectionen auf eine der Coordinatenebenen proportional. Betrachten 
wir also ihre Projectionen auf die Ebene der zy und setzen wir 
die Gleichung der Fläche in der Form 

*) Der Leser findet seine Abhandlung wieder gedruckt im Anhang 
zu Liouville's Ausgabe von Monge. Auch in „Nouvelles Annales de 


Mathematiques‘‘, t, XI, р. 195—959 in französischer Uebersetzung auf 
Grund dieses Abdrucks, B 
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z = Ф (х, y) 
gegeben voraus. 

Wenn dann 2, y, z die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
der Fläche und X, У, Z die des entsprechenden Punktes der 
Kugeleinheit sind, und x + dz, x + dx, X + dX, X + 9X, etc. 
die zweier benachbarter Punkte in jeder bezeichnen, so sind die 
Flächen der durch die betrachteten Punkte gebildeten elementaren 
Dreiecke offenbar in dem Verhältniss 

WEE — dYàX): (dxðy — du dal, 

Da aber dX , dY, X, dE mit dv, dy, ete. durch dieselben 

linearen Transformationen vereinigt sind, nàmlich 


ax dX dY ау 
ах ах dY aY 


so erhält man nach der Theorie der linearen Transformationen 


oder durch wirkliche Multiplication 


S А dX dY dE dY 
ахду — dYÓX == (ах ду — dy) E r Ж 257 
und die Grósse 
dX dY dX dY 


ist somit das Maass der Krümmung. 

Da aber X, У, Z die Projectionen der der Normale paral- 
lelen Lineareinheit auf die Achsen sind, so sind sie den Cosinus 
der Winkel proportional, welche die Normale mit den Achsen 
bildet; wir haben daher - 

р 
х= яки КҮ 
а ере VE KE ри 
орой A dar 
dE ЕР) = — ри ar (1 + 0°) t— ps. 


quce 1+2 + qi dy 1+2 + qY : 
dX dY dX dY (rt — s?) 


dr dy ya (++ 
Damit geht aus einer Gleichung des Artikel 51 hervor, 
dass der für das Maass der Krümmung gefundene Werth 
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ist, wo R und R’ die beiden Hauptkrümmungsradien 
des Punktes bezeichnen. 

149. Es ist leicht, den so gefundenen Werth geome- 
trisch zu bestätigen. ` 

Wir betrachten dazu das elementare Rechteck, dessen Seiten 
die Richtungen der Haupttangenten haben. Seien die Längen der- 
selben A, А, so dass sein Inhalt durch AA ausgedrückt ist. Die 
Normalen in den Endpunkten von A durchschneiden sich, und 
wenn 9 den von ihnen gebildeten Winkel bezeichnet, so ist 


A 
R ЕД 


wo R den entsprechenden Krümmungsradius ausdrückt. 


= 


Die entsprechenden Normalen der Kugel bilden mit einander 
denselben Winkel und ihre Länge ist die Einheit; für die Länge 
u des dem Element A entsprechenden sphärischen Elements haben 
wir daher 


А mme б 
Far 
ebenso ist 
E 
Ж? “, 
also auch 
u. 1 
Ak e d 


was zu beweisen war. 


150. Gauss hat bewiesen, dass, wenn eine biegsame 
aber nicht ausdehnbare Fläche auf irgend eine Weise 
deformiert wird, d. i. wenn die Form der Fläche so 
verändert wird, dass die längs der Fläche gemessene 
Distanz zwischen irgend zwei Punkten dieselbe bleibt, 
das Maass der Krümmung in jedem Punkte unverän- 
dert bleibt. 

Wir haben ein Beispiel einer solchen Veränderung in dem 
Falle einer abwickelbaren Fläche in ihrer Ausbreitung in eine 
Ebene kennen gelernt (Artikel 57); und das Maass der Krümmung 
verschwindet sowohl für die abwickelbare Fläche als für die Ebene, 
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da in jedem Fall einer der Hauptkrümmungsradien unendlich gross 
ist (Artikel 108). 

Um den Satz allgemein zu beweisen, setzen wir voraus, dass 
ein Punkt der Fläche, anstatt durch drei durch die Gleichung der 
Fläche bedingte Coordinaten gegeben zu sein, durch zwei unab- 
hängige Coordinaten bestimmt ist. Sei 
dx == adu + adv, dy = bdu + Udv, dz = cdu + сав, 
so ist 

dei = da? + dy? + dei 
== (a? +15? + c?) du? + 2(aa’ + bb’ + cc’) dudv + (a° +b? + с?) й%. 
Wir schreiben diese Gleichung in der Form 
dei == Edw? + 2 F dud» + ба? 
und haben zu beweisen, dass das Maass der Krümmung 
oder das Product der Hauptkrümmungsradien eine 
Function von Æ, F, G ist. 

Sei Lo, y', 2) der Punkt der deformierten Fläche, welcher 
dem Punkt (а, y, z) der gegebenen Fläche entspricht, so sind 
а, y, х gegebene Functionen von 2, y, z und können somit 
auch in Gliedern von и und v ausgedrückt werden. Das Bogen- 
element der deformierten Fläche kann in der Form 

ds? = Кай? + 9F'dudv + G'dw* 
dargestellt werden, und die Bedingung, dass dasselbe durch die 
Transformation nicht verändert sei, fordert offenbar 
E =F, FF, GG. 

Jede Function von Z, F, G bleibt somit bei einer Deforma- 
tion, wie die von uns betrachtete, unverändert. 

Nun sind in Artikel 34 die Hauptkrümmungsradien durch 
eine quadratische Gleichung gegeben worden, in welcher der 
Coefficient von A? 

(DV + U? + OUS) 
und das absolute Glied 
(U,4 Uy — їз?) U, + (0330 — Du U? + (Un Us — U?) US 
+ 2 (U,4U,, — Du Haal 005 + 2 (UU sg (О U13) UU, 
- 2 (Us; U, — Us; Usa) U, U, 
ist. Wir werden jede dieser Gróssen einzeln in Function von 
E, F, G ausdrücken. 
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151. Wenn wir in die Gleichung der Fläche 
U,dx + U,dy {+ de = 0, 

die im letzten Artikel gegebenen Werthe von dæ, dy, dz substi- 
tuieren, und erinnern, dass die Coefficienten von du und d» ge- 
trennt verschwinden müssen, weil и und v unabhängige Verän- 
derliche sind, so haben wir 

Ua + Ub + U,c = 0, Ша + Dé + U = 0, 
somit 
D = А (Бс — Vc), U, = А (са — са), О, = А (а — a'b), 
wenn à ein unbestimmter Coefficient ist, und 


U? + U? + Uy —À (a oU? e) (a 4b? te”) — (aa EN ес) 
=}? (EG — P?).*) 

152. Wir untersuchen nun das Ergebniss derselben Substi- 

tution 
U, = (be — b'c), etc. 
in den Ausdruck des absoluten Gliedes im Artikel 150. 

Eine Gleichung, welche in der Theorie der Kegelschnitte 
Anwendung findet, erlaubt uns, diess Resultat in einfacherer 
Form zu schreiben. (Vergl. „Analyt. Geom. d. Kegelschnitte “, 
Artikel 331, 365; 400, Beispiel 2.) 

Sei 

ax? + by? + ez? + 2lyz + 2m: + maey = (0 
die Gleichung des Kegelschnitts und sei das Resultat der Substi- 
tution 

a + kw, b4 kb, c + kc für <æ, у, z 
S+ 2kV. + DS, 
so ist 
SST — V? — (be — 1?) (бс — cl’)? + (са —m?) (ca —ac')* + ete. ; 


*) Vergl. „Vorlesungen“, Artikel 14. 

Die Gauss'schen Bezeichnungen werden vervollständigt durch die 
folgenden Angaben: 

hc — lc = A, са—са= В, al —@Ъ = С, 
во dass 
4° + В Ч С? = Е@— Е? = д 

ist; und 
ak AC 


NN T =! 
du’ du 
Salmoa, Anal, Geom, d, Raumes. П, 13 


mM 
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denn jede Seite dieser Gleichung drückt durch ihre Gleichsetzung 
mit Null die Bedingung aus, unter welcher die Verbindungslinie 
der Punkte abe, ас" den Kegelschnitt berührt. Die Gleichung 
kann überdiess durch wirkliche Multiplication bestätigt werden. 
In unserm Falle soll die Grósse 
А (SS' — y?) 
berechnet werden, wo 
= Ша? + USD + Ше? + 20е + 2 Оса + 2а, 
8'== Upad? + Ub? + Use? + 2 US e +2 Оса +2 Ua, 
V = Uad + Ubb + Usscc + Us (b'e + be) + Us, (са + с'а) 
-+ U,, (ab + a'b) 
ist. 
Differentiieren wir die Gleichung 
Ude + U,dy + U4dz = 0, 
so erhalten wir 
Uda + Udy + 0,2 
= — (Du dæ? + U,,dy* + Оз? + 2 U,,dydz + 2 Updzdx 
+ 2 Udædy); 
und wenn wir schreiben 


Mit den nachher auftretenden 
dx dx ‚ dix D 
aa c^ Lgs aere 
d*y du cu 
di в, dudo — p, dv? 4 
d’z di. "Uie " 
dui duds an! 
bildet man dann noch 
Ax + BB 4 Су = 


Ae + Bü + Oy 
Ae" + ВВ" + cy" = 
Mit diesen Bezeichnungen erhält man das Maass der Krümmung in 
der Form 
koc —d nm. 
= Ье Oz | 
Man hat in den Symbolen А, B, €, D, D, D" die Determinanten- 
form erkannt und kann auch 2 in diese Form leicht übertragen; es ist 


"Fer mt: 
Kä = dio 09 eis 
A, B, C 
e, В, у e, B, gi «^, d, У | 
Dt ans byo s.a. Бо wo D Dum A |. 
d $5, Gi. с | атт: с | 
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а == «du? + «dud + «а, 

ау = Ваи? + В диа» + bde, 

dz — уйи? + у dud» + у dei, 

und diese Substitutionen in die linke Seite der vorigen Gleichung 

vollziehen, während wir zugleich für dx, dy, dz nach Artikel 150 

ihre Werthe einsetzen, so erhalten wir durch Vergleichung der 

Coefficienten von du?, dudv, dv? 

Ша + 0,8 4 Uy = — 8, De + Uf + Dass — E 
De + 0,8" + Ugy” = — 8, 

und haben den Werth von 

22 { (е 084 Up) (Uy + UB" + Uy) — (Ua 08 ar) 

zu berechnen, wenn für U,, U,, U, die Werthe des Artikel 151 


substituiert werden. 
Das Resultat ist das Product aus A* in die Grösse 


e x В 1 y e", p". y” | e, В, y 2 
0; D. «e gue dp | —|a, b, c 
а, b, с а E y 3 c а, V, c 


Nach dem Multiplicationsgesetz der Determinanten*) giebt die 
Entwickelung dieser Producte die Differenz zwischen 
ee + BB” + уу, oe + bB" + су", da” + vg + ey” 
aa +В +су, а + +0, ad 4b 4 сс 
da +bB + су, ad LN Le, a? +5? 4 е? 
und 
ei 4-8? + у?%, oe kb + cy, dd VB + су 
oe 4-bB' Led, а + +0, аа + +cc 
de + V8. +cy, аа ob poed, a? +6? + с? 
153. Die Elemente dieser Determinanten werden aber leicht 
als Functionen von Z, F, G und ihren Differentialen erkannt. 
Mit Erinnerung an die Definitionen von a, b, c, œ, Ge, etc. 
(Artikel 150, 152) ist offenbar, dass 
C ANM PE ort s 
du’ ~ dv du’ ^ dv 


sind, so dass man durch 


, etc. 


*) Die Bemerkung, dass die Anwendung dieser Regel das Ergeb- 
niss in einer die Wahrheit von Gauss' Theorem beweisenden Form 
bestimmt, verdanke ich Williamson, 


13* 
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Е= а +10 0 0, F=ad+b 4e, 6 = а 0° pee 
erhält 


+ + су={ Ё, ad + ey = y Е, 

d + УВ + су = 4 9, Care, 

a Hey 

аа + Kë +еу — 2 ( (а + bf. + су) СГ: 


Man sieht, alle Elemente der beiden vorigen Determinanten, 

mit Ausnahme der leitenden Elemente von ihnen 
eg + BB" Am, «e? OB? + 7% 

sind in diesen Gleichungen in Function von Æ, F, G ausgedrückt. 

Um auch diese so darzustellen, diflerentiieren wir die letzt- 
geschriebene Gleichung in Bezug auf v und erhalten 

Di 7 „ аЁ dE dë , dy 
ae ^ PERY SE 7 ЕЛ" > уа aut е dv , 
wir differentiieren sodann die Gleichung 
dd + VB + cy =1% 


in Bezug auf и und erhalten 


^ ? M d?G d , d 
PER actam w). 
In Folge der Relationen 

d& de 

ds == du' etc. 
sind die in den Parenthesen der letzten beiden Gleichungen ent- 
haltenen Grössen gleichwerthig und man erkennt aus der Ent- 
wickelung der beiden Determinanten sofort, dass die Producte, 
in welche diese Gróssen eintreten, in der Differenz verschwinden, 
weil auch ihre anderen Factoren übereinstimmen — sie sind 


beide gleich 
И К 


FK. 6 
— dass somit die gesuchte Entwickelung die mit A1 multiplicierte 
Differenz der Determinanten 
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d?F dE db 
Kee ECK DOES bu x 


und 
ËG dE 


San dag Hx 
E ! DO. 


ist. 

Indem wir die so gebildete Grósse durch den im Artikel 151 
gegebenen Werth von 

(U? + U? + 032)? 

dividieren, erhalten wir das Maass der Krümmung; da der ge- 
meinschaftliche Factor 44 verschwindet, als eine Function der 
Grössen E, F, G und ihrer Differentiale, womit Gauss’ Theo- 
rem bewiesen ist. 

Wir fügen dem Beweis die wirkliche Entwickelung der De- 
terminanten hinzu. Indem wir das Maass der Krümmung durch 
K bezeichnen, erhalten wir 


2 
ac к — Е EELE 4. (EN) 


dv du dv 
dE dG dE dG dE dF dF dF dF dG 
triar 4a 3-5ott AA 2 


dE аб dE dF 
+, 2 du dv + P 
Е Е RG 
es 2 
er (52 — 2. " dud» + Sal 
(Vergl. Liouville's Ausgabe von Monge, p. 523.)*) 


*) Bertrand, Diguet und Puiseux (vergl. ,,Liouville's Journ.“, 
t. XIII, p. 80; Appendix zu Monge, p. 583), haben das Theorem von 
Gauss durch Berechnung des Umfangs und Inhalts eines geodätischen 
Kreises in einer beliebigen Fläche bewiesen, dessen Radius s unendlich 
klein gedacht ist. Sie finden für den Umfang 


http://rcin.org.pl 


— 198 — 


154. Man kann zwei Systeme von Curven auf jeder Fläche 
bilden, für deren eines v, und für deren anderes » constant ist ; 
jeder Punkt der Fläche ist der Durchschnitt zweier solcher Cur- 
ven, einer aus jedem System. 

Der Ausdruck 

? = Edw? + 2Fdudv + Gav? 


y (E) du 
das Element der durch den Punkt gehenden Curve ist, für welche 
v constant ist; während zugleich 


V16) dv 


zeigt, dass 


ans — Ls 
RR 
und für den Inhalt 
y V. e 
12 АБ 


Die Voraussetzung, dass beide durch die möglichen Deformationen 
der bezeichneten Art unverändert bleiben, fordert, dass RR’ constant sei. 

Man kann die allgemeinen Gleichungen der Krümmungslinien und 
der Hauptkrümmungsradien mit den eingeführten Bezeichnungen leicht 
folgendermassen ausdrücken, Wenn é, э, Ё die Coordinaten eines Punk- 
tes der Normale іп x, у, z ausdrücken und durch A die Entfernung bei- 
der Punkte bezeichnet wird, so hat man 


ра R а ES - R 
setz nrt e рс. 


Damit dann (x, y, z) einer Krümmungslinie angehöre, müssen die 
Derivierten der vorigen Gleichungen für £, n, E als Constanten nach 
den Veränderlichen u, v bestehen und R wird dann ein Krümmungs 
halbmesser sein. Man hat also 


ах , de , R dA 

AE са AC ЖЕЛТ Le =) 4=0 
dy D dy " , 

а" та" уз aita") + (75) 29 
dz , dz. R dOr; dC , A" 
ate y(ntw)t(yz)7-* 


Indem man aber diese Gleichungen der Reihe nach erst mit 


dv ау. dz 

du’ du’ du’ 
dann mit 

de dy di 

dv! dv’ dv 


multiplieiert und die Producte addiert, erhält man die beiden Summen 
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das Element der entsprechenden Curve bezeichnet, in welcher w 
constant ist. Wenn diese beiden Curven sich unter dem Winkel 
c durchschneiden, so haben wir, da ds die Diagonale des Paral- 
lelogramms ist, welches Y(Z) du und (G) dv zu Seiten hat, 
cos о = a, 
(EG) 
und für den Inhalt des Parallelogramms 
dodo sin о == (EG — Е?) dudv. 
Wenn die Curven des Systems u die des Systems v recht- 
winklig durchschneiden sollen, so muss 
Е = 0 


ki 


sein. 
Es ist ein specieller Fall dieser Formeln, wenn wir geodä- 


Ew + Fw — A. (Du + ру) = 0, 
Va 
w + б» — E? (DW + D'v) = 0, 
Va 
zwischen denen man nun entweder R oder das Verhältniss и : v' elimi- 
nieren kann; jenes liefert die Gleichung der Krümmungslinien in der 
Form 
(Eu + Fo) (Dw + D'v) — (Fu + Gv) (Dv + D'v) = 0; 
dieses die Gleichung der Krümmungsradien in der Form 


G- 2) (2-0) - (&- 75) =: 
п Va)jNh Va A үз f 
1 1 0G—29D'F--D'E ‚ DD"— р? 
E e gU =й 
Man erkennt hier den Ausdruck für das Krümmungsmass wieder, 
den wir in der Anmerkung des Artikel 151 gaben und erhält ferner 
1 + IURE DG —c?D FADE 
> REA ei" A 
Die Bedingungen für die Existenz eines Kreispunktes sind 
E:D—F:D-—G:D'; 
Gleichheit der Hauptkrümmungsradien findet statt für die Relation 
(DG —2D'F + D'E = 4 (EG— F?) (DD'— D?) 
oder für die auch aus der Gleichung der Krümmungslinien hervor- 
gehende identische 
(GD — ED")? = 4 (FD — Ер) (GD — FD"). 


oder 


http://rcin.org.pl 


— 200 — 


dätische Polarcoordinaten anwenden;*) ‚wir haben dann immer 
einen Ausdruck von der Form 


ds? = dëi + P'do?. 
Und wenn wir in der allgemeinen Formel des letzten Artikels 
F=0, E = const. 


setzen, so erhalten wir 
аб? ПЫР 
NK — x JJ MT LM 
arer = в (£) 2 Еб Tu?’ 


. also für 


*) Man kann diese sich an den Ausdruck des Curvenelements an- 
schliessenden Betrachtungen mit denen des Artikel 118 vereinigen und 
erhält damit Bestätigungen und Vervollständigungen der dort gegebe- 
nen Sätze. Denken wir auf einer krummen Fläche eine Linie A und 
durch jeden ihrer Punkte eine zu ihr normale geodätische Linie 2, 
zählen wir die Längen v von jener von einem festen Punkte in ihr, 
nennen и die Längen von diesen, so ist 


v — const. 
die Gleichung einer zu A normalen geodätischen Linie, 
и — const. 


die Gleichung einer Curve С, die den Ort der Enden gleich langer А 
bildet. Die Curven 3 und С sind orthogonal; denn es ist 


ds? = Eh? + 2Fdudo + ба», 
und für den betrachteten Fall erhült man die Gleichung einer beliebi- 


gen geodätischen Linie, die mit B (v = const.) den Winkel 9 macht, 


in der Form 


ar aG 
Уа ® = — 2 du — {- d. 


Damit also A eine geodätische Linie sei, muss 


F also eine Function von v sein, und man hat daher F — 0, d, h. die Cur- 
ven B und € sind orthogonal. Man erhält von da aus die Gauss'schen 
und die Sätze des Artikel 118 wieder, die auch Betti wohl gleichzeitig 
gegeben hat (,, Annali di Matematica,“ t. III, p. 336; vgl. Weingarten, 
„Journ, f. Math.", Bd. LXII, p. 160) und kann sie vervollständigen: Auf 
einer beliebigen Fläche durchschneiden sich confocale geodätische Ellip- 
sen und Hyperbeln rechtwinklig. Auf einer beliebigen Flüche bildet die 
Tangente einer geodätischen Parabel gleiche Winkel mit dem geodäti- 
schen Radius vector und der geodätischen Normale zur Direetrix. Vergl. 
auch Bóklen, „Grunerts Archiv“, Bd. 39, p. 189 u. 204, wo am letz- 
teren Orte die Gauss'sehe Lehre vom Entsprechen zwischen Linien 
auf den Flüchen und sphürischen Linien etwas weiter ausgeführt ist. 


BIBLIOTEKA 


hilpdeairyerunkza | 


; 1 
ert, ELA. GU К = gg" 
ар Р 


eine Gleichung, welche für jede Fläche durch die Function P 
erfüllt sein muss, wenn 
Pdo 
das Bogenelement eines geodätischen Kreises ausdrückt. 
Roberts hat gezeigt (,, Cambridge and Dublin Mathem. Jour- 
nal“, Vol. Ш, p. 161), dass dieser Gleichung für eine Fläche 
zweiter Ordnung durch die Function 


y 


sin o 

Genüge geleistet wird. 

Der allgemeine Ausdruck des Linienelements 

dei = Edu? + 9 Fdudv + Са? 
kann in verschiedener Weise vereinfacht werden. Wenn die 
Curven и = 0 geodätische Linien sind,.so ist Æ = 1, sind die 
Curven u == 0, v == 0) orthogonal zu einander, so ist F = 0, 
wie wir sahen. Das Linienelement für ein System geodätischer 
Linien и und das ihrer orthogonalen Trajectionen v ist also 
dei = du? + 6а. 

Die Linien v können in diesem Falle nicht selbst geodätisch 
sein, den einzigen Fall entwickelbarer d. h. auf eine Ebene ab- 
wickelbarer Flächen ausgenommen. 

Wenn man 

#==0, .Ёс==6=—=1 
setzt, so ist 

ds? = 4 (du? + dv?), 
wie Gauss gezeigt hat; es giebt unendlich viele orthogonale Cur- 
venfamilien dieser Art auf jeder Fläche (Isothermen); sie theilen 
die Fläche in unendlich kleine Quadrate. Durch die Substitution 

и + iv = 0, u—iv = у 
giebt man dem Ausdruck des Linienelements dann die Form 
ds? = 4А dæ dy. 

Man kann überdiess æ durch eine beliebige Function von 
æ und y durch eine solche von y ersetzen, ohne die Form die- 
ses Ausdrucks zu ändern. 
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155. Gauss wendete diese Formeln auf die Bestimmung 
der totalen Krümmung — in seinem Sinn des Ausdrucks — 
für eingeodàtischesDreieck einer beliebigen Fläche an. 

Da 


den Inhalt und 


das Maass der Krümmung ausdrücken, so wird die totale Krüm- 
mung durch zweimalige Integration von 


ар 


gefunden; nun giebt die erste Integration in Bezug auf o 


аР 
(c > a) do, 


und das Integral verschwindet für o — 0, wenn die Radien von einer 
Ecke des Dreiecks aus gemessen werden; auch muss für o — 0 
dp ` 
Т 
sein, weil für ein der Null sich näherndes o die Länge des zu 
dem Radius normalen Elements der Grenze 


edo 
zustrebt. Das erste Integral ist somit 
do (: — al 
de 
Fig. 3. Es kann in einer passenderen Form, 


д“ wie folgt, geschrieben werden: Sei 0 der 
=e Winkel, welchen ein Radius vector mit 
dem Element der geodätischen Linie ab 


4 macht, so ist, weil 
аа == Pdo, bb == (P + dP) до 
und wenn 
cb == ad, 
Ус == dPdo, 
ар 
L Бас = — do. 
40 


Da aber b'ac die Verminderung ist, welche der Winkel 9 beim 


http://rcin.org.pl 


—.:209 — 


Uebergang zu einem folgenden Punkte erfährt, so hat man damit 
dP 


00 = — — do, 
do 
und das gefundene Integral ist somit 
do + d$, 
und liefert durch die zweite Integration 
оф 0 —– 0, 
wenn o der von den zwei äussersten Radien vectoren, welche wir 
betrachten, eingeschlossene Winkel ist und 9, 6 die entsprechen- 
den Werthe von # sind, 

Wenn wir durch А, В, € die iuneren Winkel des durch die 
zwei äussersten Radien und die Basis gebildeten Dreiecks bezeich- 
nen, so ist 

о == 4, 0 = P. @ = п 6, 
und die totale Krümmung ist 
А+В+ С—л. 

Der Ueberschuss der Winkelsumme eines geodätischen Drei- 
ecks über 180° wird somit durch den Inhalt desjenigen Theils einer 
Kugel vom Halbmesser Eins gemessen, welcher den Richtungen der 
Normalen längs den Seiten des gegebenen Dreiecks entspricht. 

Der Theil der Kugel vom Halbmesser Eins, welcher dem durch 
eine in sich selbst zurückkehrende geodätische Linie umschlosse- 
nen Inhalt entspricht, ist die Halbkugel ; denn wenn der Radius vom 
Ausgangspunkte bis in denselben zurück sich bewegt, so sind die 
äussersten Werthe von 9, 9" einander gleich, während o um 2% 
gewachsen ist. Das Maass der Krümmung ist daher für diesen 
Fall 2z, d. i. die halbe Oberfläche der Kugel. *) 

156. Die Frage, ob eine Fläche auf eine gewisse andere 


*) Für einige andere interessante Sütze, welche auf die Deforma- 
tion der Flächen bezüglich sind, vergleiche man Jellet's Abhandlung 
„On the Properties of Inextensibles Surfaces“, „Transactions of the 
Royal Irish Academy“, Vol. XXII. 

Die Theorie der auf einander applicabeln Flächen betraf die Preis- 
frage der französischen Academie für 1860, und der Bericht der ent- 
scheidenden Commission giebt Anlass zu glauben, dass die zur Bewer- 
bung eingesendeten Abhandlungen bei ihrer Veröffentlichung zu dem 
was bisher bekannt war, Bemerkenswerthes hinzufügen werden. 

Diese Arbeiten liegen auch jetzt (Sommer 1864) noch nicht voll- 
ständig vor, 
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Fläche ohne Verdoppelung und Dehnung ausgebreitet oder abge- 
wickelt werden kann, findet ihren analytischen Ausdruck nach 
Artikel 150 durch die Gleichung 
dei = Edw + 2Fdud» + Gà, 
von deren Coefficienten E, F, G das Krümmungsmaass allein ab- 
hängig war. Ist also für die neue Fläche 
ds? = Е, dx? + 2F,dudv + G,dv?, 
so muss gleichzeitig } 
ELE, Rees bh, C= 6, 
sein, d. h, die neuen Coordinaten X, F, Z müssen die Gleichungen 


da? dy? dz? 

ad da tuc 

dr da dy dy dz dz ` 
dude ы "d UU 


dx? dy? dz? 

a! тай Т п 9 
ebenso erfüllen, wie die alten x, y, z. Man hat also, um das 
Problem zu lösen, drei Functionen X, У, Z von zwei Veränder- 
lichen w, v so zu bestimmen, dass sie mit den gegebenen Grössen 
E, F, G durch diese Gleichungen vereinigt sind. 

Denken wir das Linienelement in die Form 
ds? = 4Adzdy 

transformiert, so dass E = 0, F = 224, G = 0 sind, so hat 
man die Gleichungen zu integrieren, 

ах? ау? dz? 

dui + dà + Рт Жен 0, 

dX dX | dYdY | aZ aZ y, 

du dv du dv du dv 

ах? dY? dz? 

alt uw vg 

Sind dann p, 4 die partiellen Derivierten von Z in Bezug auf 

u und v; r, s, t aber die zweiten Derivierten derselben Grössen, 
so kónnen wir durch Einführung zweier Hilfswinke ‚0,9, setzen 

7» C" qai M 
du =“ iP cos 9, om dé соз 0, 
dY gem aY SE 
dy 7 $P sin 6, == sin 0; 
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denn die Elimination der 6 liefert die vorigen Gleichungen wie- 
der und 
А = pq sin? 4 (0 — zs рд sin? sp, 


für 0 — 0, == 2p; daraus aber durch Differentiation 
d E s d log 2 
du Leit р + 1 du Jr 
di “ы C t d log d 
do — iue p + q de J' 


Differentiiert man aber die Substitutionsgleichungen mit 9 
nach и, die mit 0; nach v, so erhält man aus der Vergleichung 


72 dS 5 А 
der Doppelwerthe von und ———— die Relationen 
v du dv 
S00 ^ di 
s cos б — p sin —- == s cos 0, — q sin б, i 
H ; Й 
s inf + p coso Č = s sin 0, + 4 cos б, T 
und daraus 
RS s (ап q ч tan 
Md А Y Br M 
? d uud E 
mittelst welcher die vorigen Gleichungen für се und ae in die 
du dv 
neuen 
dë ( d log А df, 
— = ` aed ` eg Ber? s e E 5 
du p du var du ii 
dë 8 dh, (© d log ? 
— mc ‚==|(-—- ——)I 
dv p an y dv q dv а 


übergehen. Man eliminiert aus ihnen 0, 6, durch Differentiation, 
^ durch die vorigen Gleichungen und erhält 
а° log А ^ ( d log d ( d log ? ; 
2 (004—0) "dude ` P EP du Var. dv TS 
als die Differentialgleichung, welche zu integrieren wäre. 
Sie hat die Gleichung erster Ordnung 


Dg — 
zur singulären Lösung. 
Will man die Flächen von der Krümmung — 1 untersuchen, 
so erhält man d 
d? log A = 
"duds — + 35 
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und als ihr Integral 


Lt 90-99)" 
also ter 
2 — z 49 (0 d (v) дий 
в Coe 4 voy 
und für 
p (u) = &, Ф (0) = n, 
ei (u) du = dg, лу (0) dv = d, 
also 
|» Adidg 
ae EUR doeet 


Alle Flächen, deren Krümmung constant — 1 ist, sind auf 
einander abwickelbar, z. B. auf die Kugel. 
Für abwickelbare Flächen hat man ebenso 


d 1061 ., 
dud» ^ ^" 


und erhält 
ds? == Adu dv. 


157. Hätte man andererseits 
E = 15 F = 0, 


also 
ds? == du? + бай, 


oder für 


d 
9 = 6, x = Ou: 


ds? = du? + 024°; 
so seien /, m, n die Richtungscosinus der Normale der Fläche 
in и, v, ebenso A, ш, v und А, шу, v, diejenigen der Tangenten 
der beiden Curven u == const., v == const., die als normale 
Trajectorie einer geodätischen Linie und als geodätische Linien 
bekannt sind. Dann sind 


da: dy ' dz 


28 == С08 А, SC z—008 p; SS == сөзу»; 
а) 

de dy z A 

xm cos A,, du ES Diff m; 


man eliminiert а, y, z durch Differentiation und findet 
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d cos 4 — d cos À E 9i cos А, 

g dv du g 

dcosu, ^X а соѕ ш ER 
b) gdv а + g 906: 
d cos v, _ dcosv WEE au ui 

gdv du g 


Daraus aber durch Multiplication mit cos A,, cos шу, cos v, 
und Addition nach bekannten Relationen 


d cos A d cos ш d cos v 


[Mor ine Шы ne : con 8282 
обе 2, + cos w du + соз», z 0, 
so dass die соз A,, cos шу, cos v, eliminiert werden können. 
Setzt man 
d cos A\? (s cos 3] ee cos m 
2 e Y nme cr i 
An ( du ) + du T du /' 
so ist 
d cos d 
T cos А, = cos T dec co BR: 
d cos A d cos v 
ve == — À 
соз шу cos i cos x 
$ A 
Т cosv, — c ЖАКЕ Uu S n 5 
: du 
also 
| d dcosÀ а cosà 
| T СШ 
di | а созш 4 соѕ и 
c TL , Ka TS 
) g | МЕР 940 du 
lebt v dcosv d cosv 
| ^f dew o ? 


Für cos А — cos a sin b, cos u = sin a sin b, cos v == cos b 


wird 
db\? Е Eat 
8.0. 2 ы 
т = (2) + sin* ) Ch 


und man kann setzen 


sin b = = Т 008.0, I == 81050; 
also 
cos Др = — sina sin — cos а cosb cos 0, 
cos ш = соза sin® — sina cos b cos 0, 
cos v = sinb cos 0, 
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db da 
9 — — віп 0 sin b — = 
сов sin 9 sin b To gi» 


dv 
und cos | == — cosa cos b sin 6 + sin а cos 0, 
cos m == — sina cos b sin 0 — cos a cos 0, 
con == sin b sin б, | 


deren absolute Werthe sich dann aus ihrer Rechtwinkligkeit 
gegen die Geraden д, . ., А, . . bestimmen. Man kann gleichzeitig 
cos А = 1, сов, = 1, cosa 1, 
dn, 5 АВГ ай 1 
machen, d. h. die drei Linien mit den Achsen eines dreirecht- 
winkligen Systems zur Deckung bringen. 
Von den Gleichungen b) erhält man dann 


E 


da 
EA rd b— = Т,* 
SCH соз SC? у 
158. Führen wir endlich zwei neue Functionen 7, Н, ein, 
welche durch 


db da 
FW >= 0 si u — 
sin T A o» КРЕ A, 
1 4 ` сш 
5 а HH, 


definiert sind, so kann man die Derivierten von a, b, 9 пасі 
und v, sowie die neun Cosinus mittelst derselben ausdrücken, 
Diess giebt 


sin b eK у Тсоѕ?, sin b SEH — H cos 0 — 91 sin®, 
du gdv 9 
db А db ^ g 
— == 6 — = — 0 1 cos 
= Tsin®, Б H sin + F cos, 


0 D 
И, + T cosócotb, 


аи gd 


2 T— (K cost + Daat соф; 
*) Auf die weiteren Untersuchungen von E. Bour („Journal de l'école 
polytechnique“, t. XXII), O. Bonnet (ibid., t, XIX), Weingarten 
(„Journal für Math.“, Bd. LIX, p. 382; Bd. LXII), ist zu verweisen; wir 
widmen jenen nur noch die beiden nächsten Artikel; von ihnen knüpft 
die letztere insbesondere an die Eigenschaft der Krümmungslinien an, 
dass die abwickelbare Fläche der in ihren Punkten errichteten Normalen 
die Fläche der Krümmungsmittelpunkte in einer geodätischen Linie 
schneidet und führt zu dem Resultate, dass die Flächen der Krümmungs- 
centra aller der Flüchen, bei denen in jedem Punkte der eine Hauptkrüm- 
mungsradius eine Function des andern ist, auf einander abwickelbar sind, 
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un 13 Uecht Ren) 
"EE doen + Soen 
E E em d Bou 
pes = — Teosl +2 cos A, 
€ = — T созт + сози, 
` 

s = — Teosn +2 cos v, 
E I os an ы + TcosÀ,, 
x = — Н cosu + Tecosu,, 
x = — Н cos v + T cos v, 


Endlich durch Substitution in die Determinante 


cos À, cos! 
COS uj, COSM 
соз vy, cosn 


Wenn man ausser g und ihren Derivierten die H, Н, T 


= — Т 1 ` 
x cos 
ER бк Са , 
du 
d cos z T cos n 
du н \ 
dcos 
rs t — Н, cos! ; 
dcos u 
= ! — Н, созт , 
dcosv 
- 1 = H,cosn N 
d cos l 
ee T cos À — Н, cos à,, 
dcosm 
ж? = Т cosu — Н, cos ш, 
a de == T cosv — Н, cosv,, 
cos À, 
1 = (mb, 
cos v, 
kennt, 


so findet man durch Integration von e) die Werthe der 


neun Cosinus und durch Quadraturen die Endgleichungen der 


entsprechenden Fläche mittelst der Relationen a). 


Integration móglich sei, 


Damit jene 


müssen die Functionen H, H,, T ge- 


wisse Bedingungsgleichungen erfüllen, die man durch Bildung der 


zweiten Derivierten erhält. Sie sind 
l9 V mE. 
g du 
af (айс. s #2 
d ee ee ar du EM 
dT dH, e 
du + gar TR WERE 
oder 
Salmon, Anal. Geom. d, Raumes, Il. 14 
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14,__ m 
= = T HH,, 
aT d (Hg) 
* ced P ERA TE 
[*) ds + du Hyg, — 0, 
d (Tg?) dH, 


Die Bestimmung eines Systems von Werthen der 7, Z,, T, 
welche diesen Gleichungen genügen, lóst das Problem; sie giebt 
die analytische und geometrische Definition einer auf die gegebene 
Fläche abwickelbaren Fläche ‘oder einer Familie von solchen 
Flächen. 

159. Ist dann R einer der Hauptkrümmungsradien in einem 
beliebigen Punkte der Fläche, sind also die Gleichungen der ent- 
sprechenden Krümmungslinie 

dX + R а соѕ1= 0, dY + Rà cos m=), 
dZ + R d cos n = 0, 
so ersetzen wir die Differentiale durch ihre Werthe aus den Grup- 
pen a) und e) und erhalten 


(4 — я) cos à + T cos А; 


Le ce dx en ur 
e (2а) cos 4, + T cos л 
1 
A cos a + T cos u, 
($-a) cos ш + T cos u 
1 
gp Я cos v + T соз», 
SE СӨ ME E E Teen, 
Е ^ cos v, + T cos v 
also auch 
SE 
EP I NO e, 
ode —— T ^ od 


pon 


Daraus folgt, dass die beiden Hauptkrümmungsradien der 
Fläche die Wurzeln der Gleichung 
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1 1 
pH) g + (8н — 7) = 0 
sind, dass also ihr Product 
= (HH, — T?) 
oder 
1 dg, 
itti um БГ? T 
(t ) g du 
ist. 


qu > 
Indem man ferner bemerkt, dass SC die Tangente des Win- 


kels ist, den eine Krümmungslinie mit der Coordinatenlinie bil- 
det, welche wir die perpendiculare genannt haben, und durch 
6,, @, die den beiden Krümmungslinien entsprechenden Winkel 
dieser Art bezeichnet, hat man 


2T 
tan 20, = lan 20, = H,—H' 
und erhält ferner 
H == i соз? o, + = sin @,?, 


Н, = x sin? o, + i cos? @,, 


1 1 : 
T. P - x) sin à, COS €. 


Diese Formeln geben die geometrische Bedeutung der Gróssen 
Н, H. Тап: H ist die Krümmung des Normalschnittes, wel- 
cher die Tangente zu (u) enthält; W, die Krümmung des zum 
vorigen rechtwinkligen Normalschnittes, welcher die Tangente der. 
geodätischen Coordinate (v) enthält, oder die Krümmung der 
geodätischen Linie; T ist die Torsion derselben geodätischen Linie. 
Mittelst dieser erkannten Bedeutungen liefern die vorigen Gleich- 
ungen Sätze über den Zusammenhang der Krümmungen 
beim Vorgang der Deformation. 

Die Krümmung eines beliebigen Normalschnitts der Fläche, 
der gegen die Perpendiculare um den Winkel œ geneigt ist, er- 
hält man 

= H соѕ w + Н, sin? о — 2T sin w cos o 
. Нуди? — 2Tgdudv + Нда? 
E du* 4- gan SE 
und damit sie gleich Null sei, muss 


14* 
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du — T + yT?— HH, 

gd» — H, 
sein; diess ist die Differentialgleichung der Linien auf der Fläche, 
in deren Punkten die Krümmung gleich Null ist. 

160. Eine mit der Theorie der Krümmung der Flächen nahe 
zusammenhängende und sie als einen speciellen Fall enthaltende 
Theorie ist die Theorie der geradlinigen Strahlensy- 
steme, d. i. der Systeme gerader Linien, welche einen Raum 
so erfüllen, dass durch jeden Punkt ein Strahl oder eine gewisse 
Anzahl von Strahlen hindurchgeht. Sie ist in voller Allgemein- 
heit zuerst durch R. Hamilton in einem Anhang zu einer den 
optischen regelmässigen Strahlensystemen | gewidmeten Abhand- 
lung*) und später mit grosser analytischer Eleganz vollständiger 
durch E. Kummer**) behandelt und damit der analytischen 
Geometrie angeschlossen worden. i 

Der letzteren Darstellung schliessen wir uns hier an. Wir 
denken einen Strahl durch die Coordinaten x, y, z eines Punk- 
tes in ihm und seine Richtungscosinus 7, m, n und einen zwei- 
ten benachbarten durch die Werthe 
+ Ax, y + Ay, z+ 4z; I+ 2, m+ Am, n+ An 
bestimmt, und bezeichnen den Winkel beider Strahlen durch 9, 
ihre kürzeste Entfernung durch e und durch A, u, v ihre Richtungs- 
cosinus, endlich durch > die längs desselben gehende Abscisse des 
Fusspunkts derselben im ersten Strahl. Das Gesetz, welches die 
Geraden zum System verbindet, wird gegeben, indem man die 
Grössen v, y, 2, l, m, n als Functionen zweier Veränderlichen 
u, v betrachtet. Dann gelten nach den Elementen (vergl. be- 
sonders Band I, Artikel 14, 49) die Formeln 
sin? 0 — (man — n Am)? + (nl — ln)? + (Ат — m Al, 

e sind — (т/п — nam) Ах + (nl — Lan) Ay + (Lam — mdi) Az, 
mn — nm nAl— lAn 1Ат — ml 
Ä L——————, == — va 
sin 9 sin 9 sin 6 
e = Ах + wy + уд, 
r sind == {> (m + Am) — u (n 4- An)} Ax 
+ Uo 4n) — v(L4- Al} Ay + {+ A) — (т + EH dz; 


*) „Transactions of the Royal Irish Akademy,“ Vol. XVI. 
**) „Journal f. Math.*, Band LVII, p. 189 f. 
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und wegen 
Р+ т? 4 п = 1, (+ 4) + (т 4 Am)’+(n+ Ап)? = 1, 
also " 
1411 + mm + nAn = — } (AP + Ат? + Ап?), 
cos 9 = 1 — X (AP + Am? + An?), 
sin? h == A? 4+ Ат? + An? — (22 + Ат? + An?)?, 
e sin?) = — (Za Al + Ay Am + dz An) 
+ (42+ Am? + Ап?) { Ar (L4- А) + Ay(m+ Am) + Azin+ Ап) \. 
Ist ferner p die Länge einer von einem beliebigen Punkte 
des zweiten Strahles nach dem ersten gezogenen Senkrechten und 
R die Abscisse ihres Fusspunktes in diesem, sowie A, w, v’ ihre 
Richtungscosinus, so sind für 
P=14x + mdy + n4z, 
(R— P) 1+ 2) 


DÄ = dx — RI + 


cos б d 
aeg LR — P) (m + Ат) 
pice ас er AT Ce, 
T E (R — P) (n + An) 
EEE tt 


Und wenn der zweite Strahl dem ersten unendlich nahe 
rückt, so dass die Differenzen in Differentiale 
dr, dy, dz, dl, dm, dn 
übergehen, so werden e, p und 9 zu de, dp, dë und man er- 
hält (vergl. Artikel 95) 
dëi — d? + dm? + an?; 
mdn — ndm ndl — ldn ldm — mdl 
у Ба вас ааа weg 
dx dl + dydm + dz dn 
dÊ + dm? + dn? oC 
Мар = dx + Rdl — 1 (ldx + тау + ndz), 
udp = dy + Rdm — m (ldx + тау + ndz), 
vdp = dz + Rdn — п (ldx + тау + ndz). 
Wendet man nun die Gauss schen Bezeichnungen der Ar- 
tikel 150 und 152, also 
9, d b, E, c, c, BR Уб 
an und bildet ihnen analog die andern 


А=— 


de = Adr + udy + vdz, E = — 
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di = adu + adv, dm = bdu + b'dv, dn = edu + сар, 
ъс — be = А, са — са = B, ар — ab = C, 
a? --b*-- c? — E, аа + bb Less Е, а? + b?-rF e? — G, 
А? + В? + С zs Е@—Е? — 4 
аа + bb + ce = e, «da + bb 4 c'e — f, 
ax + bb + cc — f', dat bb + cc = g, 
und setzt man endlich 
dv 
= 


— t, 


so егһа man aus 
2 4 т? + s == 1, 
durch Differentiation nach и und v 
la + mb + ne = 0, A + mb + nc = 0, 
und somit 


1 = — NES =» бре" 

161. Mit diesen Bezeichnungen kann nun zuerst der Werth 
der Abscisse r des kürzesten Abstands zweier unendlich naher 
Strahlen in der Form 
e + (f+f)r+ er 

Е+? + 9 
dargestellt werden. Für einen bestimmten Werth des / giebt 
dieser Ausdruck den Abstand des ersten Strahls von einem be- 
stimmten unendlich nahen Strahle und für alle Werthe von £ von 
— oc bis + oo erhält man die Werthe r für alle nächstbenach- 
barten Strahlen; da nach der Natur des Nenners — weil 

EG — F? = А? + В? +0? 

nie negativ sein und nicht Null werden kann, ohne den speciel- 
len hier auszuschliessenden Fall A = B = 0 — 0 herbeizu- 
führen — r nie unendlich werden kann, so liegen alle r zwi- 
schen bestimmten Grenzen; sie werden durch Vergleichung des 
nach { gebildeten Differentialquotienten von » mit Null gewonnen, 
` sind also die Wurzeln /, und 4, der Gleichung 
igF—1(f + IH t? — (eG —gE) t + t (f + f)E— ӨР} == 0, 
so dass 


kt = 


r = — 


.  e8 — ВЕ E dE E Sei 
EEN "RAL MEN EE 
sind. Ebenso findet man die entsprechenden Abscissen r, uud гу 
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е е (+ учү EN Hr 
ыа Е+Е, т F+G "' 

S у еле SS, 2 be RE E E e 
A EE E + F; Е +G, 


und durch Elimination der /,, t, hieraus 

(EG — F?) r? + (gE— (+) Ft eG) r+eg —i(f--f)-—0 
oder ° 

TERES _ EE S CG? 

Die kürzesten Abstände eines Strahles von den ihn 
rings umgebenden unendlich nahen Strahlen liegen 
also in einem durch zwei Punkte begrenzten Theile 
dieses Strahles. 

162. Wenn man sodann in die für A, и, v gewonnenen 
Ausdrücke des Artikel 160 für die dx, dy, dz, dl, dm, dn die 
partiellen Differentiale dw, dv und ihren Quotienten / einführt, 
so erhält man 


ш SÉ -tf+f) 
ES KE 


me — nb + (те — nb') t 


Arm Ru e EE EL 
(E + 2: + Ge) 
__ па — le + (ла — 16) t 
"= E a 2F + aal 
y as D — A + OB — ЭЕ, 
(E + Apr + 603)? 
und wegen 
Г == А т == Ў == 5 
= er er 


sowie 

Be — Cb = аЕ — aF, Вс — Cb = аЕ — аб, ete., 
| & (E 4- Fr) — a (F + 6) 
^  A(E-2Et! + ee 
_ V (E 4 F) —b(F + G) 
^— A (E 4 2Ft + 601 

"m e (EF) —c(F--G) 
^. A(E-2E! + G7)! 

Die besonderen Werthe in den Grenzpunkten sind für 


V, = (E + 2F, + 6013), Р, = (E 4- 2Ft + 0,2%, 


= 
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Ben AT, 
и, == EXT EC 
P1 AV, 
6+6) (Е +) 
dE, аи; za 
und da aus den Ergebnissen des vorigen Artikels die Relationen | 
E + 2Ft + G4? = (4—4) (Е + 84), | 
dt Ge бш с л, | 


(E + 2Ft, + G4?) (E + ap, + 6,2) = 2 (1, — 1), 
E 4 F (à o £6) + 80414, = 0 


hervorgehen, so erhält man | 


AV, AV. 
РУ, = 4(t—1) FG A = Р, F+G, = ef | 
also 
i а + ат, b + b'i, e 4 ect, 
Sé? реу: Каа" V, 
E E at, is b+ b't, zg e 4- c't, 
2 сана V, , Us V, D 2 ГА О 


und somit für den Ausdruck 
ia + щш; + puis 
den Werth | 
_ (a &'tj) (a+ al) + (b+ bt) (b +b) + (e+ ct) (e+ e'h) | 
AA Д | 


oder 
| E 4 27F (4 t t) + ULT 
AA 
d. h. die kürzesten Abstände eines Strahles von den- 
jenigen unendlich nahen Strahlen, fùr welche sie in 
den Grenzpunkten liegen, sind zu einander recht- 
winklig. 

Man nennt die zu ihnen normalen den Strahl enthaltenden 
Ebenen die Hauptebenen desselben, sie sind auf einander recht- 
winklig und auf sie bezieht man naturgemäss die Richtung der 
kürzesten Abstände. Nennt man о den Winkel, welchen ein 
solcher kürzester Abstand mit dem im Grenzpunkt rz, stattfinden- 
den bildet, so ist 


(d. oh em 0s 


http://rcin.org.pl 


e эй e 


cos o = À à + щи + >>» 
E FA + ((F +6) 
V, (E - 2Ft + GE ' 
E 4-84) (65 — 0) . 
V, (E + 2Ft + G2 


d (t— HU 
V, (E + 2Fı + GV 


also 


sin œ == 


und mittelst tan œ 
4t, cos о + (F 4- 8^) 1, sin o 


PS 4 соз ш + (Е + 61) sino ` 


Wenn man diess in den Ausdruck von r im Artikel 161 
substituiert, so erhält man 
AP? 
14 соз o + (F + Gt) sin or” 
e+(f+f)i+g?—= 
24е+(#+#); ) +84? cos*o + (F + б) (e £1 £) Jecke } sin? o 


{4 cos o + (F + G4) sin o)? 


und durch Division und mit Rücksicht für die Ausdrücke von 
rı und г, 


E 4- 2F! 4- @ = 


r == гү €o8? o + r, sin? e 

Diese Formel drückt eine sehr einfache Beziehung der 
Grenzpunkte eines Strahls zum kürzesten Abstande 
eines beliebigen unendlich nahen Strahls aus. 

Es ist offenbar, dass dieselbe eine allgemeine Eigen- 
schaft der Normalen einer Fläche ausspricht. 

163. Der kürzeste Abstand de zweier unendlich nahen Strah- 
len und der unendlich kleine Winkel 49, den dieselben mit ein- 
ander bilden, sind gegeben durch 


de == du (E + 2Ft + 902) 
du {Е + gi) (E + Fi) — (e + f) Œ + G0) 


d$ = { 
4 (E + 2Ft + 60) 
so dass 
Иа {+0 Е+ Р) o+ + d 
дә 4 (E + 2Ft + oc 


ist. 
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Für 
( + gi) (E + F) — (e + f) (F 4- Ө) = 0, 
oder die aus 
(gF — $8) ^ + {gE — (£— £f) F — еб): + fE— ef — 0 
hervorgehenden Werthe von £ wird der betrachtete Strahl von 
den betreffenden unendlich nahen Strahlen geschnitten. Sind 
7,, т, die Wurzeln dieser Gleichung, so ist 
— ai Ze ZB + SÉ 
ч +» = 6 o Е S 
ҒЕ — eF 
ech, toe ЕЕ — 16 


Sie sind је nach den Gesetzen, welche die Strahlen zu einem 
System verbinden, reell oder imaginär und darnach sind die 
Strahlensysteme in Gattungen zu unterscheiden. 

Man nennt diese Punkte die Brennpunkte des Strahls 
und findet ihre Abscissen о,, o, aus dem allgemeinen Werthe 
von r durch Einführung der Werthe von т, т, für t 


e+(f+f)r +g? 


@ к= ЕФ, + ` 
_ _е+(+{)т,+ go? 
^ Е + 2Fr, + 9,2 7 
oder 
Dësch SL: +89 
е E 4 Fr, Р + Gn! 
жүз Өг ҮН, o£ E 8 
vg АЯ Жылыш ЭЙ ЗЕЙ; 


Wenn man zwischen diesen Werthen т, oder r, eliminiert, 
so erhült man die Gleichung 
(EG — Е) о + {ЕЕ — (f+f)F + еб} ọ + eg — ff' = 0, 
deren Wurzeln o,, o, also die Relationen 
E — (f 4- f) F + eG eg — ff’ 
о T 0 — — gs VL ROSE ir MB = en 
erfüllen; so dass man aus der Vergleichung mit den Werthen 
гү, ry der Abseissen der Grenzpunkte 
f — t'y 
о + 9; — n tr, 00 = гг; + e 
findet. Setzt man noch 


http://rcin.org.pl 


so findet man 
(t—D* 

44% e 
so dass die Sátze gelten: Der Mittelpunkt der Brennpunkte 
eines Strahls fällt mit demjenigen der Grenzpunkte 
der kürzesten Abstände zusammen. Man nennt ihn daher 
den Mittelpunkt des Strahls. 

Der Abstand der Brennpunkte vom Mittelpunkte 
ist nie grösser, als der Abstand der Grenzpunkte der 
kürzesten Entfernungen von demselben. А 

Die beiden den Strahl durchschneidenden unendlich nahen 
Strahlen bestimmen mit ihm zwei Ebenen, die als seine Brenn- 
oder Focalebenen bezeichnet werden. Ihre Lage bestimmt die 
Gleichung 


d È = 


r == гү соз? о + r, зіп? o, 
durch 
Pi = F х PF: 
сов? o == 2— — , вій? о = Pis 
T3 SLR ei — Ti 


indem für r == о, und r = о, die Winkel ou, о, der ersten 
und zweiten Focalebene mit der ersten Hauptebene daraus her- 
vorgehen 


T, — 0 и — ғ 
cos? o, == 2—1, віп? ау = escht 
ee GE U Бу 
T, — 0, Eur — 7 
соз? о, = гана: a, sin? ©, = mulia 
ut тү] Formai Ri 


welches endlich in 


d а+ $ ^ 4/4d — 8 
соз 9, — sin 0, == ТЯ? sin o, == cos o, == Se 


übergeht, so dass 


ist, und nach der senkrechten Lage der Hauptebenen gegen ein- 
ander der Satz entspringt: Die beiden Focalebenen des 
Strahls liegen symmetrisch gegen die Hauptebenen 
in der Art, dass die Halbierungsebenen des Winkels 
der Focalebenen mit denen des rechten Winkels der 
Hauptebenen zusammen fallen, 
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a 


Der Winkel der Focalebenen у = «c, — o, liefert wegen 
ул = m + 0, 
sin y — cos дф, == соз? оу — sin? o, 
cos y = sin 2 оу = 2 sin o, COS оу, 


also 
тё 


sin y SE €08 y == 


164. Als die geometrischen Oerter der fünf in jedem 
Strahl so bestimmten Punkte für alle Strahlen des Systems 
erhält man fünf Flächen, die mit dem Strahlensystem in engen 
Beziehungen stehen. 

Die beiden Flächen 4, F}, in welchen die Grenz- 
punkte der kürzesten Abstände liegen, theilen den 
ganzen Raum in der Weise ab, dass zwischen densel- 
ben die kürzesten Abstände aller unendlich nahen 
Strahlen des ganzen Systems liegen, ausserhalb der- 
selben aber keine. 

Wenn man von einem Strahle des Systems zu dem unend- 
lich nahen Strahle übergeht, dessen kürzester Abstand von ihm 
in der Fläche F, liegt und von diesem zum nächsten in dersel- 
ben Weise, und so fort, so bilden alle diese auf einander folgen- 
den Strahlen eine Regelfláche 0,, welche in F, die aus den kür- 
zesten Abstünden der auf einander folgenden Strahlen gebildeten 
Curve a, in F, eine andere Curve b, bestimmt, Dieselbe Ope- 
ration in der Fläche F, erzeugt eine Regelfläche 0,, die in F, 
die aus den kürzesten Abstünden der auf einander folgenden 
Strahlen a, und in F, eine andere Curve b, bestimmt, Da alles 
das für jeden beliebigen Strahl auszuführen ist, so existiert eine 
Schaar von Regelfláchen 0, und eine Schaar der O, von dem 
nämlichen Charakter. 

Sind x’, y, z die Coordinaten des ersten Grenzpunkts in 
dem durch (а, y, 2) gehenden Strahl, so sind 

г == |71,0 кеу + л, së bk Pä, 
d. i. die Coordinaten jedes Punktes als Functionen von w und v, 
die Gleichungen der Fläche F,; und ebenso 

ess zk rd, y =y: 4 rm, Ss zk pen 
die Gleichungen der Fläche #,. Integriert man die beiden Gleich- 
ungen 
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de vc) (dii “>ч, 

ge, da. 
so erhält man die Schaaren der Regelflàchen 0,, 0,. Sind ihre 
vollständigen eine willkürliche Constante enthaltenden Integrale 
gefunden und eliminiert man mittelst eines derselben aus den 


Gleichungen 


die Grössen и und v, so erhält man eine Gleichung in 2, y, z 
mit einer willkürlichen Constanten, welche die ganze Schaar der 
Regelllächen 0,, 0, darstellt, je nachdem die eine oder die an- 
dere Integralgleichung angewendet wurde. Die Schaaren der 
Curven а, bj, а, b, geben aus den drei Gleichungen einer der 
Flächen F,, F, durch Verbindung mit der einen oder andern 
Integralgleichung hervor. 

Die Brennflächen des Strahlensystems ®,, Ф,, d. і. 
die Flächen der Brennpunkte seiner Strahlen, sind natürlich nur 
mit diesen selbst reell. Wenn man von einem beliebigen Strahle 
aus zu demjenigen fortgeht, der ihn in dem auf Ф, gelegenen 
Brenupunkte schneidet, von diesem zum nächsten in derselben 
Weise und so fort, so erhält man in den Strahlen die Erzeugen- 
den einer abwickelbaren Regellläche 2,, deren Rückkehrkante 
eu in Ф, liegt und die auch Ф, in einer Curve f, schneidet. 
Daraus entspringt eine Schaar abwickelbarer Flächen 2,, deren 
Rückkehrkanten eine Schaar von Curven с; in Ф, und welche in 
Ф, die Schaar von Curven В, bestimmen; und eine Schaar ab- 
wickelbarer Flächen 2,, deren Rückkehrkanten eine Schaar von 
Curven с, auf Ф, und die in Ф, eine Schaar von Curven f, be- 
stimmen. Diese Móglichkeit, die Strahlen des Systems 
in doppelter Weise zu einer Schaar abwickelbarer 
Flächen zusammen zu fassen, die ihre Rückkehrcur- 
ven in den Brennflächen haben, charakterisiert die 
Strahlensysteme mit reellen Brennflächen. Man sieht 
auch: Alle Strahlen eines Systems mit reellen Brenn- 
flächen sind gemeinschaftliche Tangenten der Brenn- 
flächen; ein solches System kann also als das System der ge- 
meinschaftlichen Tangenten zweier Flächen oder als das System 
der Doppeltangenten einer Fläche, endlich als das System aller 
Tangenten einer auf einer Fläche (F) liegenden Schaar von Cur- 
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ven (c) geometrisch definiert werden. Da jede der beiden Schaa- 
ren abwickelbarer Flächen, in welche alle Strahlen des Systems 
zusammen gefasst werden können, eine der Brennflächen einhüllt, 
so schneiden sich die beiden Schaaren von Сигуеп, 
welche durch die beiden Schaaren der abwickelbaren 
Flächen auf den Brennflächen des Systems bestimmt 
werden, in conjugierten Richtungen. Endlich ist die 
Schnitteurve der beiden Brennflächen die Enveloppe für alle auf 
den beiden Brennflächen liegenden Rückkehreurven der abwickel- 
baren Flàchen, die die Strahlen des Systems umfassen. 

Die Gleichungen der Brennflächen Ф,, Ф, erhält man in 
den Systemen 

а=: ol, y = y tom, 2 =z + on, 

a == 4 01, у =y + фт", 2 = = + ол; 
die der abwickelbaren Flächen 2,, 2, und der Curvenschaaren 
а, B,, &%, B, durch die Integration der Differentialgleichungen 

d» dv 
de == VI do = ә 
wie oben. 

Eine stets reelle Fläche ist endlich der Ort der Mittelpunkte 
aller Strahlen, die Mittelfläche des Systems. Wenn man 
von ihr aus die Abscissen der Punkte in den Strahlen rechnet, 
so hat man 
n -——7, 9=-% gE-— Е +) Е + еб = 0, 
also wesentliche Vereinfachung. 

Ihre Gleichungen sind aus der Abscisse des Mittelpunktes 


aU AS UD E 
2 24° 1 
in der Form 

& = + МІ, y = у 4 Mm, !=z+ Mn 
zu bilden, 

Durch die Degeneration einer oder mehrerer unter diesen 
Flächen zu Linien oder Punkten, ihr Zusammenfallen oder ihr 
Verschwinden im Unendlichen werden Grenzfälle des allge- 
meinen Strahlensystems characterisiert. Ein solches ist das 
System 

4=0, А = 0, B=0, С = 0, 
das von der allgemeinen Untersuchung ausgeschlossen ist (vergl. 
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Artikel 161); die Grenzflächen der kürzesten Abstände, die Mittel- 
Näche und eine der Brennflächen sind unendlich entfernt, die 
andere existiert. Die eine der Flächenschaaren 2, deren Rück- 
kehrkanten auf der unendlich entfernten Brennfläche liegen, ist 
eine Schaar ceylindrischer Flächen und das System kann somit 
definiert werden als das System aller der Tangenten einer Fläche, 
welche den Tangenten einer bestimmten Curve in ihr parallel sind. 

165. Wenn man die Grössen Z, m, n, welche die Relation 

DA т? + п? = 1 

erfüllen, als rechtwinklige Coordinaten einer Kugel vom Radius 
Eins betrachtet, so ist nach dem in Artikel 147 dargelegten Grund- 
gedanken von Gauss jedem Strahl des Systems ein Punkt der 
Kugel zugeordnet, und wenn man durch einen Punkt des Strahls 
eine zu ihm normale Ebene und in ihr um jenen eine unendlich 
kleine geschlossene Curve denkt, so entspricht ihr mittelst der 
durch die Punkte ihrer Peripherie gehenden Strahlen auf der 
Kugel eine gleichfalls einen unendlich kleinen Flächenraum g ein- 


schliessende Curve. Das Verhältniss 5 beider unendlich -kleiner 


Flächen heisst das Dichtigkeitsmaass des Systems. Seine 
Berechnung lässt sich auf Grund der im Artikel 160 gegebenen 
Formeln 


Аар = dx + Rdl — l (dr + mdy + ndz), 
шар = dy + Rdm — m (14 + mdy + ndz), 
уар = dz + Rdn — n (4х + mdy + ndz) 


ausführen, wenn in ihnen dp den unendlich kleinen Abstand eines 
Punktes der Curve f von dem durch æ, y, z, l, m, n, R ge- 
gebenen Fusspunkte des Strahls in ihrer Ebene, A, w, v aber 
seine Richtungscosinus bedeuten; ist dann e der Winkel des dp 
mit der Normale der ersten Hauptebene, so ist 
cosa == A + uw + vv, sina = AQ + pa + vv, 
und darnach auf Grund der vorigen Gleichungen und wegen 

М + nm + vn = 0, hdl + gym + vn = 0), 
dp cos а == Ada + udy + nde + R (hdl + udm + ъд), 
dp sine = à,dx + шу + v,dz + В (0,401 + u,dm + v,dn); 
hieraus aber nach den im Artikel 162 für 24, ш, Vj, Àj, Hy, Yy 
gefundenen Werthen und für die Substitutionen 
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| ed f + R(E 4 Ft) д9 Ж: +RE + EM) 
= TI en, e e 


4, A 1 ” 7 
БЕЖЕ + RE+G) p _f+ gn RE GU) 
2 V H 2 e , 
dp cos e == — A,du — B,dv, ар sine == Adu + B,dv; 
also 
B ur A + Ze ie tea A, cos + Адин 
Ay + Bat В, cos + B, sine 
ferner 
ай: (А,В, — A,B,) de p == (А,В, — А,В) du 
(B, cos « + B, sin а)?’ B, cos + B, sin œ’ 
also 


араа == (A;B, — A,B,) диа. 
Diese Formel verbindet man mit der, wie folgt, für die Kugel 
erhaltenen Endgleichung. Entspricht den dp auf der Kugel das 
Bogenelement do, so ist aus den Coordinaten 


l,m, n; 1+ dil, m + dm, mn + dn 
seiner Endpunkte 
dc — (4? + dm? + an?) = du (E + 2Fı + Gi 
und seine Richtungscosinus sind 


AD. а Lat dm ` ` b + b' ; 
de ^— (E-2FC- G0) ds E+2F + Mi 
dn ` e 4- e't 
de — (E +2F + 00). 


Ist dann 4, der Werth des t für с = 0, also 

А, 

SÉ 

und « der dem Winkel e entsprechende Bogen auf der Kugel, 
so hat man 


_ (а+ат) (a +а?) + (b + b'to) (b+b't) + (ес) (e + е) 


1 = 


cos « == : Së 
(E + 2F1, + 8/2)! (E + 2Ft - 6/2) 
_ ___ E Ft (E G4) t К 
Е+ 2Fh + G4?) (E+ 2Fr 4-60 
also 
осет НОЩ 4 Leg to) j^ ae ddt 


ЕФЕ, + (Е +64)? Е+?Е + Go 


und somit 
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== Б = 


дс? їс = Лана, 


jene Gleichung für die Kugel. Die angedeutete Verbindung giebt 


4 
Gagn жа С 1p*da. 
do de == AB, A;B, dp*da 
Man hat aber für die Flächen f und g die Ausdrücke ' 


27 ?л 


=g f aras. 9 —1 
"0 © 


so dass man erhält 

Ф — ө = - а АР 

f A, B, — А,В, 
und durch Umformung nach den Werthen der 4 und Р und den 
Ausdrücken des Artikel 163 für die Abseissen o, @ der Brenn- 
punkte 

Ө ———— - mew ^D 

(e, — В) (0 RI 

das Dichtigkeitsmaass in jedem Punkte eines Strah- 
les ist gleich dem reciproken Werthe des Products 
der Entfernungen dieses Punktes von den Brennpunk- 
ten des Strahls. 

Das Dichtigkeitsmaass ist daher stets reell. Es ist für Strah- 
lensysteme mit reellen Brennflächen für alle zwischen ihnen ge- 
legenen Punkte negativ, für alle ausserhalb gelegenen positiv, 
hat in dem Mittelpunkte jedes Strahls den grössten negativen 
Werth und ist in den Brennpunkten unendlich gross. » Sind die 
Brennflächen imaginär, so ist es stets positiv und hat in dem 
Mittelpunkte eines jeden Strahls sein Maximum. Die Strahlen, 
welche der Peripherie von f angehóren, bilden ein unendlich 
dünnes Strahlenbündel und f ist der der Abscisse R ent- 
sprechende Querschnitt. Ist dann f° der der Abscisse R’ ent- 
sprechende Querschnitt desselben, so bleibt p unverändert und 
man findet, dass die Flächeninhalte zweier Querschnitte 
eines unendlich dünnen Strahlenbündels sich umge- 
kehrt, wie die Dichtigkeitsmaasse der entsprechen- 
den Stellen verhalten. Diess rechtfertigt die Benennung 
Dichtigkeitsmaass, da hiernach die Dichtigkeiten in demselben Ver- 
háltniss stehen, wie die Dichtigkeitsmaasse. 


Wenn man verschiedene Strahlen betrachtet, so gelangt man 


Salmon, Anal. Geom. d. Raumes, Il, 15 
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zu dem Begriff eines Ortes von Punkten gleichen Dichtigkeits- 
maasses und damit zu dem einer Schaar von Flächen glei- 
chen Dichtigkeitsmaasses. 

Da 


% 1 
Rè? —(e + о) Ё + 9199 = er 


ist, so sind für diese beiden Werthe von R 

а=: 2 kB, у= у + Вт, !=z+ Mm 
die Coordinaten der Punkte des Systems, deren Dichtigkeitsmaass 
den Werth 9 hat; die Coordinaten jedes Punktes einer Fläche 
jener Schaar sind als Funclionen- von u und v bestimmt. 

Die beiden Brennflächen gehören zu den Flächen gleichen 
Dichtigkeitsmaasses, sie entsprechen dem Werthe Ө == œ; die 


also 


e : e ; Е 
Flächen sind reell, so lange e nicht negativ und grósser als 


sr ist. 

Nach der Constanz des Products der Abstände von den Brenn- 
punkten sind aus den bekannten Brennfächen die Flächen glei- 
cher Dichtigkeit leicht zu construieren. 

166. Ein für die Untersuchung der Strahlensysteme wichtiger 
Begriff ist der des Drehungswinkels eines zweiten Strahls 
gegen den ersten für eine bestimmte Strecke ab; es 
ist der Winkel der zwei aus Punkten des zweiten Strahls gegen 
den ersten gefällten Normalen, die in a und b diesen treffen ; 
also entspricht der ganzen unbegrenzten Geraden der Drehungs- 
winkel von zwei Rechten. Wir zählen die Drehungswinkel vom 
Ausgangspunkte des Strahls, d. i. von dem Punkte der Abscisse 
В == 0; ist dann dp die Länge der Normale im Punkte der 
Abscisse R, e der Winkel, den es mit der Normale der ersten 
Hauptebene macht, und entsprechen die Меге dp, und «, dem 
Perpendikel im ersteren Punkte, so gelten nach Artikel 165 die 
Gleichungen 

dp соз а == — A,ydu — B,dv, 
dp sin « == Adu + B,dv 
und nach den eben dort gegebenen Werthen von 4, 4», etc. 
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dp, соз gu = — з du — SE dv, 
? 2 
di l 
dp, sin ey = 8 dë? du + чк lu: 
1 1 


also auch 
R (E + P j* R (Е + @,) 


dp cos а — dp, cos п, = — — V, = — V, dv, 
: R (E H R (F + Gi 
dp sin e — dp, sin ey = B) du + TW T En! dv, 
E, Le 

und daher 
ji 2 dp sin а — dp, sin e, dp соз e — dp, cos «, 
BS RV, RY, d 
is (dp sin — dp, sin a) t, (dp cos а — dp, cosa) t. 
E RY, RP, 


Durch Einführung dieser Werthe in die vorher für 
ару соз ga, dp, sin ө, 


gefundenen Ausdrücke und durch Reduction erhält man dann 


R ap, соз «y = — т, (dp cos « — dp, cos a) 
+ DS (dp sin « — dp, sin @®), 
^ f—f 
R dp, sin e, = — T3 4. (dp cos а — dp, cos Gol 
— r; (dp sin « — dp, sin «); 
daraus 
Rr вуа— 0° 
dp cos а = (1 — an) dp, cos а, — —— ——— dp, Sin 00, 
019» $ ' 9, 02 ' d 
i R — di А 
dp sin « == Ry? dpa cos «y + (1 — з) dp, sin Gu, 
919» 019» 


Ry d* —д? cos a, + (010 — Rr) sine, 


(ап а = / 
(0,9, — Rri) cos а — Дуа — 9? sin «g 


Setzt man nun 
В = 0—0, а = В + в,, 
so erhält man den Ausdruck des Drehungswinkels 
R (/4* — 9* — d sin 2«,) 
0,0, — R (r, cos? «y + r, sin? «,) 
15* 


tan B === 
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Daraus erkennt man den Werth tan == О als zugehörig 
den in den Focalebenen gelegenen Strahlen (e, = ®,, «, = ®,), 
was auch aus dem Begriff des Drehungswinkels selbst hervorgeht. 

In den Strahlensystemen mit imaginären Brennflächen kann 
der Drehungswinkel für endliche Strecken nie Null werden, d. h. 
die Drehung der Strahlen kann ihren Sinn nicht ändern. Bei 
den Strahlensystemen mit imaginären Brennflächen hat man da- 
her solche mit Rechtsdrehung von solchen mit Linksdrehung zu 
unterscheiden. 

Für reelle Brennpunkte erhält man die Drehungswinkel f, , 6, 
vom Ausgangspunkte bis zu den Brennpunkten für die Substi- 
tutionen 

К = о, Е = 0, 


und mittels der Relation 


тү Cos? в, + r, sin? ау = M — d cos 20, 
SD de 
tan f, == y д d sin ELS 
д + d cos ie 
un p, — VF — d sin 2e, 


— à + d cos 2a, 
d. i. nach den Formeln des Artikel 163 
tan В, = tan (e, — со), tan f, = tan (о, — «,), 
oder 
В. — B, = €, — o, = y, 

d. h. die Drehungswinkel von einem Brennpunkte eines 
Strahls bis zum andern Brennpunkte desselben haben 
für alle unendlich nahen Strahlen denselben Werth, 
dem Neigungswinkel der Focalebenen gleich. 

Man leitet ferner aus dem allgemeinen Werthe von tan f$ 
den Ausdruck der Abscisse ab 


WEE 0102 Sin B 
M sin В + у d* —? cos B — d sin (2e, + f) 
und erkennt, dass für constantes В den Grenzen 
sin (2e, + В) = + 1, а = {т – 3568, а = фт te 


der grösste Werth А, und der kleinste Werth R, der Abscisse 
erhalten werden, nàmlich 
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. 040» sin В SE AN 
CUM sin В + d? — 02 cos В — e 
0,0, sin В 
= Мп В + уа —3* cos B +d 


woraus sich durch Bestimmung von 


1 1 1 1 
(к=з) = ee 
der Werth ergiebt 
1 ow (if — qm) | sinm+4B- фа), 
R В, R, ; 
speciell für 


dë 17... 10007.00 sin? e, 
dui: dum ANA 25 

Wenn man also von einem beliebigen Punkte eines Strahls 
ausgehend jeden unendlich nahen Strahl in der Lànge nimmt, 
in weleher er mit diesem einen gegebenen constanten Drehungs- 
winkel macht, so wird diese Länge jedes unendlich nahen Strahls 
aus der Länge des grössten und des kleinsten und aus dem Win- 
kel, welchen die Richtung seines Ausgangspunktes mit der Rich- 
tung des Ausgangspunktes des grössten Strahls macht, durch die 
nàmliche Gleichung bestimmt, wie der Krümmungshalbmesser 
eines Normalschnittes einer Fläche durch den grössten und klein- 
sten. Krümmungshalbmesser und durch den Winkel, den dieser 
Normalschnitt mit einem der Hauptschnitte macht — d. i. durch 
die Euler'sche Gleichung. 

167. Von den Gleichungen des vorigen Artikels aus 


Rr, в уа — dë 
dp cos « = (1 — IA) ap соз 4, — —— ——— dp sin Ga, 
Л "T? Po 0 Т? Po 0 
R V Ken: 
dp sine = Ба? dp, cos e, + (1 — Ay) dp, sin e, 
0103 0, 0» 


in denen dp und « als Polarcoordinaten der der Abscisse R ent- 
sprechenden Querschnittscurve des unendlich dünnen Strahlen- 
bündels, дру, e, als die Coordinaten der dem Ausgangspunkte 
entsprechenden anzusehen sind, kann man zu rechtwinkligen 
Coordinaten übergehen, die auf die Hauptebenen des Strahls be- 
zogen sind, durch die Substitutionen 
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dp сөзе — 2, dp Sina == у, 
dp, cos ау = Zu dp, sin ey = Yo 
und erhält 


digas (1 EEG! ^ R уа éi 
919» 9,0» 
Cres \ 
Ji Y pea a E Um 7 =) Yo» 
9, 0» 019 
mit entsprechenden Werthen von £o, yọ Die umgrenzenden 
Gurven der Querschnitte eines unendlich dünnen 
Strahlenbündels sind somit Curven desselben Grades 
und stehen zu einander in der Beziehung der Colli- 
neation, als Elementartheile insbesondere in der spe- 
cielleren der Affinität.*) 

Die Querschnitte in den beiden Brennpunkten, für welche 
das Dichtigkeitsmaass unendlich gross war (Artikel 165), die also 
unendlich Kleine einer höhern Ordnung sein müssen, finden sich 
durch R = o, R == о, nach der dann eintretenden Identität 
der Gleichungen für æ und y, ausgedrückt durch 


EN E NE 

Ф» dae A d—4 
sie sind also unendlich kleine gerade Linien, die Brenn» 
linien des Bündels. 

Durch Rückgang zu den Polarcoordinaten zeigt man, dass 
sie in den Focalebenen gelegen sind. Ihre Längen kön- 
nen nur Null, d. h. in einer hóhern als der ersten Ordnung un- 
endlich klein sein, wenn d == 0, also auch à — 0) ist; oder 
für r, = у, о, == оү, d. h. wenn die Grenzpunkte der kürze- 
sten Abstände und die Brennpunkte mit dem Mittelpunkte zusam- 
men fallen. Man nennt solche Strahlen Hauptstrahlen und 
sieht, dass sie nur da statt haben, wo die Grenzflàchen und mit 
ihnen zugleich die Brennflächen gemeinschaftliche Punkte haben. 
Es giebt nur ein Strahlensystem aus lauter Hauptstrahlen, bei 
welchem sämmtliche Strahlen durch einen Punkt gehen. Es 
giebt aber unendlich viele Strahlensysteme, deren Hauptstrahlen 


*) Ein System von Geraden, deren jede zwei nicht in derselben 
Ebene liegende Gerade trifft, schneidet je zwei zu diesen Geraden zu- 
gleich parallele Ebenen in zwei affinen Systemen von Punkten. 
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eine Fläche der Hauptstrablen bilden und unendlich viele solche, 
welche isolierte Hauptstrahlen haben; von jener Art ist das System 
der gemeinschaftlichen Tangenten zweier confocaler Flächen zwei- 
ten Grades, seine Hauptstrahlen sind die Tangenten der Durch- 
schnittscurve beider Flächen. Im Allgemeinen aber hat ein Strah- 
lensystem keine Hauptstrahlen, weil die Unbestimmtheit der Haupt- 
ebenen nach Artikel 162 den beiden unabhängigen Veränderlichen 
и und v die für zwei zählenden Bedingungen 


gF — 4 (f -- f G —0, eG—gE —0, 4 (ff) E—eF = 0 


und dazu wegen à == 0 die dritte Bedingung 
fef 
auferlegt. 


Mit grosser Einfachheit hat neuestens Möbius in einer in 
den Berichten der „Königl. Sächs. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Leipzig“, Mathemat. phys. Klasse im XIV. Bande abgedruckten 
Abhandlung, die Eigenschaften unendlich dünner Strahlenbündel 
aus der a priori nothwendigen Affinität ihrer Querschnitte abgeleitet 
und dabei einige neue Resultate erhalten. 

168. Es bleibt übrig, dieZusammenhänge dieser Leh- 
ren mit der Theorie der Krümmung der Flächen näher 
zu bezeichnen, an die schon einzelne Ergebnisse erinnert haben. 

Wenn es eine Fläche giebt, für welche jeder durch 

XOT TTE IPAE 
bestimmte Strahl eine Normale (im Punkte a, у, z) ist, so hat 
man 


, 


& ==хж-+ 1, у ==у + тт, !=z+m, 
ldx + тау + паг = 0; 
also 
ldx + тау + ndz + dr (P + m? + n?) + r (Ill + тат + ndn) = 0, 
und somit 
ldx + mdy + ndz = — dr, 
dE 
(a + mb + nc) du + (là + mb + nc) dv = — dr. 
Die linke Seite dieser Gleichung muss also ein vollständiges 
Differential einer Function — r von x und v sein, oder 
0 (la + mb + nc) __ (ld + mb’ + nc) 
Qv T Qu i 
und somit wegen 
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Qa "Ju , Sp Be... де 
üp; ^ dre тда po ud 
a + bb + ce = «а + Vb + се, 
f= f 


eine Identität sein. Diese Bedingung ist nöthig und hinreichend, 
damit die Strahlen des Systems Normalen einer Fläche sind. 

Wenn sie erfüllt ist, so werden die quadratischen Gleich- 
ungen der Artikel 161 und 163 von den Wurzeln 

т, 39. ОТУУ, 
und ebenso die derselben Artikel von den Wurzeln 

9,9% und у, To 
mit einander identisch: Die Focalebenen eines Strahls fallen mit 
den Hauptebenen, die Brennpunkte mit den Grenzpunkten der 
kürzesten Abstände zusammen. Für eine der Flächen, deren 
Normalen die Strahlen des Systems sind, sind die Grenz- und 
Brennpunkte die beiden Hauptkrümmungscentra und die Theorie 
der Krümmung ist also ein specieller Fall der Theorie 
der Strahlensysteme, ohne dass jedoch ihren Lehren 
wesentlich neue Ergebnisse anzuschliessen wären. 

Die Existenz der Brennlinien kann so ausgesprochen werden: 
Die beiden Hauptnormalebenen eines Punktes einer 
Fläche werden von allen diesem Punkte unendlich 
nahen Normalen derselben so geschnitten, dass die Ent- 
fernungen der Schnittpunkle vom gegebenen Punkte 
der Fläche in der einen Hauptebene gleich dem gróss- 
Len, in der andern gleich dem kleinsten Krümmungs- 
halbmesser sind. 

Aber die Sätze der Theorie der Krümmung sind in der all- 
gemeineren Theorie enthalten. Den Hauptnormalschnitten in einem 
Flüchenpunkte entsprechen die Hauptebenen und die Focalebenen 
des unendlich dünnen Strahlenbündels; von ihren Eigenschaften 
erhalten jene die beiden, stels reell und zu einander normal zu 
sein, diese die andere, die schneidenden unendlich nahen Strah- 
len zu enthalten. Den Hauptkrümmungsmittelpunkten entsprechen 
die Grenzpunkte und die Brennpunkte des unendlich dünnen Bün- 
dels und ihren Flächen die Flächen 7,, F,, Фу, Ф„; die Grenz- 
Nlächen erhalten die in ihrem Namen ausgesprochene Eigenschaft ; 
die Brennflächen die Eigenschaft, von allen Strahlen des Systems 
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tangiert zu werden. Die beiden schönen Eigenschaften der Flä- 
chen der Hauptkrümmungscentra, dass ihre Umrisse sich stets 
rechtwinklig schneiden, von welchem Punkte des Raumes man 
sie auch betrachten mag und dass die Rückkehreurven der ab- 
wickelbaren Flächen, in welche die Normalen sich zusammen 
fassen lassen, geodätische Linien auf den Flächen der Hauptkrüm- 
mungsmittelpunkte sind, gehören dem System der Normalen einer 
Fläche speciell an und fehlen in der allgemeinen Theorie. Die 
Schaaren von Flächen 0,, 0, 2,, 2, fallen mit den Flächen 
der Normalen der Krümmungslinien zusammen. Die Normalen 
der Kreis- oder Nabelpunkte sind Hauptstrahlen des Systems. 
Die Euler’sche Gleichung ist für , 


Be "n, = 0, T. = 0, 


in der allgemeinen Gleichung des Artikels 166 enthalten. Die 
dort geführte Untersuchung liefert ferner für die Theorie der 
Krümmung den Satz: Wenn man an zwei unendlich nahen 
Punkten einer Fläche die Normalen zieht und ihnen 
die bestimmte Länge giebt, in welcher ihr Drehungs- 
winkel gleich einem Rechten ist, so stellen sie die 
Krümmungshalbmesser der Fläche in den beiden un- 
endlich nahen Punkten für den durch sie gehenden 
Normalschnitt dar. Man sieht endlich, dass der Ausdruck 
des Dichtigkeitsmaasses im Artikel 165 auf das Gauss'sche 
Krümmungsmaass zurück kommt. 
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III. Kapitel. 


Familien von Flächen. 


169. Wenn die Gleichungen einer Curve 
DEE o dek оем У 
E E КАЛА ЕО 

n Parameter oder unbestimmte Constanten enthalten, so wird die 
Curve vollständig bestimmt, wenn n durch diese Parameter zu 
erfüllende Gleichungen gegeben sind. Wenn dagegen nur (n — 1) 
Gleichungen zur Bestimmung der n Parameter gegeben sind, so 
können die obigen Gleichungen unendlich viele Curven gleich- 
mässig repräsentieren, und die Vereinigung aller dieser Qurven 
bestimmt eine Fläche, deren Gleichung durch Elimination der 
n Parameter zwischen den (л + 1) gegebenen Gleichungen — 
nämlich den (» — 1) Relationen und den zwei Gleichungen der 
Curve — gefunden wird. Wenn z. B. die beiden obigen Gleich- 
ungen eine veränderliche Curve bezeichnen, deren Bewegung durch 
die Bedingung bestimmt ist, dass sie (» — 1) feste Leitcurven 
stets durchschneidet, so ist die Bestimmung der erzeugten Fläche 
ein Problem der gedachten Art. Denn durch Elimination der 
Veränderlichen 2, y, z zwischen den zwei Gleichungen der ver- 
änderlichen Curve und den beiden Gleichungen einer der Leit- 
curven drücken wir die Bedingung aus, unter welcher diese Cur- 
ven sich schneiden und erhalten damit eine Relation zwischen 
den n Parametern; mit (n — 1) Relationen dieser Art erhalten 
wir die Gleichungen der erzeugten Fläche in der angegebenen Art. 

Wir haben im I. Bande Artikel 109 f. einen speciellen Fall 
dieser allgemeinen Aufgabe behandelt. 

А 
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Flächen, für welche die Form der Functionen Ф und Р 
die nàmliche ist, werden als von derselben Familie bezeich- 
net, wenn auch die die Parameter verbindenden Gleichungen ver- 
schieden sind; d.i. wenn z. B. dieselbe veränderliche Curve mit 
verschiedenen Reihen von Leitcurven verbunden wird, so sind 
alle so zu erzeugenden Flächen als zu derselben Familie gehörig 
anzusehen. 

In verschiedenen wichtigen Fällen können die Gleichungen 
aller zu derselben Familie gehörigen Flächen in eine einzige 
Gleichung vereinigt werden, welche eine willkürliche Function 
oder mehrere solche Funetionen enthält; die Gleichung jeder in- 
dividuellen Fläche der Familie wird dann durch Speeialisierung 
der Form dieser Functionen erhalten. 

Wenn wir dieselben durch Differentiation eliminieren, so er- 
halten wir eine partielle Differentialgleichung, die allen 
Flächen der Familie gemeinsam angehört und gewöhn- 
lich der Ausdruck irgend einer geometrischen, allen 
Flàchen der Familie gemeinsamen Eigenschaft ist; sie 
leitet directer als die Functionalgleichung zur Lósung für einige 
Klassen von Aufgaben. 

170. Es ist der einfachste Fall, wenn die Gleichungen 
der veränderlichen Curve zwei Constanten einschlies- 
sen. Denn wenn sie nur eine Constante enthielten, so würde die 
Elimination derselben die Gleichung einer bestimmten Flàche, aber 
nicht die einer Flächenfamilie liefern. 

Wenn man nach einander für jede dieser Gonstanten auf- 
lóst, so bringt man die beiden gegebenen Gleichungen in die Form 
и = сү, 0 == е, 

wo u und v bekannte Functionen von 2, y, z sind. 

Wenn diese Curve eine Fläche erzeugen soll, so müssen die 
€, €, durch eine gegebene Relation verknüpft sein, die von der 
Form 

e, == Ф (c) 
sein wird; indem man für c, und c, ihre Меге setzt, erkennt 
man, dass die allgemeine Gleichung der erzeugten Fläche von 


der Form 
и = Ф (0) 
ist. 
Wir können in diesem Falle auch leicht die partielle Dife- 
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rentialgleichung bilden, welcher von allen Flächen der Familie 


genügt werden muss. Denn wenn U == 0 eine Fläche der Fa- 
milie darstellt, so kann U nur durch einen constanten Factor 
von u — ® (v) verschieden sein, d. h. man hat 


Ай = и — Ф (v) 
und durch Differentiation 


au Ki? du : (v) dr 
de dæ dæ’ 


nebst zwei analogen Gleichungen für die Differentiale nach y und z. 
Durch Elimination von A und Ф" (v) erhält man dann die 
partielle Differentialgleichung in der Determinantenform 


U, U, 0 
usi et; 
E Fra} 
in welcher zur Abkürzung U,, U,, Us, ... für 
dU dU dU 


dE" dy" deii" 
gesetzt sind. In diesem Falle sind v und v als bekannte Func- 
tionen der Coordinaten vorausgesetzt und die eben geschriebene 
Gleichung begründet eine Relation ersten Grades zwischen den 
Differentialen EE AN E 
da wody AE 


Wenn die Gleichung der Fläche in der Form 
z— Ф Le, у) = 0 
geschrieben wurde, so wäre 
ON MA ANA, a 
, 5e d 


nach den schon wiederholt bezeichneten Bedeutungen von p und g, 
und die partielle Differentialgleichung der Familie wäre von der 
Form 


— 9, 


Pp + 0g = В, 
wo P, 0, R bekannte Functionen der Coordinaten sind. 
Und umgekehrt repräsentiert das Integral einer solchen par- 
tiellen Differentialgleichung,*) welches von der Form 


*) Vgl. George Boole, ,,A Treatise on differential Equations — 
Cambridge 1859 — Kapitel XIV, insbesondere p. 322 f, 
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и = Ф (v) 
ist, geometrisch eine Fläche, welche durch die Bewegung einer 
Curve von den Gleichungen 
и = с, 0 == С, 
erzeugt wird. 

Die partielle Differentialgleichung bietet das einfachste Mittel 
dar, um zu prüfen, ob eine gegebene Fläche zu einer bestimm- 
ten Familie gehöre. Wir haben nur die aus der Gleichung der 
Fläche hervorgehenden Werthe von D, U,, U, darauf zu prüfen, 
ob sie die partielle Differentialgleichung der Familie identisch er- 
füllen; geschieht diess, so gehórt auch die betrachtete Flüche 
dieser Familie an. 

171. Wenn gefordert ist, eine specielle Fläche der gege- 
benen Familie 

и == Ф (v) 

durch die Bedingung zu bestimmen, dass dieselbe eine ge- 
gebene Curve enthalte, so kann die Form der Function in 
diesem Falle gefunden werden, indem man die Gleichungen 

ú == o, Uc 
bildet und zwischen diesen und denen der festen Curve die 
Grössen 2, y, z eliminiert; man erhält eine Relation zwischen 
c, und c, oder zwischen и und v, welche die Gleichung der ver- 
langten Fläche ist. Die geometrische Bedeutung dieses Verfahrens 
besteht darin, dass wir die Bewegung einer veränderlichen Curve 

«== с, Dez Go 


durch die Bedingung vorschreiben, dass sie die gegebene feste 
Curve immer durchschneidet. Dann sind alle Punkte der letzte- 
ren auch Punkte der erzeugten Fläche. 
172. Ist gefordert, eine Fläche der Familie 

и == Ф (0) 
so zu bestimmen, dass sieeine gegebene Fläche umhülle, 
so wissen wir, dass in jedem Punkte der Berührungscurve die 

U,, U,, Da, etc. 

dieselben Werthe für die feste und die umhüllende Fläche be- 
sitzen. Wenn wir also in die partielle Differentialgleichung der 
gegebenen Familie für U,, U,, U, ihre aus der Gleichung der 
festen Fläche bestimmten Werthe substituieren, so erhalten wir 
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eine Gleichung, welche für jeden Punkt der Berührungsenrve er- 
füllt sein muss und welche daher in Verbindung mit der Gleich- 
ung der festen Fläche diese Curve bestimmt. Das Problem ist 
damit auf das Vorhergehende zurückgeführt, welches eine Fläche 
der gegebenen Familie durch eine gegebene Curve zu legen ver- 
langt. 

Diese Theorie wird besser verstanden werden dureh die fol- 
gende Betrachtung der Beispiele der wichtigsten Flächenfamilien 
der hier besprochenen Klasse, d. h. derjenigen, deren Gleichungen 
in der Form 

и == Ф (v) 
ausgedrückt werden können. 

173. Cylindrische Flächen. Eine cylindrische Fläche wird 
durch die Bewegung einer geraden Linie erzeugt, wenn dieselbe 
ohne Richtungsänderung fortschreitet. Da die Gleichungen einer 
geraden Linie vier unabhängige Constanten enthalten, und die 
Bestimmung der Richtung zwei dieser Constanten feststellt, so 
bleiben nur die zwei übrigen unbestimmt und die Familie der 
eylindrischen Flächen gehört zu der Klasse von Flächen, welche 
in den letzten zwei Artikeln betrachtet wurden. 

Wenn die Gleichungen der geraden Linie in der Form 

2 = 1 4 р, у = т: + 4 
gegeben sind, so dass ? und m, welche die Richtung bestimmen, 
gegeben sind, und wenn die Bewegung der Geraden durch irgend 
eine Bedingung geregelt ist — wie dass sie sich längs einer ge- 
wissen festen Curve bewege oder eine feste Fläche berühre — 
so begründet diess eine Relation zwischen p und o und die Gleich- 
ung der Fläche wird in der Form 
æ — iz = d (y — mz) 

erhalten. 

Wenn allgemeiner die erzeugende gerade Linie der Durch- 

schnittslinie der beiden Ebenen 
ax + by + cez = 0, daet+by+cz=0 
parallel bleiben soll, so dass ihre Gleichungen von der Form 
ах + by + ez = а, ах + by + с = В 
sind, so wird die Gleichung der erzeugten Fläche in der Form 


ax + by + ez — Ф (dx + by + cz) 
erhalten, 
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Indem wir in die Gleichung des Artikel 171 für u und v 
die Werthe | 
ах + by + ez und oe + by + с: 
einführen, erhalten wir die partielle Differentialgleichung der Cy- 
linderflàchen 
(be — Ус) U, + (cd — са) U, + (ab — a'b) U, = 0, 
oder nach der dritten Aufgabe des Artikel 41 im I. Bande 
0, cos « + U, cos В + U, cos y = 0, 
wenn с, B, y die Richtungswinkel der erzeugenden Geraden sind. 

Wenn wir erinnern, dass U,, U,, U, den Richtungscosinus 
der Normale der Fläche proportional sind, so erkennt man, dass 
die geometrische Bedeutung dieser Gleichung darin be- 
steht, dass die Tangentenebene der Fläche die Rich- 
tung der erzeugenden Geraden immer enthält. 

Die Hauptschnitte und zugleich die Krümmungslinien in jedem 
Punkte einer Gylinderlläche sind der Normalschnitt und die Er- 
zeugende; die eine der Hauptkrümmungen ist gleich Null. 

Beispiel 1. Man soll die Gleichung des Cylinders bestimmen, dessen 


Erzeugende parallel zu 
@ = lz, y= mz 


sind und welcher die ebene Curve 
z= D ` Ф у) = 0 
zur Leitcurve hat. 


Auflósung. 
Ф (v — iz, y — mz) = 0. 


Beispiel 2. Man soll die Gleichung des Cylinders bestimmen, dessen 
Erzeugende zur Durchschnittslinie von 


ах + by + ez = 0, «æ + by 46:0 
parallel ist und die Schnittlinie von 
ax + Ву +yz =ð, Е (е, у, 2) = 0 


zur Leiteurve hat. 
Man lóse die Gleichungen 


ах + by + ez =u, dæ + Vy + сс =v, «x + Ву + y: = 
für ©, y, z auf und sùbstituiere die erhaltenen Меге in die Gleichung 
F («, у, 2) == 0. 


Beispiel 3. Die Gleichung des Cylinders zu bestimmen, dessen Er- 
zeugende die Richtungseosinus 7, m, n haben und dessen Leitcurve die 
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Durchschnittslinie der Flächen 


Dese y —D 
ist. 

Die Elimination kann zweckmässig folgendermassen vollzogen wer- 
den: Wenn 2, y', z die Coordinaten des Punktes sind, in dem eine Er- 
zeugende des Cylinders die Leiteurve schneidet, während Œ, y, z die 
Coordinaten eines beliebigen Punktes derselben Erzeugenden sind, so 
gelten die Relationen ; 1 ; 

—& y—y z—z 
=s = 


l m n 
und wenn 0 den gemeinsamen Werth dieser Quotienten bezeichnet, so ist 
æ =æ — l9, у —y—m0, z = z — пд. 
Durch die Substitution dieser Werthe in die Gleichungen 
des. ЁЁ =е%®, 
denen die æ’, y', z’ genügen müssen, erhält man zwei Gleichungen, zwi- 


schen welchen ĝ eliminiert werden kann. Die Resultante ist die Gleichung 
des Cylinders. 


Beispiel 4. Den Cylinder zu bestimmen, dessen Erzeugenden die 
Richtungscosinus 7, m, n entsprechen und welcher die Fläche zweiter 
Ordnung 

Ах? + Ву? + с? = 1 
umhüllt. d 

Nach der partiellen Diflerentialgleichung ist die Berührungseurve der 

Durchschnitt der Fläche mit der Ebene 
Alx + Bmy + Cnz = 0. 


Indem man dann wie im letzten Beispiel verfährt, erhält man die 
Gleichung des Cylinders in der Form 


(42 + Bm? + Cn?) (Ax? + By? + 02? zs (Ale + Bmy + Cnz)*. 
Allgemein für die Gleichung der Fläche zweiter Ordnung 
ur ET en (a 


und die Richtungscosinus 7, m, n ist die Gleichung des umhüllenden Cy- 
linders durch 


du du du du du 
2u 312 — +m—+n et? тп —— 
ч 2 ах? 129 ау? " dé p dæ dy (deis "ауа: 
du du Ze du 
Un ZE : 
AN dz di) VE p " a) 
gegeben. 


174. Conische oder Kegelflächen. Kegelflàchen wer- 
den erzeugt durch die Bewegung einer geraden Linie, welche 
stets durch einen festen Punkt geht. Indem wir ausdrücken, dass 


http://rcin.org.pl 


= f = 


die Coordinaten dieses Punktes den Gleichungen der geraden Linie 
genügen, erhalten wir zwei. Relationen zwischen den vier Con- 
stanten der allgemeinen Gleichungen der geraden Linie. Da somit 
die Gleichungen der erzeugenden Linie nur zwei unbestimmte 
Constanten enthalten, so ist das Problem von der im Artikel 170 
discutierten Klasse. 

Seien die Gleichungen der erzeugenden Linie 


qug 2 y =p Bees 


1 m n 


wo e, B, у die bekannten Coordinaten des Scheitels des Kegels 
und 7, m, n den Richtungscosinus der erzeugenden Geraden pro- 
portional sind; so enthalten diese Gleichungen, obwohl dem Scheine 
nach drei, in Wahrheit nur zwei unbestimmte Constanten, weil 
sie nur die Verhältnisse der Grössen 7, m, n bestimmen. 
Schreiben wir die Gleichungen in der Form 
&— a l y—ß m 
z — у WË ас 8 


so sehen wir, dass die Bedingungen des Problems eine Relation 
Р 1 т d x ? А 
zwischen — und — begründen müssen und dass daher die Gleich- 
n n 


ung des Kegels von der Form 


WM ҮН Же, 
хоз: “—7 ds 
sein wird. 


Man erkennt leicht, dass diess gleichbedeutend ist damit, 
dass die Gleichung des Kegels eine homogene Function der drei 
Gróssen 

а— 9, y—p, 2—)y 
sei; man kann diess auch direct aus der Bemerkung schliessen, 
dass die Bedingungen des Problems eine Relation zwischen den 
hichtungscosinus der Generatrix begründen müssen und dass eine 
solche, da diese Cosinus durch 


ые ЕЛА 

VI + m, nh 
ausgedrückt sind, nothwendig eine homogene Function von 7, m, n 
und daher von den zu ihnen proportionalen Grössen 


goë y-ß, z=% 


etc. 


sein wird. 
Salmon, Anal, Geom, d, Raumes 11, 16 
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Wenn der Scheitel des Kegels im Anfangspunkt der Coordi- 
naten liegt, so ist seine Gleichung von der Form 


at) 


oder sie ist eine homogene Function von x, y, z. 

Die partielle Differentialgleichung wird gefunden, indem man 
in die Gleichung des Artikels 170 
ptc p 


u = e = ———— 
z—) z —y 
substitniert und ist daher von Brüchen befreit 
A U, 
z— у, 0 , — (t—«a) | = 0 
o. а ГЕ 
oder (= — a) = ty A Tc—» = 0 


Sie drückt offenbar aus, dass die Tangentenebene in jedem 
Punkte der Fläche durch den festen Punkt (с, В, y) gehen muss, 

Im Artikel 117 (Beispiel 12) des ersten Bandes ist die Me- 
thode zur Bildung des über einer gegebenen Curve stehenden 
Kegels und im Artikel 16 dieses Bandes die zur Bildung der 
Gleichung desjenigen Kegels gegeben, welcher eine gegebene 
Fläche umhüllt, | 

Die Hauptschnitte einer Kegellläche sind die Erzeugende des 
Punktes und der zu ihr normale Querschnitt. Die Krümmungs- 
linien sind die Erzeugenden und ihre orthogonalen Trajectorien, 

Beispiel. Für die Gleichung der Fläche zweiter Ordnung 

Ф (2,0, 2) = 0 

ist die Gleichung des umhüllenden Kegels vom Scheitel (с, B, y) für die 


Bezeichnung 
Ф (a, B, y) = u 
Sal EE o Фи Sé o Tu Е d*u 
2u 15 о) do? + (у В) dp? + (: ») dy* 
du ‚ Gu 


2 (0—0) (9—B ар 0—0) (2-0) e 
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175. Conoidflächen. Dieselben werden durch die Bewe- 
gung einer geraden Linie erzeugt, die eine feste Achse stets 
schneidet und zu einer festen Ebene immer parallel bleibt. Diese 
Bedingungen lassen zwei von den vier Constanten in den allge- 
meinen Gleichungen der Geraden unbestimmt und diese Flächen 
gehóren daher zu der im Artikel 170 betrachteten Klasse. 

Wenn die Achse die Durchschnittslinie der Ebenen 

é= 0 p. 
ist und die Erzeugende der Ebene 


у = 0 
parallel bleibt, so sind die Gleichungen der Erzeugenden 
а= of, у = 6 
und die allgemeine Gleichung der Conoidflàchen ist offenbar 
« 


In derselben Art findet man die allgemeine Gleichung der 
Flächen, welche durch die Bewegung einer Geraden längs zweier 
festen geraden Linien 

«=0, 6=—=0; zs, = 0 
entstehen, in der Form 


i-e) 


Die partielle Dilferentialgleichung der Conoidfláchen ist nach 
Artikel 170 : 
U, Я U, F U, 
Pa, — Bue, Pay Be, Ваз — Bye | = 0, 
D , 7» , Lei 


wo А 
Р « == az + ey + «м Le, elc. 
sind, Wir bemerken, dass die linke Seite dieser Gleichung als 
die Differenz zweier Determinanten darstellbar ist, so dass sie 
vird 
B (Uap) — « (U,B,y;) = 0. 

Diese Gleichung kann auch direct abgeleitet werden, indem 
man ausdrückt, dass die Tangentenebene in irgend einem Punkte 
der Fläche die Erzeugende enthält, so dass die Tangentenebene 

16* 
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eines Punktes der Fläche, die durch ihn gehende Parallelebene 
zur Directorebene und die durch ihn und die Achse gelegte Ebene 
«В ЕЗ «В = p 

eine gemeinschaftliche Durchschnittslinie haben. Die Elemente 
der oben geschriebenen Determinante sind die Coefficienten von 
x, y, z in den Gleichungen dieser drei Ebenen. Diejenigen 
Conoide, welchen man in den Anwendungen am häufigsten be- 
gegnet, sind gerade, d. h. die feste Achse oder Directrix ist nor- 
mal zur festen Directorebene. 

Wenn man für diesen Fall die Directrix als Achse z und die 
Directorebene als Ebene «y wählt, so wird die Functionalgleich- 
ung der Flüche 

у = &Ф (2) 
und ihre partielle Differentialgleichung 
aU dU 

dr Tog dy = 0. 

Die Linien grósster Neigung werden in diesem Falle in 
Kreisen projiciert; denn in Folge der eben geschriebenen partiel- 
len Differentialgleichung wird die Gleichung des Artikels 146 


in die Form 
айх + ydy = 0 

gebracht, welche eine Reihe concentrische Kreise repräsentiert. 

Das Nämliche erkennt man auch geometrisch, denn die Ni- 
veaulinien sind die Erzeugenden des Systems und da sie in eine 
Reihe von Strahlen aus dem Anfangspunkt projiciert werden, so 
sind sie durch die Reihe concentrischer Kreise orthogonal ge- 
schnitten. 

Beispiel 1. Die Gleichung des geraden Conoids zu finden, welches 
durch die Achse der z und durch eine ebene Curve von den Gleichungen 
æ= a, F(y,2)—0 

bestimmt ist. 
Indem wir æ, y, z zwischen diesen Gleichungen und 
y = C44, $ Zz = Ca 
eliminieren, erhalten wir 
F (ба, су) = 0 


oder die verlangte Gleichung 
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ә 
F (=, 3 E 
ku D 


Ist die feste Curve ein Kreis 
бау gez 
so ist die Gleichung der Fläche (Cono-cuneus von Wallis) 
ay? + asi = т?а?. 
Sie liegt zwischen den Ebenen 
t= Eir, 
ihre Tangentenebene 
tæ?z + nay — (r? — 2?) xé = a?z?, 

schneidet die Fläche in einer Erzeugenden und einer Curve dritter Ord- 
nung. 

Da die ersten Differentiale derselben für а == y == 0 unabhängig 
von z verschwinden, so ist die Achse der z eine singuläre Linie in dieser 
Fläche. Der Tangentenkegel eines in ihr gelegenen Punktes wird nach 
den Werthen der zweiten Differentialquotienten durch 

а?у? — (c? — 2?) x? —0 
dargestellt, d. h. er degeneriert in ein Ebeneupaar. 

Beispiel 2. Sei die Leiteurve eine Schraubenlinie und die gerade 
Directrix die Achse ihres Cylinders. Das gerade Conoid ist die untere 
Fläche ‚einer Wendeltreppe oder es bildet die flachgängige Schraube. 
Seine Gleichung ist im 1, Beispiel des Artikel 109 gegeben. 

176. Umdrehungsflächen. Es ist die Fundamentaleigen- 
schaft einer Umdrehungsfläche, dass jeder zu ihrer Achse normale 
ebene Querschnitt ein Kreis ist, dessen Centrum in der Achse 
liegt, oder aus mehreren solchen Kreisen besteht. (Parallelkreise). 
In Folge dessen kann man eine solche Flüche betrachten als er- 
zeugt durch die Bewegung eines Kreises von veränderlichem Halb- 
messer, dessen Centrum eine feste gerade Linie (Achse) durch- 
läuft, während seine Ebene stets zu ihr normal bleibt. 

Sind 

Ema Ye DER all 
ЖҮР „ ee 


die Gleichungen der Achse, so kann der erzeugende Kreis in 
irgend einer seiner Lagen dargestellt werden als der Durchschnitt 
der zur Achse normalen Ebene 


læ ту + nz = с 
mit der aus irgend einem festen Punkte der Achse beschriebenen 
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Kugel 
- (2а) + (0 В + (2—00 = e 
Da diese Gleichungen zwei unbestimmte Gonstanten enthal- 
ten, so ist das Problem von der im Artikel 170 betrachteten 
Klasse und die Gleichung der Fläche muss von der Form sein 
(к — e + (y — В + (— y? = Ф (lx + my + nz). 
Ist die Achse der z die Umdrehungsachse und wählen wir 
den Aufangspunkt der Coordinaten als den Punkt (с, B, у), 
wird diese, Gleichung in die Form 
ai Lid (), de 2 == (at oy) 
übergeführt. 
Die partielle Differentialgleichung ist nach der Formel des 
Artikel 170 
йо бы, WAY ME 
EA) Im „у n DES 0, 
z—e, y—p, z—| 


oder 
au dU 
"E ШЕГУ a )\ amd f ee TE E 1 
{т (s—») — п (у — В)\ ES + {n(x d 1(&—)у)) A 


+ [100—8 — m (x—a)} = = 0, 


und für die Achse der z als Umdrehungsachse 
"dU „aU 
de ` dy 
Sie drückt aus, dass die Normale der Fláche stets die Achse 
derselben durchschneidet, Denn wenn wir die Bedingung aus- 
drücken wollten, unter welcher die beiden Geraden 
v — a у — В 2—3 
s =, m 77. Ss 
gë _ у—у _ @— 

U, EH U, e: U, 
sich durchschneiden, so können wir die gemeinschaftlichen Werthe 
dieser Brüche respective durch 9, 9° bezeichnen. Indem wir 
aber für æ, y, z auflösen und die aus den Gleichungen jeder von 
beiden Geraden erhaltenen Werthe einander gleich setzen, er- 
halten wir 
« 4- 01 — a' + 0,0, В AT = у + 0,0, у UE U 


und daraus durch Elimination von 0, 6 die Determinante 
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| l " n. s n == 
a—a«, y —p, !—y . 


Die Krümmungslinien sind der Meridian und der Parallel- 
kreis des Punktes; die Hauptkrümmungshalbmesser der Krüm- 
mungshalbmesser des Meridians und der von der Achse begrenzte 
Theil der Normale des Punktes. 

177. Die Gleichung einer Fläche, welche durch die Um- 
drehung einer gegebenen Curve um eine feste Achse erzeugt 
wird, findet man nach Artikel 171 durch Elimination von æ, y, z 
zwischen den Gleichungen 
lx 4 my + nz = u, (8—9) + (y—B? + (2—9) = v, 
und den beiden Gleichungen der Curve, indem man sodann x und v 
durch ihre Werthe ersetzt. 

Wir haben ein Beispiel dieses Verfahrens im ersten Bande 
Artikel 117 gehabt und wählen als ein weiteres die Aufgabe: Die 
Gleichung der Fläche zu bestimmen, welche durch Umdrehung 
eines Kreises 

y = 0, (æ =a) АД %==з 
um eine iu seiner Ebene gelegene Achse z erzeugt wird, 
Indem man 
E et PE ee, $ 
selzt und zwischen diesen Gleichungen und denen des Kreises 
eliminiert, erhält man 


Uv — а}? 4 и? == 0° oder ty o? + 1?) — а}? + 23 — к, 
oder von der Wurzelgrösse befreit (Artikel 30, Beispiel 1 


(£y! А 22 feed le Ee 
Die Fläche liegt zwischen den Ebenen 
£OUBDE 
und man erkennt, dass ihre Gestalt verschieden ist für die Vor- 
ausselzungen 


> 


а = Г. 
< 


Wenn der rotierende Kreis die Achse nicht schneidet (« > r), 
so thul diess auch diess auch die Fläche selbst nicht, sie hat die 
Form eines Ringes, der die Achse frei umschliesst. Schneidet 
der Kreis die Achse, so erzeugen die Segmente, in welche er 
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durch sie zerlegt wird, verschiedene Mäntel der Fläche, indem 
sie die Achse in Punkten 
= И 
schneiden, welche Knotenpunkte der Fläche sind. 
Die Schnitte der Ringfläche durch der Achse parallele Ebe- 
nen sind durch Einführung von 


y — const. 


in die vorige Gleichung ausgedrückt und ihre Gleichung kann so- 
fort in die Form 
SS' — const. 
gebracht werden, wo 
S20, S'z0 
Kreise bezeichnen; es sind Lemniscaten verschiedener Art. Man 
erkennt geometrisch, dass die von der Achse sich entfernende 
Schnittebene zuerst die Fläche in zwei getrennten Ovalen, dann 
in dem Augenblicke, wo sie die Fläche berührt (y = «a — r) iu 
einer Curve mit einem Doppelpunkte, der Lemniseate von Ber- 
nouilli, weiterhin in einer einfach geschlossenen Curve schneidet. 
Beispiel 1, Bestätige, dass 
аз + y a D n 3Bayı == r3 
eine Umdrehungsfläche darstellt. 
Die Achse derselben ist 
«== у == 2. 
Beispiel 2. Welches ist die Gleichung einer Umdrehungsfläche, 
deren Achse die Achse z ist und welche das Rotationsellipsoid 


а) + (0—0? y KE 
a? роп, 
umhüllt? 

Sie ist 

WEHR + Y coy dt 
^ a Um * c T 

178. Man kann auch voraussetzen, dass die Punkte einer er- 
zeugenden Curve sich auf Kreisen bewegen, deren Gentra in einer 
festen Geraden liegen, die zu ihren Ebenen nicht normal, son- 
dern unter einem constanten Winkel geneigt ist. 

Sind dann 1, m, n die Richtungscosinus der Achse, A, ш, v 
die der Kreisebenen, so gelten für > als den Halbmesser eines 
Kreises und e als den Abstand seines Centrums von einem festen 
Anfangspunkt Ze, B, y) in der Achse die Gleichungen 
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(оа) 4-(y— B) Em? 201000) ту В) (2 
À (ж — e) + u (y — B) +r (z—7) = e (А + mu + n). 
Aus ihnen erhält man durch Differentiation 
(ж — «— el) dx + (y — В — em) dy + (z — y— en) dz = 0, 
À dx + u dy + vs: 0. 
so dass dx, dy, dz zu 
u (2—0) — v (y —8) + e (mv — ny), 
v (z— a) — А (z —) + e (nì — lv), 
1(y—8) — иба) + e (Ip. —mà) 
respective proportional sind und in 
Шах + U,dy + U4dz = 0, 
unter Benutzung von 


‚_rA@—e) kunft 
DS e > 
là + mu + nv 
eingesetzt die Dillerentialgleichung der Familie solcher Flächen 
ergeben. 
Für А = l, u = m, v == n kommt man auf die Gleichung 
des vorigen Artikels zurück. 


Man erhält daraus mit Leichtigkeit z. B. die Bestimmung 
der Lage der Kreisschnitte der Flächen zweiten Grades und hat 
hier die bezügliche Generation derselben. 

179. Die Flächenfamilien, welche wir betrachtet haben, sind 
die Beachtenswerthesten unter denen, deren Gleichungen in der 
Form 


ausgedrückt werden können. 

Wir gehen zu dem Falle weiter, wo die Gleichungen 
der erzeugenden Gurve mehr als zwei willkürliche 
Parameter enthalten. 

Da wir immer mit Hilfe der sie verbindenden Gleichungen 
alle diese Parameter in Function eines unter ihnen darstellen 
können, so lassen sich die Gleichungen der erzeugenden Curve 
in der Form 

F {х, у, z, с, 9 (c), v (c), e) —. 
f {®› у, ©, с, ф (с), лр (с), ...\ == 0 
setzen und die Gleichung der erzeugten Fläche wird erhalten, 
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indem man zwischen ihnen die Grösse c eliminiert. Und wie 
schon früher gezeigt ist, alle Flächen, für welche die Form der 
Functionen F, f dieselbe ist, gleichgültig wie die Formen der 
Functionen Фф, y, ,.. sie unterscheiden, werden als zu derselben 
Familie gehórig bezeichnet. 

Da aber offenbar die Elimination von c nicht vollzogen wer- 
den kann, ohne dass bestimmte Formen der Functionen p, тр, ... 
festgesetzt werden, so ist es nicht im Allgemeinen móg- 
lich, eine einzige Functionalgleichung zu bilden, 
welche alle Flächen der Familie umfasst; wir kónnen sie 
nur durch ein Paar von Gleichungen darstellen, aus denen eine 
Constante zu eliminiereu bleibt, 

Wir können aber die willkürlichen Functionen durch Difle- 
rentialion eliminieren und eine partielle Differentialgleich- 
ung erhalten, die allen Flächen derselben Familie ge- 
meinsam ist. Die Ordnung dieser Gleichung ist, wie gegen- 
wärtig bewiesen werden soll, der Anzahl der willkürlichen Func- 
tionen Ф, p, ... gleich. 

Es ist dabei zu bemerken wichtig, dass im Allgemeinen die 
Ordnung der partiellen Differentialgleichung, welche man durch 
Elimination einer Anzahl willkürlicher Functionen aus einer Gleich- 
ung erhält, höher als die Anzahl der eliminierten Functionen ist. 
Wenn z. B. eine Gleichung zwei willkürliche Functionen p, ap 
enthält, so liefert die Differentiation nach c, y, die wir als un- 
abhängige Veränderliche ansehen, mit der Originalgleichung ein 
System von drei Gleichungen mit vier unbekannten Functionen 

9, №, Ф, V. 

Die zweite Diflerentiation d. h. eine zweifache nach 2, eine 
solche nach y, eine nach æ und y in Succession — giebt uus 
drei neue Gleichungen und es ist im Allgemeinen nicht möglich, 
die sechs Grössen p, ар, oi, v, g”, y” unter den sechs Gleich- 
ungen des Systems zu eliminieren. Wir müssen daher zur dritten 
Differentiation schreiten, um die Elimination vollziehen zu können. 

In derselben Art findet man leicht, dass die Elimination von 
n willkürlichen Functionen die (27 — 1) fache Dillerentiation er- 
fordert. Und wenn im gegenwärtigen Falle die Ordnung der 
Differentialgleichung geringer ist, so entspringt diess daraus, dass 
die zu eliminierenden Functionen sämmtlich Functionen der näm- 
lichen Grösse sind. 
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180. Um diess nachzuweisen, ist es geeignet, den speciellen 
Fall zuerst zu betrachten, in welchem eine Familie von Flächen 
durch eine einzige Functionalgleichung dargestellt werden kann. 

Diess wird dann stattfinden, wenn es möglich ist, durch 
Combination der Gleichungen der erzeugenden Curve eine der 
Constanten so zu trennen, dass die Gleichungen die Form 


п 25 ME (2, АЕС EE 
erhalten. Indem man dann mittelst der Bedingungsgleichungen 
die übrigen Constanten in Function von c, ausdrückt, erhält man 
das Eliminationsresultat in der Form 
F Jr, у, 2, ч, 9 (и), vp (u), .. |j = (). 
Wenn nun durch U, das Differential der Gleichung der Fläche 
nach x und durch F, das in der Voraussetzung 
u — const. 
gebildete Differential, mit U,, F}, ... aber die entsprechenden 
Dillerentiale nach y und z bezeichnet werden, so gelten die Gleich- 
ungen 


1 ar 

Hp UE du tn 
1 ^j 

U, = F, + e lz, 
du 
А dF 

U, = Е, + 35 


Gleichungen, in welche die derivierten Functionen. oi, y, ... 
: Ж-М”. эе. : Au 
nur in das Glied 7 eingehen, aus denen sie daher mit diesem 

au 


sämmtlich zugleich eliminiert werden können. Man erhält so die 
in U, U,, U, homogene Gleichung 


и, Uz, и; 


welche nur die ursprünglichen Functionen p, ар, ... enthält. 
Bezeichnen wir sie durch 
LET 0; 
so kónnen wir iu gleicher. Weise die neue Gleichung 
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ш, Uz, Ma 
bilden, welche ausser den ursprünglichen e, ар, ... keine will- 
kürlichen Functionen enthält, in die aber in Pe, V}, V, die 
zweiten Dilferentialquotienten von U eingehen, 

Aus dieser Gleichung können wir in derselben Art eine neue 
bilden und so fortfahren, bis wir aus der Reihe der so gebilde- 
ten Gleichungen — wenn die letzte von ihnen von der м!е" Ord- 
nung der Differentiation ist — die л Functionen 9, т, ... eli- 
minieren können. 

Wenn wir die letzte dieser Gleichungen unterdrücken, so 
können wir die willkürlichen Funetionen alle bis auf eine elimi- 
nieren und können je nach unserer Wahl der zu bewahrenden 
Function » verschiedene Gleiehungen der (a— Ui Ordnung er- 
halten, von denen jede eine willkürliche Function enthält. Sie 
sind die ersten Iutegrale der endlichen Differentialgleichung der 


п (n —1) 


Tes А 
nn Ordnung. In derselben Art können wir ALT OW Gleichungen 


der zweiten Ordnung bilden, deren jede zwei willkürliche Functio- 
nen enthält, u. s. м. 
181. Wenn wir æ und y als die unabhängigen Veränderlichen 
betrachten und wie gewöhnlich 
dz = pdx + gdy, dp = rdc + sdy, etc. 
schreiben, so kann der Bildungsprozess dieser Gleichungen zweck- 
mässig wie folgt bezeichnet werden: „Man nehme das totale Dif- 
ferential der gegebenen Gleichung in der Voraussetzung, dass ш 
constant ist, 
Ей: + F,dy + F, (pde + qdy) = 0; 
selze dy == mda und substituiere für m seinen aus dem Dife- 
rential von u — 0, nämlich 
udo + шау + u, (pdx + ҹу) = 0 
abgeleiteten Werth. 
Denn wenn wir die gegebene Gleichung in Bezug auf 2 und y 
differentiieren, so erhalten wir 


dF 

Р, + РР + v Im + риз) = 0, 
е dF 

Е, + @Ё, + p (и, + quj) = 0, 
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t ДЕ ЛУ" d " А 
und das Resultat der Elimination von aus diesen Gleichungen 


ist dasselbe, wie das Resultat der Elimination von m zwischen 
den Gleichungen 

F, + pF; + т (Р, + 4Р3) = 0, 

uy + ри + т (и, + gu) = 0. 

Es ist practisch, für eine der Gleichungen, welche die er- 
zeugende Curve darstellen, ihre Projection auf die Ebene ay zu 
wählen; da diese Gleichung z nicht enthält, so gehen in den 
aus ihr abgeleiteten Werth von m die Grössen p und g nicht ein 
und die erste Differentialgleichung ist von der Form 

p + gm = R, 

wo R auch eine Function ist, die p und g nicht enthält. Dann 
sind die einzigen Glieder der zweiten Differentialgleichung, welche 
r, 8 oder t enthalten, diejenigen, welche aus der Differentiation 
von p + qm hervorgehen, und diese Gleichung ist von der Form 
r + 2sm + ot? = S, 
wo S die Grössen 2, y, z, p, q, aber nicht r, s oder / enthal- 
ten kann. 

Wenn wir nun zwei Functionen zu eliminieren hätten, so 
würden wir für diese Constanten aus der ursprünglichen Funetio- 
nalgleichung der Fläche und aus der Gleichung 

p + gm = R 
auflösen, diese Werthe in m und in S einsetzen und die Form 
der endlichen zweiten Dillerentialgleichung würde bleiben 
r + 9sm' + m? = S', 
wo m und S' die Grössen c, y, z, p, q enthalten können. 

In derselben Weise würde, wenn drei willkürliche Funetio- 
nen zu eliminieren wären, und die partiellen Differentiale dritter 
Ordnung von z durch с, B, y, д bezeichnet werden, die partielle 
Differentialgleichung von der Form 

a + 3mß FN Зт?у + mid = Т. 
sein. Und in analoger Weise für hóhere Ordnungen. 

Die folgenden Beispiele werden zur näheren Erläuterung 
dieser Theorie nützlich sein. 

182. Regelflächen mit einer Directorebene.  Diess 
ist eine Familie von Flächen, welcher als ein specieller Fall auch 
die Conoidflàchen angehören. 
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Nehmen wir zuerst die feste Ebene als Ebene xy an, so 
sind die Gleichungen der erzeugenden Geraden von der Form 

== сү, y = сх + сз. 

Die Functionalgleichung der Fläche wird gebildet, indem man 
in die letztere Gleichung für c, und c, respective ø (z) und ap (2) 
einsetzt. 

Da bei der Bildung der partiellen Differentialgleichung z als 
constant zu betrachten ist, so kónnen wir die Gleichungen in der 
Form 

== сү, y = с die 
lassen und erhalten 
p+ gmn = 0, т = ез. 

Je nach dem wir dann c, oder c, eliminieren, geben diese 

Gleichungen die andern 
P + 40 = 0, pe + ou = 46 

Es existieren daher zwei Gleichungen erster Ordnung, deren 

jede eine willkürliche Function enthält, nämlich 
p + @ф(© = 0, pe + gy = 4% (2). 
Um die willkürlichen Functionen vollstämdig zu eliminieren, 


differentiieren wir 
р + gm = 0, 


in Erinnerung, dass wegen 
m = Ca 


diess als eine Constante zu betrachten ist; wodurch wir erhalten 
r + 2sm + tm? = 0, 
und woraus durch Elimination von m mittelst 
ру + т = 0 
die geforderte Gleichung hervorgeht 
qr — 2pgs + рі = 0. 
Ist dagegen die Directorebene durch 
ax + by + e = 0 
dargestellt, so sind die Gleichungen der Erzeugenden 
ах + by + cz = cys y = с, ke: 
Die Functionalgleichung der Familie der Flächen wird er- 
halten, indem man für c, und c, Functionen von (ae + by + ez) 
einsetzt, Durch Differentiation erhält man 
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а 4 cp + т (b + eg) — 0, m= c, 

Die durch die Elimination je einer der willkürlichen Func- 

tionen entstehenden Gleichungen sind daher 
а + cp + (b + с) Фф (ax + by + e3) = 0, 
(a + ep) æ + (b + оф y = (b + cg) ée + by + ez). 

Wenn man aber 

a + bm + c (р + тд) = 0 
differentiiert, indem man m als eine Constante betrachtet, so 
wird 
r + 2sm + im? — 0 
und durch Einführung des früher für m gefundenen Werthes 
(b + cq)? r — 2 (a + ср) (b + eq) s + (а + cp? t — 0. 

183. Man kann auch zu dieser Gleichung gelangen, indem 
man ausdrückt, dass die Tangentenebenen der Fläche in zwei 
Punkten derselben Erzeugenden sich in dieser Erzeugenden durch- 
schneiden. 

Sind с, B, у die laufenden, 2, y, z die Coordinaten des 
Berührungspunktes, so ist jede Erzeugende der Durchschnitt der 
Tangentenebene 

y—z-p(a—2a) + :@(—у) 
mit einer durch den Berührungspunkt gehenden Parallelebene 
а@—а) + >(8—у) tc(y—2—9 
zur festen Directorebene, und somit 
(а + cp) (e — a + (b + cp) (B — y) = 0. 

Wenn wir nun zur Durchschnittslinie dieser Tangentenehene 
mit einer folgenden Ebene übergehen, so ändern sich c, у, z, p, q 
während «, 8, y unverändert bleiben. Die Differentiation. der 
Gleichung der Tangentenebene giebt 

(rdx + sdy) (« — а) + (sdx + (dy) (B — у) = 
und die Elimination von (« — 2), (8 — y) 

(b + eq) (rde + sdy) = (a + cp) (ва + tdy). 

Da aber der Berührungspunkt sich längs der Erzeugenden 

bewegt, welche einer festen Ebene parallel ist, so haben wir 


adx + bdy + са: = 0 
oder 


(a + ep) de + (b + cg) dy = 0. 
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Die Elimination von dx, dy aus der letzten Gleichung liefert 
dann wie vorher 

(b + eq)? r — 2 (a + ср) (b + eq) s + (a 4- ep) t = 0. 

184. Regelflächen mit einer festen Achse oder ge- 
raden Directrix. 

Auch diese Klasse schliesst die Familie der Conoide ein. 

Nehmen wir zuerst an, die feste Achse sei die Achse der z, 
so sind die Gleichungen der erzeugenden Linie von der Form 

у = сү, 2 == Gef + е 

und die Gleichung der Familie dieser Flächen wird erhalten, in- 
dem wir in die letztere Gleichung für c, und c, willkürliche 
Functionen von 7 einführen. Durch Dillerentiation haben wir 


a 
m =c р F mng = Cis 
also 


рх + gy = xp E) und z — px — qy = wv (2). 

Durch nochmalige Differentiation erhalten wir 

r + 2sm + im? = 0 
und durch Einführung des Werthes 
UN сү== z, 
die verlangte Dilferentialgleichung in der Form 
ræ + 2say + ty? = 0. 

Dieselbe Gleichung wäre auch erhalten worden, indem man 
ausdrückte, dass zwei auf einander folgende Tangentenebenen sich 
in einer Erzeugenden durchschneiden. Wie im Artikel 183 er- 
halten wir für den Durchschnitt zweier auf einander folgenden 
Tangentenebenen 

(rdx + sdy) (« — a) + (sde + (dy) (В — y) = 0. 

Aber irgend eine Erzeugende liegt in der Ebene 


ey C] Dr 
oder es ist 
(к — а) у = (B у) z, 
und die Elimination liefert 
а (rdx + sdy) + y (sdx + 14у) = 0; 
und da 
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du 
de 
ist, so erhalten wir wie vorher 
га? 4+ 2say + ty? = 0. 
Weun allgemeiner die Erzeugende durch die Linie 


= 0, == 


y 


ZE 


geht, wo 
«= ах + by + ez + d, B = ac + y + cz kd 
ist, so sind die Gleichungen der Erzeugenden 
« = up, y = ст + сз, 
und die Gleichung der Familie von Flächen ist 
< bi « 
Eege Tv B' 
Daraus entspringt durch Differentiation 
m = €, 
а+ cp т (0 4 сд) = с, {а +cp+m( + eq 
und durch weitere Dilferentiation 
r + 2sm + im? = 0, 
d. h. nach Einführung des für m aus der letzten Gleichung ent- 
springenden Werthes die geforderte partielle Differentialgleichung 
{(«+ср)В — (« + ср) «y? t — 2 ( (a -Fep)B — (+ ср) «} x 
[(b e) B — W са) ау з + {b+ b — t igar — 0. 
185. Wenn die Gleichung einer Flächenfamilie a willkürliche 
Funetionen derselben Grösse enthält, und wenn verlangt wird, 
eine Fläche der Familie zu bestimmen, welche durch л feste Cur- 
ven geht, so schreiben wir die Gleichungen der erzeugenden Curve 
uU m$. СЕ Gu. $65 01m v) gm 0, 
und erhalten eine zur Elimination von сү, c, ... hinreichende 
Anzahl von Gleichungen, indem wir ausdrücken, dass die erzeu- 
gende Curve jede der festen Curven schneidet. Sei z. B. die Gleich- 
ung der Fläche der Familie 


2 +090) + 4h) = 0 


D е " * v 
zu bestimmen, welche durch die festen. Carven 
у= а, Hie ses: у = а, ul, 2) — 0 
hindurehgeht. Sind dann 
Salmon, Anal, Geom, d, Raumes. 11, 17 
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z = Q, ж == ус, d с; 

die Gleichungen der erzeugenden Linie; so erhalten wir durch 
Substitution 

Е (ac, + c5; сү) = 0; FQ (64 +— асу, су) = 0, 
oder durch Ersetzung der сү, c, durch ihre Werthe 
F do + c, (a — y), ei — 0, Fi {а = с, (a + у), z} = 0; 
Gleichungen, aus denen durch Elimination von c, die Gleichung 
der fraglichen Fläche gefunden wird. 

Beispiel \. Sind die Direetrixeurven insbesondere 
г? - 
“un + === 1; у= — + 2 = c, 


so eliminieren wir c, zwischen 


{а Tc (a—y)}" ý z? 


1? = edo ix—26 (a +? + 22—65, 


und erhalten , indem wir c, aus jeder von beiden bestimmen , 


d (=z?) —x я lm 

е GE WEE 

vn "EN 
Das Resultat ist scheinbar vom achten Grade; es ist aber in zwei 
Factoren auflösbar, welche — durch die Gleichheit oder den Gegensatz 


der Vorzeichen der Radicale der letzten Gleichung unterschieden — zwei 
Conoide darstellen. 
Beispiel 2. Die Erzeugende soll die Achse z und die Raumeurve 
vi + =r? 1? + х? zs R? 
in zwei Punkten durchschneiden. 
Wir eliminieren zwischen den Gleichungen der Geraden 
Y =t, Z= + с, 
und denen der Curve y und z und erhalten die Gleichungen in 2 
(e? + 1)a* — r* 220, | (e? 4-1) x + 260v + сц — В — 0. 
Die Bedingung des zweifachen Durchschnitts mit der Curve fordert 
ilie Uebereinstimmung beider Wurzelpaare dieser Gleichungen, d. h. die 
Bedingungen 
В? — ei P 
| ra 
Die erste giebt entweder cg = 0 oder c, = 0, und dann die zweite 
im ersten Falle 
quer eet (el), у= се, nac 
also 


R? (x? + у?) Lg (a? EH 22), 
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eine Kegelflàche zweiten Grades, für welche der Anfangspunkt der Coor- 
dinaten der Scheitel ist. Im zweiten Falle aber 


(В? — с.) (е? EN, HE, гас, 
also 
(R? айы 2?) (æ? + у?) = ra? 
eine Fläche vom vierten Grade, deren Erzeugende stets der Ebene ту 
parallel bleibt. 

Es mag ferner bemerkt werden, dass die oft auftretende Bedingung 
für die Erzeugende, mit einer festen Geraden einen bestimmten Winkel zu 
bilden, identisch ist mit der andern, stels einer Erzeugenden eines ge- 
wissen Drehungskegels parallel zu sein, welcher diese Gerade zur Achse 
hat, oder den unendlich entfernten Parallelkreis dieses Kegels zur Leit- 
eurve zu haben. So wird allgemeiner eine unendlich ent- 
fernte Leiteurve durch einen Direetor-Kegel vertreten.*) 
Und manche andere Bedingungen kommen darauf zurück. So erzeugt eine 
serade, welche zwei feste Gerade so schneidet, dass das Segment der 
Schnittpunkte von unveränderlicher Länge ist, eine Regellläche Aen Gra- 
des, welche einen Directorkegel hat, dessen Achse zu der zu beiden Leit- 
linien parallelen Ebene normal ist. 

Die zu ihr normalen Querschuitte der Fläche sind Ellipsen, welche 
in der Linie des kürzesten Abstandes beider Leitgeraden ihre Centra 
haben; der entsprechende unendlich ferne Querschnitt ist ein Kreis. 
(Vergl. a. a. О. p. 425, 139.) 

186. Wir haben nun gesehen, dass es zur Bildung der par- 
tiellen Dilferentialgleichung einer Flächenfamilie, deren Gleichung 
eine Anzahl willkürlicher Funetionen derselben Grösse enthält, 
zweckmässig ist, für die Gleichung der Fläche die beiden Gleich- 
ungen der erzeugenden Curve zu substituieren. 

Es ist aber leicht zu erkennen, dass dieser Prozess gleich- 
mässig anwendbar bleibt, wenn die Flàchenfamilie nicht durch 
eine einzige Functionalgleichung ausgedrückt werden kann. 

Die willkürlichen Funetionen, welche in die Gleichungen des 
Artikel 179 eingehen, sind sämmtlich Functionen derselben Grösse, 
obwohl der Ausdruck dieser Grösse in Function der Coordinaten 
unbekannt ist. Wenn wir diese Grösse differentiieren, so erhal- 
ten wir 

dy == тах, 
und können die unbekannte Grösse m zwischen den totalen Dif- 


*) Ein reiches Uebungsmaterial kann man in Magnus „Sammlung 
von Aufgaben und Lehrsützen aus der analytischen Geometrie des Ran- 
mes“, p. 425—517 vereinigt finden, 


17* 
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ferentialen der beiden Gleichungen der erzeugenden Curve elimi- 
nieren und so die verlangte partielle Differentialgleichung bilden. 
Es ist vortheilhaft, für eine der Gleichungen dieser Curve die 
Gleichung ihrer Projection in der Ebene zy zu wählen. 

Sei z. В. die allgemeine Gleichung der Regelflächen 
zu finden, d. h. die Gleichung aller der Flächen, welche durch 
Bewegung einer geraden Linie erzeugt werden konnen. 

Die Gleichungen der erzeugenden geraden Linie sind 

z= сүх ké, у = с, + c, 
und die Familie der Flächen wird erhalten, indem man für с„ ез, с, 
willkürliche Functionen von с; substituiert. 

Die Differentiation liefert 

р + тд = сү, m= с. 

Aus der Differentiation der ersten dieser Gleichungen geht, 

da m als eine Constante durch die zweite characterisiert ist, 
r + 2sm + im? = 0 

hervor. Da diese Gleichung noch immer m oder cj enthält, des- 
sen Ausdruck in Function der Coordinaten unbekannt ist, so 
müssen wir nochmals dillerentiieren und erhalten 

« + 38m + Зут? + дт? = 0, 
wenn с, В, у, д die dritten Differentialquotienten bezeichnen. 
Die Elimination von m zwischen dieser eubischen und der vori- 
gen quadratischen Gleichung liefert die verlangte partielle Dilfe- 
rentialgleichung. 

Sie löst sich offenbar in die zwei linearen Gleichungen drit- 
ter Ordnung auf, welche man erhält, indem man nach einander 
in die cubische Gleichung die beiden Wurzeln der quadratischen 
Gleichung für m einsetzt, 

Man erhält dieselbe Gleichung auf geometrischem Wege, in- 
Чет man ausdrückt, dass die Tangentenebenen in dreianf 
einander folgenden Punkten einer Erzeugenden sich 
in derselben durchschneiden. Die Gleichung 

dr == рах + qdy 
ist eine Relation zwischen den Grössen 1, p, 9, die den Rich- 
Iungscosinus einer Tangentenebene proportional sind, während 
ах, dy, dz ihrerseits den Richtungscosinus irgend einer Linie in 
dieser Ebene proportional sind, welche durch den Berührungs- 
punkt geht. 
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Wenn wir zu einer zweiten Tangentenebene übergehen, die 
durch einen nächstfolgenden Punkt derselben Linie geht, so las- 
sen wir p, 4 variieren, während die gegenseitigen Verhältuisse 
von dx, dy, dz unverändert bleiben. Diess giebt 

гаа? + 2sdedy + (dy? = 0. 

Um dann zu einer dritten Tangentenebene überzugehen, dil- 
ferentiieren wir nochmals, indem wir de: dy als constant be- 
trachten und erhalten so 

adx? + 3ßdædy + 3ydxdy? + дау = 0). 

Die Elimination des Verhältnisses dx : dy zwischen diesen 
beiden Gleichungen liefert dieselbe allgemeine Gleichung der 
Regelllächen wie vorher. 

Man erhält sie in der Form 


e, ЗВ e IF (589 
3Br, 6gs — at + 3yr, 6ys + dr, 20s| 
==®, 
Шү date, Y 0 
ПА а , 2s d 


welche noch reducierbar ist; entwickelt 
eu + Òr? + 9 rt (8 + pr) + 2e0s (Brit — 48?) 
+ 6 (25? — rt) (ayt + 80r) — 6s (eB? + уб?) — 18ßyrst = 0. 
Die ersten Integrale dieser Gleichung werden nach der Au- 
gabe des Artikel 180 gefunden, indem man die letzte der vori- 
gen Gleichungen unterdrückt und alle Constanten bis auf eine 
eliminiert. Wir haben so die Gleichung 
р + т = с, 
aus welcher hervorgeht, dass eines der Integrale 
p + mg = 9 (т) 
ist, für m als eine der Wurzeln von 
г + 2sm + tm? = 0. 
Die andern beiden ersten Integrale sind 
y — mx = ар (т), = — pr — тхл = y (m). 
Die drei zweiten Integrale werden gebildet, indem man m 
zwischen je einem Paar dieser Gleichungen eliminiert. 
187. Enveloppen. Wenn die Gleichung einer Fläche л Pa- 
rameter enthält, welche durch Zu — 1) Relationen verbunden sind, 
so können wir in Function irgend eines von ihnen alle übrigen 
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ausdrücken und die Gleichung in die Form bringen 
z = Е 1% у, с, Ф (с), v (0), ...}. 
Wenn wir Папи с zwischen dieser Gleichung und 
" qu. 
dc ^ 
eliminieren, so erhalten wir die Enveloppe aller der Flächen, 
welche den verschiedenen Werthen von c entsprechen. Die so 
gefundenen Enveloppen sind von derselben Familie, so lange die 
Form der Function F dieselbe bleibt, wie auch die Formen der 
Functionen Фф, %,... sich verändern. 
Die Durchschnittscurve der gegebenen Fläche mit 


dF 
2 mj 


0 


wird die Characteristik genannt (vergl. die Anmerkung des 
Artikel 62); sie ist die Durchschnittslinie zweier auf einander 
folgender Flächen des Systems. 

Wenn man die Characteristik als eine bewegliche Curve be- 
trachtet, die durch die beiden Gleichungen dargestellt ist, zwi- 
schen denen man c zu eliminieren hat, so'erkennt man, dass 
das Problem der Enveloppen in dem enthalten ist, welches wir 
im Artikel 179 und den folgenden discutiert haben. 

Wenn die Function F eine Anzahl » von willkürlichen Func- 
tionen Ф, т, ... enthält, so wird nach jener Discussion, weil 


ПЕМ ec, : ` : 
dann = die g', а”, ... enthalten muss, die partielle Diferen- 


tialgleichung der Familie von der Ordnung 2»; bei näherer Be- 
trachtung der Art jedoch, in welcher diese Functionen in die 
Gleichungen eingehen, findet man, dass jene Ordnungszahl sich 
auf » reduciert. Denn wir erhalten durch Differentiation von 


E FK 
dF dF 
e + 9%, d = Р, + di Eër 
also wegen 
dF 0 
ас 


р == Hh, ge Fi ; 
und da #,, F, die unter der Voraussetzung c == const. gebilde- 
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ten Dilferentiale sind, so enthalten diese Grössen nur. die Origi- 
nalfunetionen q, p, ... aber nicht ihre Derivierten e, W, ... 

Aus diesem Paar von Gleichungen können wir wie im Arti- 
kel 186 andere bilden und so fortfahren und erhalten eine zur 
Elimination aller Parameter hinreichende Zahl von Gleichungen, 
wenn wir bis zur »'" Ordnung aufgestiegen sind, wie aus dem 
Folgenden noch näher bewiesen wird. 

188. Wir haben den Fall nicht weiter zu betrachten, wo 
die gegebene Gleichung nur einen Parameter. enthält, weil die 
Elimination desselben zwischen der Gleichung und ihrem Differen- 
tial nur der Gleichung einer bestimmten Fläche, nicht aber der 
einer Flächenfamilie Ursprung giebt. | 

Wenn aber die Gleichung zwei Parameter « und b enthält, 
welche durch eine Gleichung verbunden. sind, die b als eine 
Function von «a bestimmt, so können wir zwischen den Gleich- 
ungen 

== Р, pn yon, 
die Grössen « und b eliminieren und erhalten die Resultante in 
der Form 
TU Cd. e 0. 

Untersuchen wir z. B. die Enveloppe einer Kugel von un- 
veränderlichem Halbmesser, deren Centrum eine in der Ebene у 
gelegene Curve beschreibt; ein specieller Fall der allgemeinen 
Klasse der Röhrenllächen, von dem gleich nachher zu handeln 
sein. wird. 

Da die Gleichung einer solchen Kugel 

GEMET + 2 = 
ist und die Bedingungen des Problems einen Ort bezeichnen, 
längs dessen der Punkt (с, 8) sich bewegt, also В in Function 
‘von e bestimmen, so wird die Gleichung der Enveloppe gebildet, 
indem man die Grösse с zwischen den Gleichungen 

(e—a)? + {у—ф(«)}? + 2° = т, 

(2—9) + (y— (e) Ф (а) = 0 
eliminiert. Da die Elimination nicht ohne die Bestimmung der 
Form der Function p ausgeführt werden kann, :so lässt sich diese 
Familie von Flächen eben nur durch die Combination: der heiden 
eben geschriebenen Gleichungen definieren. 

Wir hätten dieselben Gleichungen auch bilden können, in- 
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dem wir ausdrückten, dass die Fläche durch einen Kreis erzeugt 
werde, welcher sich so bewegt, dass seine Ebene immer normal 
zur Bahn seines Gentrums bleibt. Denn die Gleichung der Tan- 
gente des Ortes von (о, ß) ist 

ав , 

у — В = da (к — e) oder y — ф (v) = Фф (e) (x — a), 

und die Normalebene zu ihr wird durch 

(к — в) + 9 (€) (y —9(2)) = 0 
ausgedrückt. 

Um die partielle Differentialgleichung zu erhalten, diferen- 
tiieren wir die Gleichung der Kugel unter der Voraussetzung der 
e und В als Constanten, und erhalten 

2—9 Ф р 0, у — В + 42 == 0. 

Lösen wir diese für (ж — ei, (y — B) auf und substituieren 
die Werthe in die Gleichung der Kugel, so entsteht die fragliche 
Gleichung in der Form 

si D ks kal == т. 

Wir hätten diese Gleichung auch bilden können als den Aus- 
druck der geometrischen Wahrheit, dass die Länge der Nor- 
male constant und gleich v ist. 

189. Ehe wir weiter gehen, soll gezeigt werden, wie die 
willkürlichen Functionen, welche in der Gleichung einer Familie 
von Enveloppen erscheinen, durch die Bedingung bestimmt wer- 
den können, dass die fragliche Fläche durch gegebene 
Curven hindurch gehen müsse. 

Die Tangente einer der gegebenen Curven in irgend einem 
Punkte ihres Laufes liegt in der Tangentenebene der betrachte- 
ten Fläche; und da die umhüllende Fläche in jedem ihrer Punkte 
die nämliche Tangentenebene hat, wie die umhüllte Fläche, welche 
durch diesen Punkt geht, so folgt, dass jede der gegebenen биг- 
ven in jedem ihrer Punkte die umhüllte Fläche berührt, welche 
durch diesen Punkt geht. 

Ist dann die Gleichung der umhüllten Fläche 


ET BE Абы), 


so kann sie durch (n — 1) gegebene Curven geführt werden; 
denn indem man ausdrückt, dass die durch diese Gleichung be- 
stimmte Fläche jede der gegebenen Curven berührt, erhält man 
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(n — 1) Relationen zwischen den Constanten сү, €, ... welche 
mit den beiden Gleichungen der Characteristik verbunden diese 
Constanten zu eliminieren gestatten. 

So enthält z. B. die Gleichung der im letzten Artikel disen- 
tierten Flächenfamilie nur zwei Constanten und eine willkürliche 
Function und man kann sie daher durch eine gegebene Curve 
hindurchgehen machen. 

Sei die Enveloppe der Kugel 

.- + (у — kee pg 
zu finden, welche stets durch die gerade Linie 
= mz, у==0 
geht. Da die Durehschnittspunkte dieser Linie mit der Kugel 
durch die quadratische Gleichung 


(mz — ++ 2° == т? 
(1 + m) 22 — 9mze ++ — ri == 0 


gegeben sind, so ist die Bedingung der Berührung der Geraden 
mit der Kugel 

(1 + m?) (a + В — 7r?) — mie, 
d. h. der Ort der Centra der jene Linie berührenden Kugeln ist 
eine Ellipse. Die fragliche Enveloppe ist dann eine Art von 
elliptischer Ringlläche, deren Gleichung erhalten wird, indem 
man с, В zwischen den Gleichungen 
Le — a)? + (у— 8) + 2 =r, (1 + m) (a? t В — т?) = me, 
(c — «) de + (y —8) dd = 0, «ас + (1 + т? а 0 


eliminiert, aus deren beiden letzten 


(1 + m’) B(x — «) = «(y — P) 

hervorgeht. Die Resultante bezeichnet eine Fläche der achten 
Ordnung. | 

190. Sei ferner gefordert, die willkürliche Function so zu 
bestimmen, dass die umhüllende Fläche zugleich eine 
gegebene Fläche umhülle, 

In jedem Punkte der Berührung Gu der geforderten 
Fläche und der festen Fläche 


= f (x, y) 


oder 


hat die bewegliche Fläche 


TUE E10, у; бб, s 
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welche durch diesen Punkt geht, die nämliche Tangentenebene 
mit der festen Fläche; d. h. die aus den Gleichungen der festen 
und der beweglichen Fläche abgeleiteten Werthe von p und o 
müssen, dieselben sein. So erhalten wir 

0, == bh, h = F, 
und wenn wir zwischen diesen Gleichungen und den beiden 
Gleichungen 

1. И а=: 
welche für den Berührungspunkt erfüllt sind, die Grössen x, y, z 
eliminieren, so stellt die Resultante eine Relation der Parame- 
ler dar. 

In Folge dessen kann eine Enveloppe durch die Umhüllung 
ebenso vieler fester Flächen näher bestimmt werden, als ihre 
Gleichung willkürliche Functionen enthält. 

Sei z. B. verlangt, eine Röhrenfläche der im Artikel 189 
discutierten Art zu bestimmen, welche. die Kugel 
«4 у? ks = E 

berühre; so muss die Fläche 
а 0) + yp б=т 
berühren und wir erhalten 


@ па Шау VER 


z z z z 


Bedingungen, welche fordern 
z £0, na = Eon oder c == ау. 
y KR 
Wenn wir mit Hilfe dieser Gleichungen die Grössen ж und y 
zwischen den Gleichungen der festen und der beweglichen Kugel 
eliminieren, so erhalten wir 
4 (a? + В?) В? = (n? 5 r? + с? + NK 
Die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung für (e? + 6°) sind 
(R + r}, 
und zeigen, dass das Centrum der beweglichen Kugel sich in 
einem уоп zwei Kreisen bewegen muss, deren Radien sind 
R- v. j 
Die fragliche Fläche ist daher einer oder der andere ton 
zwei Ringen, deren Oeffnungen den eben bezeichneten Wertheh 
entsprechen, 
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191. Wir fügen ein Paar weitere Beispiele von Flächenfa- 
milien hinzu, deren Gleichungen nur eine willkürliche Function 
enthalten. 

Man soll die Enveloppe eines geraden Kegels finden, dessen 
Achse der Achse der z parallel ist und dessen Scheitel eine ge- 
gebene Curve in der Ebene xy durchläuft. Ist die Gleichung 
des Kegels in seiner ursprünglichen Lage 

si ss mi Lei y^, 
so wird sie beim Uebergang des Scheitels nach dem Punkte (e, B) 
in die Form 
z == m’ (e>)? + (и — Bj?) 
verändert, und wenn die Curve gegeben ist, längs welcher der 
Scheitel sich bewegt, so ist В in Function von « bestimmt. 
Die Differentiation. giebt 
p: = m? (r —«), qz = m? (y — p) 
und die Elimination sodann 
P + == mi 

Diese Gleichung drückt aus, dass die Tangentenebene der 
Fläche einen constanten Winkel mit der Ebene der æy bildet, 
wie diess aus der Erzeugungsart sich ergiebt. Mau kann leicht 
auch beweisen, dass der Inhalt eines Theils der Fläche zu seiner 
Projection. auf“ die Ebene æy in einem constanten Verhältniss steht. 

192. Die in den Artikeln 18S, 191 betrachteten. Flächenfa- 
milien, sind beide in der folgendermassen characterisierten Familie 
von Flächen enthalten: Man soll die Enveloppe einer Fläche 
finden, welche sich ohne Rotation so bewegt, dass ein 
gegebener Punkt derselben làngs einer bestimmten 
Curve fortschreitet. 

Ist 

CNA Eer A 
die Gleichung der Fläche in ihrer ursprünglichen Lage, so ist 
ihre Gleichung für die neue ohne Drehung eingenommene Lage, 
in der der zuerst im Anfangspunkt der Coordinaten befindliche 
Punkt nach (v, В, у) übergegangen ist, 


z= y= Е (к — «, у — P). 


Wenn dann eine Curve gegeben ist, längs welcher der Punkt 
е, B, y) sich bewegt, so können wir с, 8 in Function von y 
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ausdrücken, und das Problem erscheint als zu der im nächsten 
Artikel zu betrachtenden Klasse von Problemen gehörig, bei wel- 
cher die Gleichung der Enveloppe zwei willkürliche Funetionen 
enthält. 

Ist dagegen bestimmt, dass diese Leiteurve auf einer gewis- 
sen bekannten Fläche liegt, so ist von den beiden Gleichungen 
derselben die eine bekannt und nur die andere willkürlich und 
die Gleichung der Enveloppe enthält nur eine willkürliche 
Function. 

Wenn wir dann В als eine willkürliche Function von e an- 
sehen, so giebt die Gleichung der festen Fläche у als eine be- 
kannte Function von с, f. 

Man findet leicht, wie in diesem Falle die partielle Differen- 
tialgleichung zu bilden ist. Löst man die drei Gleichungen 

z—y = F(r—«,y—B, p = F (к — а, y — В), 
u = В, (e—a, y — B) 
für 
ge yer 
und erhält 
&—e«-—f(p4, у— В = Г (р, @, 2 — у == “Г (р, 0), 
und ist 
Г (а, B, y) = 0 
die Gleichung der Fläche, auf welcher der Punkt je, 8, y) sich 
bewegt, so ist die verlangte partielle Differentialgleichung 
Г {&—[(р, 4}, у — f (», d.  — f (p d) = 0. 

Die drei Functionen f, f£, “S sind offenbar durch die Re- 

lation 
df = pdf + qdf 
mit einander verbunden. 

Man erkennt, dass die eben gefundene partielle Diferential- 
gleichung das geometrische Factum ausdrückt, dass die Tangen- 
tenebenein jedem Punkte der Enveloppe derjenigen im 
entsprechenden Punkte der Originalfläche parallel ist. 

Beispiel. Die partielle Dillerentialgleichung der Enveloppe einer 
Kugel von constantem Halbmesser zu finden, welche sich so bewegt, dass 
ihr Centrum längs einer auf einer festen gleichen Kugel 

x? + y? A 22 — ү? 


gelegenen Curve fortschreitet. 
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Die Gleichung der beweglichen Kugel ist 
(= — 4 (y —8* + (2 — у) sr 
2—9 d'Art EE Ad В+ (2—7) = 0, 


und daher 


also 


— pr 100 

Ge IG CR A a? 
(++ 47% ET E qi 

EWECH 


Lkgtgssg 
so zeigt sich durch wirkliche Differentiation leicht die Relation 


1 р 4 
d = — x (2) — a (£) 
9 $ o T 9 
erfüllt. 
Die partielle Dilferentialgleichung ist 
(то + pr)? + (ye + ar) + (ао — т)? — er", 


Schreiben wir 


oder 
++) (ph +) + 2 (рае H gy —:)r—9. 

Der eine der beiden Hauptkrümmungsradien hat in allen Punkten 
der Fläche denselben Werth r. 

193. Wir gehen dazu weiter, die Form der partiellen Dife- 
rentialgleichung der Enveloppe für den Fall zu untersuchen, in 
welchem die Gleichung der beweglichen Fläche drei Constanten 
enthält, die durch zwei Relationen verbunden sind. 

Ist die Gleichung der Fläche 

=ч Ж. (Фу FR) 
so haben wir 
LA, у= 

Durch fernere Differentiation wie im Artikel 181 erhalten wir 

r 4sm = Ву + тЁ,, st im = Fo t amb 
und durch Elimination von m die geforderte Gleichung in der 
Form 

(r — Fii) ((— Fn) == (s — Fia)’. 

Die Functionen un, Fis, Fog enthalten а, b, c, für welche 
ihre Werthe in Function von p, 4, c, y, z, wie sie aus den 
vorigen drei Gleichungen hervorgehen, zu substituieren sind. Wir 
erhalten dadurch eine Gleichung von der Form 
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Rr + 28s + Tt + U (rt — $) — У, 
in welcher die Coefficienten durch die Relation 
RT + DE = S? 
verbunden sind. Diese Ergebnisse hat G. Boole in einer neuer- 
dings veröffentlichten Abhandlung *) begründet, auf die wir für 
das Weitere verweisen. 

194. Aus den wichtigsten unter den Fällen, wo die Gleichung 
drei Parameter enthält, wählen wir die folgenden Beispiele. 

Entwickelbare Flächen. Sie sind Enveloppen der Ebene 

z = ax + hy 4c, 
wenn wir für b und c die Werthe g (a) und sp (a) setzen dürfen. 
Durch Differentiation erhalten wir 
“a= tg, gis 
also 
g = Ф (р). 

Somit ist eine Fläche abwickelbar, wenn p und 4 durch 
eine von ж, y, z unabhängige Relation vereinigt sind. So ist 
die Familie des Artikel 191, für welche wir 

P + 4 == т? 
gefunden haben, eine Familie von entwickelbaren Flächen. 

Wir erhalten auch 
z — ра — фу = Ф (р), 

welches das andere erste Integral der endlichen Dilferentialgleich- 
ung ist. Diese letztere wird erhalten durch Differentiation der 
Gleichungen 

p20, ==; 
d. h. 

tnm. ri = 0) 


und somit durch Elimination von m 
rt — $8 ——**) 


als die fragliche Gleichung. 


*) „Journal f, Math.“ Bd. LXI, p. 309 f, 
**) Schreibt man sie in der Form 
T:828:l 
oder 
dp | dp dn i dq 
dx ` dy — dæ ` dy’ 
so sagt auch sie aus, was vorher bemerkt ward (Artikel 58 f.), 
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Nach Artikel 148, 150 drückt diese Gleichung die abwickel- 
bare Natur der Fläche aus, nach Artikel 51 sagt sie, dass in 
jedem Punkte der Fläche eine der Hauptkrümmungen gleich Null 
ist. Die andere variiert längs der Erzeugenden. Die Hauptschnitte 
sind die Erzeugende und der zu ihr normale Schnitt, die Krüm- 
mungslinien dieselben und ihre orthogonalen Trajectorien; die zwi- 
schen ihnen enthaltenen Theile der Erzeugenden sind gleich lang. 
Ist eine dieser orthogonalen Trajectorien sphärisch oder noch spe- 
cieller eben, so schneidet die entsprechende Kugel oder Ebene 
alle Erzeugende unter gleichen Winkeln. In Folge dessen sind 
dann auch alle andern Linien dieser Art sphärisch oder eben, 
nämlich in concentrischen Kugeln oder parallelen Ebenen gelegen. 
Solche Flächen sind nothwendig einer Kugel umgeschrieben. Dem 
speciellen Falle der Parallelebenen entspricht die abwickelbare 
Schraubenfläche. Ы 

Im Rückblick auf die Artikel 34, 51 erkennt man, dass 
die Bedingung | 

{== s* 
in jedem parabolischen Punkt einer beliebigen Fläche 
erfüllt ist. Diess hätte sich auch direct. erweisen lassen, indem 
man die Gleichung. 
rÉ— E 0 
in eine Function der Differentialquotienten von U transformierte, 
mittelst der Relationen 


U, + pU, — 0, 0, + qU, — 0, 


Du + 20р + Up = — rU, 
Da + PUn + Шз + ра Us == — sU, 
Un + 2051 + Un? = — tUy; 


die Function 

rt — 5° 
wird dadurch mit der Hesse schen Determinante der Fläche 
identisch. 

Wir sehen daraus, dass jeder Punkt einer abwickel- 
baren Fläche ein parabolischer Punkt ist, wie diess auch 
daraus hervorgeht, dass nach Artikel 68 die Tangentenebene irgend 
eines Punktes die Fläche in zwei zusammenfallenden geraden Linien 
schneidet, so dass die Inflexionstangenten des Punktes in eine 
einzige zusammenfallen. 
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Die Пеѕѕе sche Determinante einer abwickelbaren Fläche 
enthält daher die Gleichung der Fläche selbst als einen Factor 
und da die erste für eine Fläche n!“ Ordnung von der Ordnung 
(4n — S) ist, so ist sie für eine abwickelbare Fläche aus dieser 
selbst und einer Fläche (3л — Ss)" Ordnung zusammengesetzt. 
Wir werden später auf diesen Umstand zurückkommen. 

195. Röhrenflächen. Man soll die Differentialgleichung 
der Enveloppe einer Kugel von unveränderlichem Radius bestim- 
men, deren Centrum sich in einer Curve bewegt. 

Wie im Artikel 192 ist 

(e—a)? +W-P+e—’=R, 

EN re 
also 

1+2 + (@—у)7 t mip + (&—у)з} == 0, 

юм + (2—0) 5 + т{1 + 04 + (2—0) 0) = 0. 

Und daher 
(1 4- 5 3 (2—0) ry {1+4 + (2—5) 0) == im (z — y) sy 


Indem man für z — у seinen Werth 


E 


— (Artikel 192) 


substituiert, wird 


R? (0—5) — R {0 d) r — 2p + (04 p) a Y p EN 
+@0+»+4#=0, 

welche Gleichung ausdrückt (vergl. Artikel 51), dass in jedem 

Punkte der fraglichen Enveloppe einer der beiden Haupikrüm- 

mungshalbmesser gleich R ist, wie diess geometrisch evident er- 

scheint. 

196. Wir wollen in der Kürze zeigen, welches die Form 
der Differentialgleichung der Enveloppe dann ist, wenn die Gleich- 
ung der umhüllten Fläche vier Constanten enthält. 

Wie vorher gelten ausser der Gleichung der Fläche die drei 
Gleichungen 

pe Р, @==Ё„, (r— Е) (— Fa), = (8 — Fi). 
Schreiben wir zur Abkürzung die letztere Gleichung in der 


Form 
gc t 


und setzen 
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«— Fu = 4, B — Fi 
y — Fin C, 8— Fm 
so entsteht durch Differentiation von 
pr == 0? 
(4 + Bm) т + (C + Dm) о —2(B + Ст) c = 0. 
Und indem wir für » den aus der Gleichung 
с + тт = 0 
abgeleiteten Werth substituieren und erinnern, dass 


Ї d 
5 


от =@ 

ist, erhalten wir 

Ar? — 30r? + 300’ — Do? = 0, 
in welcher Gleichung für die implicite in sie eintretenden Para- 
meter ihre aus den vorigen Gleichungen abgeleiteten Werthe ein- 
zusetzen sind. Die Gleichung ist daher von der Form 

a + 38m + 3ym? + ðm? = U, 
wo m und U Functionen von æ, у, 2, p, 4, т, $, t sind. 

In derselben Art kann die Differentialgleichung gebildet wer- 
den, wenn die Gleichung der bewegten Fläche eine grössere Zahl 
. von Parametern enthält. 

197. Nachdem wir in den vorigen Artikeln dargelegt haben, 
wie die partiellen Differentialgleichungen gebildet werden, zeigen 
wir nun, wie aus einer gegebenen partiellen Differentialgleichung 
eine andere Differentialgleichung abgeleitet werden kann, 
welcher durch jede Characteristik der durch jene dar- 
gestellten Familie von Flächen genügt wird. *) 

Sei zuerst die gegebene Gleichung von der ersten Ordnung, 
d. h. von der Form 

f (£, у, 2, p, q) = 0. 

Wenn diese Gleichung der Enveloppe einer bewegten Fläche 
angehórt, so wird sie nicht nur durch die Enveloppe, sondern 
auch durch die bewegliche Fläche in jeder ihrer Lagen erfüllt; 
denn die Enveloppe berührt diese Fläche und in dem Berührungs- 
punkte sind 2, y, z, p, q für beide Flächen dieselben Grössen, 

Sind speciell ж, y, z die Coordinaten eines Punktes der 
Characteristik, so muss die Gleichung 


*) Vergl. Monge, p. 53. 


Salmon, Anal. Geom. d, Raumes, Il 18 
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f (£, у, 2, р, 9) = 0 
durch diese Werthe von æ, y, z erfüllt sein, ob p und g die 
aus einer Lage der bewegten Fläche oder der nächstfolgenden 
Lage derselben abgeleiteten Werthe besitzen, weil jeder Punkt 
der Characteristik Durchschnitt zweier auf einander folgender 
Lagen der bewegten Flàche ist. Wenn wir also die gegebene 
Gleichung nach p und g als den allein Veränderlichen differen- 
tiieren, so müssen die Punkte der Characteristik der Gleichung 
Pdp + Odg = 0 

genügen. 

Oder in anderer Darstellung: Ist die Gleichung der bewegten 
Fläche 

ж: mM. a]. 
wo wir die Constanten sämmtlich als Functionen eines einzigen 
Parameters e ausgedrückt denken; so haben wir nach Artikel 187 
p = F, (х,у, а), q = F, (ш, y, а), 

Werthe von p und g, die in die gegebene Gleichung substituiert 
werden. Dann wird die Characteristik ausgedrückt, indem man 
mit der gegebenen Gleichung ihr nach œ genommenes Differential 
combiniert; da aber « in die gegebene Gleichung nur eingeht, . 
weil es in den Werthen von p und g enthalten ist, so haben wir 
wie vorher 


dp жуу 
B a A 0: 


Da ferner die Tangente der Characteristik in irgend einem 
Punkte in der Tangentenebene von jeder der beiden Flächen 
liegt, welche sich in diesem Punkte schneiden, so wird die 
Gleichung 

dz = рах + qdy 
erfüllt, ob p und g die einer bestimmten oder die der nächst- 
folgenden Lage der beweglichen Fläche entsprechenden Werthe 


haben und es ist daher 
d 


I dy — 0. 


dp 
aM 7 


Die Combination dieser Gleichung mit der vorher gefundenen 
giebt endlich die Differentialgleichung der Characteristik 
Рау — Qdx = 0. 


http://rcin.org.pl 


= 0275 — 


Wenn beispielsweise die gegebene Gleichung von der Form 
Рр + 074 = Е 
ist, so genügt die Characteristik der Gleichung 
Рау — Qdx = 0, 
aus welcher durch Combination mit der gegebenen Gleichung 
und mit 
dz = pdx + qdy 
abgeleitet. wird 
Pdz = Rdz, Odz == Кау. 

Es ist bekannt, welcher Gebrauch von diesen Gleichungen 
bei der Integration dieser Klasse von Differentialgleichungen ge- 
macht wird.*) 

Wenn das obige System simultaner Gleichungen durch Inte- 
gration giebt 

u = с, H = с, 
so sind diess die Gleichungen der Characteristik oder erzeugen- 
den Curve in irgend einer ihrer Lagen, weil, damit v constant 
sei, sobald w constant ist, eine Relation 
u = g (v) 
bestehen muss. 
Beispiel. Sei die Gleichung die im Artikel 188 betrachtete , d. i. 
201+ + 4) = ғ". 
Jede Characteristik genügt dann der Gleichung 
рау = 4 dg, 
die nach Artikel 146 anzeigt, dass die Characteristik immer eine Linie 
grösster Neigung in der Fläche ist, wie diess auch geometrisch erhellt, 

198. Die eben gefundene Gleichung der Characteristik ent- 
hält im Allgemeinen die Grössen p und q; man kann dieselben 
aber eliminieren, indem man mit jener die gegebene partielle 
Differentialgleichung und die Gleichung 

dz = pdx + qdy 
combiniert. So leiten wir in dem letztbetrachteten Beispiel aus 
den Gleichungen 
z 1 + P +e) =r” gde = pdy 
die neue Gleichung ab 
2? (da? + dy? + dz?) = r? (dx? + dy’). 


*) Vergl. G. Boole, „Differential Equations", p. 322. 
18* 
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Es ist bekannt, dass es zwei Klassen von Differentialgleichun- 
gen erster Ordnung giebt, von denen die eine aus der Gleichung 
einer einzigen Fläche, z. B. durch die Elimination einer Constan- 
ten aus einer Gleichung und ihrem Dilferential 

U= 0, Ude + U,dy + Dez = 0, 
abgeleitet ist; während die andere durch Combination der 
Gleichungen zweier Flächen gebildet wird, z. B. indem man 
zwischen den Gleichungen 
U—0, V—0 
und ihren Differentialen drei Constanten eliminiert. 

Eine Gleichung von jener Klasse drückt eine zwischen den 
Richtungscosinus irgend einer Tangente der Fläche stattfindende 
Relation aus; während eine Gleichung der zweiten Klasse eine 
Relation darstellt, welche durch die Richtungscosinus einer Tan- 
gente von irgend einer der Curven erfüllt werden, die das System 

х= 0), У 0) 
darstellt. 

Die hier zu betrachtenden Gleichungen gehóren zur letzteren 
Klasse. So ist die geometrische Bedeutung der als Beispiel ge- 
wählten Gleichung die, dass die Tangente jeder der durch sie dar- 
gestellten Curven mit der Ebene zy einen Winkel macht, dessen 


Cosinus gleich z B Diese Eigenschaft ist für jeden in einer 


Verticalebene gelegenen Kreis erfüllt, dessen Radius r ist, und 
die gedachte Gleichung hätte in der That gebildet werden kón- 
nen, indem man die Constanten с, 8, m zwischen den Gleichungen 
(r— e? + (y—B?--z—5 x—«--mí(y—8) = 0 
eliminiert. 

199. Die Differentialgleichung, welche nach dem angegebenen 
Verfahren gefunden wird, ist nicht nur für jede Characteristik 
einer Flüchenfamilie wahr, sondern weil jede Characteristik die 
Cuspidalkante der erzeugten Fläche berührt, so sind die Verhält- 
nisse dx : dy : dz für irgend eine Characteristik und die entspre- 
chende Rückkehrkante dieselben und die gefundene Gleichung 
wird daher für die Rückkehrkante jeder Fläche der betrachteten 
Familie gleichfalls erfüllt. 

So ist in dem gewählten Beispiel die durch die Differential- 
gleichung ausgedrückte geometrische Eigenschaft nicht nur für 
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einen in einer Verticalebeue gelegenen Kreis wahr, sondern sie 
bleibt auch wahr, wenn dieser Kreis auf einen verticalen Cylin- 
der aufgewickelt wird, und die Rückkehrkante der dadurch ge- 
gebenen Familie von Flächen gehórt immer zu der Familie so 
erzeugter Curven. 

Ebenso wie die partielle Differentialgleichung in р, у, welche 
eine Relation zwischen den Richtungscosinus der Tangentenebene 
ausdrückt, sowohl für die Enveloppe als für die einzelnen um- 
hüllten Flächen wahr ist, so sind die hier betrachteten totalen 
Diflerentialgleichungen zugleich wahr für die Rückkehrkante und 
für die Reihe der Characteristiken, welche dieselbe berühren. 
Dieselbe Wahrheit kann auch so ausgesprochen werden: Das 
System der Gleichungen 

dU 


U-—, a 7 


welches, wenn e als Constante betrachtet wird, die Characteristik 
repräsentiert, stellt die Rückkehrkante dar, wenn e eine neue 
bekannte Function der Veränderlichen ist, welche mittelst der 
Gleichung 


d*u 
ae! 
zu eliminieren ist. Aber die Gleichungen 
UL, "us 
do 


haben offenbar dieselben Differentiale, wenn e als veränderlich 
und dieser Bedingung unterworfen oder wenn es als constant be- 
trachtet wird. 
So sind im Beispiel des letzten Artikels, wenn wir in die 
Gleichungen 
(2—9)? + (y—B* +? =r, k@-)+tmy—)—=0 
B = (v) und m = g (a) 
einsetzen und diese mit der Gleichung 
1 + ve (9° = (у — p) (0 
verbinden, die Differentiale der ersten und zweiten Gleichungen 
dieselben, wenn o gemäss der dritten Gleichung veränderlich als 
wenn es constant ist; und daher bleibt die Differentialgleichung, 
welche durch die Elimination с, 8, m zwischen den ersten bei- 
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den Gleichungen und ihren unter der Voraussetzung der Constanz 
dieser Grössen gebildeten  Differentialen entsteht, gleichmässig 
wahr, wenn dieselben nach den dargelegten Gesetzen veränder- 
lich wären. Und wir erhalten die Gleichungen einer Curve, die 
dieser Differentialgleichung genügt, indem wir eine Form etwa 
Ф (c) willkürlich wählen und dann zwischen den Gleichungen 

(e—a + iy—9()y + =r, 

z—a+ gl) {у — Ф (а) = 0, 

1 + (9 (9))° = {у — Ф (9) g” (a), 
die Grósse « eliminieren. 

M. Roberts hat bemerkt, dass durch die Substitution von 
+ Adr, y + лау, z + Àdz für 2, у, = 
in die Gleichung einer Fläche und nachmalige Bildung der Discri- 
minante in Bezug auf 2 ein Resultat erhalten wird, welches die 
Differentialgleichung der Rückkehrkante einer der gegebenen Fläche 
umgeschriebenen abwickelbareu Fläche darstellt. In der That ist 
es nach Artikel 16 offenbar, dass die Discriminante die Bedin- 
gung ausdrückt, unter welcher die durch die Gleichung darge- 
stellte Curve die gegebene Fläche berührt. 
So ist die allgemeine Gleichung der Rückkehrkante der einer 

Kugel umgeschriebenen Abwickelungsllächen 


(а + y? + 2° — a?) (da? + dy? + dz?) = («ах + ydy + zdz)?, 
oder 
(ydz — zdy)? + (zdæ — 42) + (хау — уйа)? 
== 4? (de? + dy? + а). 

Die letztere Form zeigt an, dass dieselbe Gleichung für jede 
geodätische Linie eines Kegels erfüllt ist, der den Scheitel im 
Anfangspunkt der Coordinaten hat. Denn bei der Entwickelung 
des Kegels auf eine Ebene wird die geodätische zur geraden 
Linie, und wenn die Entfernung derselben vom Anfangspunkt 
gleich а ist, so ist die Fläche des Dreiecks, welches durch Ver- 
bindung des Elements ds mit dem Anfangspunkt gebildet wird, 
== A. und diess ist offenbar die durch die vorige Gleichung 
ausgedrückte Eigenschaft. 

Beispiel. Allgemeiner ist die Differentialgleichung der Rückkehrkante 
der einem Ellipsoid 
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e үң e: 
umgeschriebenen abwickelbaren Flächen — von der partiellen Differen- 
tialgleichung 
z — рх — фу = (ар? + b4? + с?ї — 
а? (ydz — zdy)? + b? (200 — хаг)? + c? (хау — уйк)? 
= beda? + с?а?ау? + a?b?az?, 


oder 
æde ; ydy , z ST 
( tg + c? 
а у? 2? ах? dy* dz? 
=_(ж+р+:—1)(у + ж t) 


und sie gehört einer Characteristik jener Familie von Flächen gleichfalls 
an. Denken wir dann die Rückkehrkante der der Flüche 


2? y? 22 


ир + р Peta ^ yum hon. 


E abwickelbaren Fläche auf der Fläche des ursprünglichen 
Ellipsoids, so tritt die Gleichung 
(a* —K?) (ydz—zdy)* + Il EI) (zda—adz)? + (0—0) (хау — yda)? 
== (b!—R?) (e? — k?) da? + (c? —K?) (a? —4?) dy? + (a? — Kk?) (p* —k?) dz? 
hinzu und man erhält 
(жау —pyda)* + (zdæ — xdz)? + (хау —yd«)* 

== (b? -Ь с? — К?) da? + (c? + a? — k?) dy? + (a? + 0 — k?) dei, 

Da aber die beiden confocalen Flächen 
CG y? 2 2 y? 22 
Жы. ec Seat Fe 
als die beiden Mäntel einer Fläche betrachtet werden können, welche der 
Ort der Centra für eine andere Fläche ist,*) so gehört die letztere 
Gleichung einer geodätischen Linie des Ellipsoids an. (Vergl. Artikel 129 
den Satz von Chasles über die Tangenten einer geodätischen Linie.) 


Hiermit hängt der Satz von M. Roberts zusammen: Wenn man die 
Tangenten einer geodätischen Linie auf einer centrischen Fläche zweiter 


a a? — 


*) Vergl. Artikel 47. Monge hat bewiesen, dass wenn eine Flüche 
V mit einem dreiachsigen Ellipsoid zusammen den Ort der Kriim- 
mungscentra einer andern Fläche bildet, die geodätischen Linien jener 
Fläche Р, welche ihre Durchschnittscurve mit dem Ellipsoid berühren, 
der Gleichung 
a? (ydz — zdy) +b? (zdæ — 242) + с (хау —ydx) = beda? + tady? + аа? 
genügen, 
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Ordnung bis zu ihren respectiven Durchschnittspunkten mit den zu ihnen 
normalen Tangentenebenen derselben Fläche verlängert, so erhält man 
Punkte einer mit ihr concentrischen Kugel; für alle geodätischen Linien, 
welche dieselbe Krümmungslinie berühren, bleibt sie die námliche. 

200. Die Differentialgleichung der Characteristik kann in 
derselben Weise gefunden werden, wenn die gegebene Gleichung 
von der zweiten Ordnung ist.*) 

Wir kónnen in diesem Falle zwei auf einander folgende 
Flächen denken, welche der gegebenen Differentialgleichung ge- 
nügen und einander längs ihrer Durchschnittslinie berühren, 
Wenn wir z. B. eine Oberfläche haben, die durch die Bewegung 
einer Curve erzeugt wird, während dieselbe zwei feste Directrix- 
curven stets schneidet, so denken wir eine neue durch dieselbe 
Curve erzeugte Fläche, während diese zwei neue Directrixcurven 
beständig schneidet; wenn dann diese letzteren Leitcurven die 
ersteren in den Punkten berühren, wo die erzeugende Curve sie 
schneidet, so berühren sich die beiden Flächen längs dieser Linie. 

In diesem Falle haben die beiden Flächen längs ihrer Durch- 
schnittslinie die Grössen 2, y, 2, p, 9 gemein und können nur 
in Bezug auf >, s, £ von einander abweichen. 

Differentiieren wir daher die gegebene Differentialgleichung, 
indem wir diese Grössen als allein veränderlich betrachten, so sei 


Rdr + Sds + Tat = 0 


das Ergebniss. Da nun р und o längs dieser Linie constant sind, 
so sind 
drdx + dsdy = 0, dedr + йау = 0, 


und die Elimination von dr, ds, dt liefert die Gleichung der 
Characteristik 
Вау? — Sdxdy + Тау? = 0. 


In den Fällen von Gleichungen zweiter Ordnung, welche 
wir früher betrachtet haben, ergiebt sich diese Gleichung als ein 
vollständiges Quadrat. Wenn diess nicht der Fall ist, so zerfällt 
sie in zwei Facloren, welche, wenn sie ralional sind, zu zwei 
unabhängigen Characteristiken gehören, welche durch getrennte 
Gleichungen repräsentiert werden; die dagegen, wenn sie nicht 


*) Siehe Monge, p. 74. 
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rational sind, zwei Zweige derselben Curve bezeichnen, welche 
sich in dem betrachteten Punkte der Fläche durchschneiden.*) 

201. In der That, wenn die Bewegung einer Fläche durch 
einen einzigen Parameter geregelt ist (vergl. Artikel 60), so 
enthält die Gleichung ihrer Enveloppe, wie wir sahen, nur Func- 
tionen einer einzigen Grösse und die Differentialgleichung gehört 
zu der einfachern eben vorher betrachteten Art. 

Wenn aber die Bewegung der Fläche durch zwei Parameter 
geregelt ist, so ist der Ort ihrer Berührung mit der Enveloppe 
nicht eine Curve, sondern ein Punkt; die Gleichung der Enve- 
loppe enthält im Allgemeinen Functionen von zwei Grössen und 
die Differentialgleichung ist von der allgemeineren Form. 

Wir wählen als ein Beispiel des Vorkommens der letzteren 
Klasse von Gleichungen in geometrischen Untersuchungen die 
Gleichung der Familie von Flüchen, für welche ein System der 
Krümmungslinien einer festen Ebene 

у = mnc 
parallel ist. Indem man in die Gleichung des Artikel 50 die 
Substitution 

dy — mda 
vollzieht, erhält man die Dilferentialgleichung der Familie 


m? 11 + oi s — р} + m {1 + 4) r—( -cT2» d 
— {(1 + p’) s — per} = 0. 


Für eine sehr interessante Discussion dieser Gleichung ist 
auf Monge p. 161 zu verweisen, da die Lehre von der Inte- 
gration solcher Gleichungen nicht in den Plan dieses Werks ge- 
hört. Um zu zeigen, wie solche Differentialgleichungen in der 
Geometrie selbst sich darstellen, wollen wir nachweisen, wie 
diese Gleichung aus der Elimination von e, ß zwischen der 
Gleichung 


(0) + (y — B* + {z — 9 (« - mp} = v (8 — ma)? 
und ihren nach e und В gebildeten Differentialen entsteht. 


*) Zu neuer Darlegung und Vervollstündigung der Theorie von 
Monge erscheint soeben (Sommer 1864): P. du Bois-Reymond ,,Веі- 
trüge zur Interpretation der partiellen Differentialgleichungen mit drei 
Variabeln, I. Die Theorie der Characteristiken**. 
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Jene Differentiale sind 
2—0) + (:—фф = туф, 
@—В) + т(@—ф)ф = — wv, 
so dass 


(e—a) + m(y—B) + (+m) (—9) g = 0 
ist, Es ist aber auch 
(r—«) + p(t—9) = 0, (y—B) + 4 (2—9) = 0, 


(c—«) + m(y—B) + (р + m) (2—9) = 0. 
Die Vergleichung mit der vorigen Gleichung liefert dann 
p + mg = (1 + т) v (а + mp), 
und wenn wir (c + mß) durch y ersetzen, so ist noch übrig, die 
Elimination von у zwischen den Gleichungen 
æ + ту — y + (р + mg) (2—9( = 0, 
p + mg = (1 + т?) y (y) 
zu vollziehen. Die Differentiation nach 2 und y giebt 
Ио mpg) + (r + ms) {2 —9()) — {1+ (p mj ei 
{т(1 +4) 4 pa) + (8+ т) (z—9()) — {14 (p + тд) 9) у», 
und nach der zweiten Gleichung hat man 
7 + тз$:з + m = у, : än, 
so dass das Resultat ist 
(1 + p? + тр) в + т) = (m + 4) + pg} (r + ms), 
wie zu beweisen war. 

202. Als ein Beispiel der Anwendung der hier nach einander 
entwickelten Begriffe wollen wir hier eine Untersuchung führen, 
welche die Lehre Dupins von den conjugierten Tangenten (Art. 7) 
als einen besonderen Fall enthält und sonst neue Einblicke in die 
Theorie der Krümmung der Flächen eróffnet. 

Ist 


also 


u == ffe, ug, 2) = 0 
die Gleichung einer Fläche, bezeichnen 
An ИЗ, Uso Nigy 1343» "Чуу, tags Hat: Ду» 
ihre Differentialquotienten und stellt 
U UN UE E, 6i, 0g б) == 9 
die Gleichung einer Flächenfamilie dar, so sollen zunächst die 
Parameter derselben c,, єз, ез so bestimmt werden, dass U und v 
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sich im Punkte æ, y, z in erster Ordnung berühren. Sind 
U,, U,, U, die betreffenden Werthe der Differentiale von U, so 
müssen 

Pe vz 0545 Cal zs, 0U,: U,: Ug sg is? u$ 
— setzen wir für später 
NONE UNE 7 


—— == 238 ss E 
u и» из 
woraus 
K (u? + и? + u) — US OUS + D 
folgt — sein und man erhält 


e, == Фф (£, у, 2), c = w(z,y,z) сз = X (ж, у, 2), 
d. h. die Gleichung der berührenden Fläche 
U = F (X, Y, 2, 9, ~, у) = 0. 
Sind dann 


ж = fi (8), y = fi (8) = 2 = fz (8) 
die Gleichungen einer auf der Fläche w gelegenen Linie Z für s 
als ihren Bogen, so wird U= 0 die Familie der Flächen U re- 
präsentieren, welche w längs dieser Curve in erster Ordnung be- 
rühren, wenn man in 
F (X, Y, Z, 9, v, 1) 


in die Functionen o, «p, у diese Werthe von c, y, z substituiert 
denkt. Aus 

ez Sea 
und dem nach s gebildeten vollständigen Differential derselben 
Gleichung 

F=0 

erhält man die Gleichung der Enveloppe dieser Flächen, wenn 
man s zwischen beiden eliminiert, und dieselben Gleichungen re- 
präsentieren die Characteristik dieser Enveloppe, wenn man s als 
Constante betrachtet. 

Denken wir ferner die laufenden Coordinaten X, Y, Z als 
Functionen des Bogens S der Characteristik, so gelten die Re- 
lationen 
dF dX dF dY dF dë — dF' dX 
ax 4S * ay ds © az as ze as 
d.h. für . = x, Y—y, 2 = z und A, Bn, v, als die 
Cosinus der Winkel, welehe die Tangente der Characteristik C 


+. =, 
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im Punkte (x, y, 2) mit den Achsen bildet, 
Huis + ow, + um = 0), 


a) E (27) ( = Za 
ах) а + Хар) + Vaz)^5—9 
wenn in der letzteren Gleichung die in Klammern gesetzten Dif- 


ferentiale die Werthe bezeichnen, welche den S Je 1 


X = а, ... entsprechen. 
Mit den bekannten Bezeichnungen U,, etc. kann man dann 
die nach s genommenen Differentiale von 


U, = ku, U, = ku, U; = ku 
folgendermassen schreiben 


dF’ e , , , 1 , , 
(S7) + Un + Uy + Un? = Kn t k (u uy! d ug?) 


>) + Det + Оу + Un? = Киз + k (ugat Tea + uz), 
Ea + Dag + Оу + Dag = Kuss + k (иа T мозу + ugaz’), 
wo die Indices Derivierte nach s bezeichnen, und aus ihnen durch 
Multiplication mit A,, u, v, und Summierung der Resultate mit 
Rücksicht auf die Gleichungen a) und für A,, ш, v, als die Co- 
sinus der Winkel, welche die Tangente der Linie Z in der Fläche 
im Punkte (а, y, 2) mit den Achsen bildet, die Relation erhalten 

(Uy, — kus) Mha + (Uy — Kuss) (tyv — v) 

b) + (Us, — kua) tii, + (Uy — kugi) Da — val) 

+ (Us — изу) vva + (Ug — kusa) (M — A) = 0, 
als welche die Cosinus der Tangente einer Linie Z der Fläche 
und die der Tangente der Characterisik € der Enveloppe für 
irgend einen Punkt verbindet.*) 

Für den Fall der U als Berührungsebenen und der U als 
der entsprechenden abwickelbaren Enveloppe wird man auf die 
Relation der conjugierten Tangenten von Dupin zurückkommen 
müssen. Der Weg dazu führt durch die Betrachtung der Krüm- 
mungsverhältnisse der Fläche u, U, dierwir nun kurz darstellen 
wollen. **) 


*) Vgl. Bordoni, „Opuscoli matematici e fisici“, t. I, Milano 1832, 
**) Vgl. L. Cremona, „Annali di Маќет,“, t. ПІ, p. 328 f. 
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Denken wir durch die gemeinschaftliche Normale der Flächen 
и und U und die Tangenten von Z und C im Punkte (x, y, z) 
die Ebenen Е, und Æ, und bezeichnen wir durch r,, r, und 
R,, R, die Krümmungshalbmesser der entsprechenden Normal- 
schnitte von и und U, so gelten die Formeln 
It иа 4+ из)? 
^1 
= uy ug? + из H 2 tiog що + Za + 20А, 
(u? Hu? + u 
7» 
e ug la! uy? + иззу? + 2 иш, + 2ug v), + 2и,и„, 
(02+ 0,24. Uy) 
В, 
= Uh? H Up, H Cam Tt 2U ui v, + 2U,, 1 4- 20и, 
(012+ 0+ Dei 
R, . 
= UA E Us H Usi E2U uv, 2U, v), + 2н, 
und nach ihnen mit Rücksicht auf die Identität 
0 (u? +} и? + и?) = US 4 0,2 + U} 
die Relationen 
k (n! Hup p Lë Ed L) (U, ku) + 20 nam, 
; + (05 — kug)” H7 2(U,, — kugi) vihi 
+ (033 — brain ZF 2 Dua — Ки), 


; : , 1 1 
k (u? +u? +u?) E - UU 
+ (Uy, busaln +2003 — kugi) vaha 
+ (Ugy — Киза) va? +H 2(U,4 — и). 
Wenn man diese beiden Gleichungen multipliciert und das 


Quadrat der Gleichung b) davon subtrahiert, so erhält man mit 
den bekannten Relationen 


ra Ан, 2 RE 

sin o (u* F us? + uS)! 
mia — hm, 25 и, 

sin o (и? + us? + из)" 
hts — m X 1s 

sin o ШЕ? 
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das Resultat in der Form 

12 (и? + u + uy E TM (= UM 1 

sin? о В, АМУ fs 
uy, UK, Des, Озу — Rus, | 
из, Ujg— Киз, Uy — bss, Uyg— bro 
из, Оз — kuz, Ооу Киз, Озу —Кизз 
0, u , u, , us 
wenn man es nach den Potenzen von k ordnet. Sind dann о, o, die 
beiden Hauptkrümmungshalbmesser der Fläche и, so ist nach Gauss 
ө t bg 
919» 

und da die entsprechende Bedeutung für die umhüllende Fläche 


hat, so ergiebt sich für die Voraussetzung, dass diese im Punkte 
(=, y, z) einen Kreispunkt besitzt, 


k? (u? + и? + wf 
TEEN  É' eoe 


= D + kQ + Gei 


Ф 


wenn В, =R S= В 
ist. Die Grösse 
Q = — Mala + ad — 3 Иии) 

+ 2и du, La — Ugo — би) + Usus y 

— uy (Ut? + Dap" — 2 Us usu) 

+ 2u (us (Ug t, — Шуи, — Озщ) + Usus y 

— ugs (Ungu? + 011052 — 2 Dani) 

+ 201, [us (Uit — „и, — Hand + Geng) 
erhält man dann mit Hilfe der die Kreispunkte characterisieren- 
den Relationen (Art. 37) 

Da + Ому? — 2 буш, 
us? + ш? 
ш (би, — Uit — Uus) + Dua, 
Oe изи» 
Е Uus? + Озщ? —2 Usu 
X + шщ? 
Nue Lage — Dags — уц) + Шии, 
изи, 
и? 4r us? 
— "3 (Ui — Бун — Uszyta) + Gut: k (u? Hu? Ewéi 
e"? ии, R Ч 


` 
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in der Form 


2 2 24 
k (u, же Tug) 54 


о = — 
{ (un + изз) ug? + (uss + "t + (иң F tao) 
— 2 us4u4u4 — 2и»изи, — 2 иии,» \ 
k (и? Hu +u)? /1 1 
SE EEN 
9 e» 
d. h. als Endresultat die Formel 


6-26-2)-«(6-26-3 


Aus denselben Relationen leitet man aber auch die Gleichung ab 


(u? + Bände bu | у} 


COS о — 1114,4, + uos tq uo + Man qv, 


Tous Tl + эш») F из Dis + Ava) + ga (Иш, + 45); 
und durch die Subtraction ihres Quadrats уоп dem Product der 
beiden ersten Gleichungen der Gruppe с) die Gleichung 


e) Же соз? w __ sin? o 
ЖАС R? 919» 
Aus d) und e) aber folgt die Gruppe 
E. t. 2. up E 1_2) 
f) r " r% R Eë 0 ja 9 R?’ 
S — h = sn o (1. — Z); 
23 919» R? 


1) A (d 1..2) 
e R? 7179 at e R 


Det 1 2 
FR (ж + Se 2 tos 

die letztere durch Elimination von sin? œ zwischen den beiden 

ersteren. 

Die Tangenten (A,, ш, v,), (Ay, uo, vo) dürfen nach der vor- 
ausgesetzten Natur der Enveloppe als sphärisch conjugiert 
bezeichnet werden. 

Für о == 90° zeigen die ersten Gleichungen f) die Identität 
von 7,, 7, mit o,, 0, d.h. die durch einen Punkt gehen- 
den Krümmungslinien einer Fläche — und zwar sie allein 
unter allen orthogonalen Systemen — haben sphärisch con- 
jugierte Tangenten. 
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Denken wir die Geraden (A,, ш, v4), (Ay, Ha, v4) gegen die 
Krümmungslinie der Fläche unter den Winkeln %,, 9, geneigt, so 
ist nach dem Satze von Euler 


SCH cos? D , sin? N NE cos? 9, + ш, 
74 91 9» 14 9, 9» 
und nach der ersten Gleichung der Gruppe f) 
EE 
В о 
tan 0, tan б, = — і, 
ар б, А "be? 
R % 


wornach erstens das Product der Tangenten der bezeichneten 
Winkel constant ist in jedem Punkte der Fläche, und zweitens 
die Paare sphärisch conjugierter Tangenten eine Involution bil- 
den, deren Doppelstrahlen die Tangenten zweier Normalschnitte 
sind, die gegen die Krümmungslinie gleich geneigt den Krüm- 
mungshalbmesser R besitzen. Für 


1 
g^? 


erhält man die Gesetze von Dupin, die den ebenen Berührungs- 
flachen entsprechen. Man erkennt ferner die Krümmungs- 
linien als die einzigen Linien auf den Flächen, welche 
zugleich sphärisch und eben conjugiert sind.*) 

203. Regelflàchen. Wegen der hervorragenden Wichtig- 
keit der Regelflàchen schliessen wir hier ferner einige Details 
aus ihrer besonderen Theorie an. **) 

Die Tangentenebene in irgend einem Punkte der Fläche ent- 
hält nothwendig die erzeugende Gerade, welche durch diesen 
Punkt hindurchgeht, weil dieselbe eine der Inflexionstangenten 
der Fläche in demselben ist. (Vergl. Artikel 4.) Jedem ande- 
ren Punkte der Erzeugenden entspricht eine andere Tangenten- 
ebene (Band 1, Artikel 107), welche wie folgt construiert werden 
kann: Bekanntlich geht durch jeden Punkt des Raumes eine ge- 
rade Linie, welche zwei beliebig im Raume gelegene Gerade 


*) Wir verweisen auf die elegante Cremona'sche Abhandlung. 

**) Die Theoreme dieses Abschnitts sind vorzüglich aus Chasles's 
Mémoir im XI. Bande der ,,Correspondance** von Quetelet (p. 50) 
und aus Cayley's Abhandlung, ,,Cambridge and Dublin Mathematical 
Journal* Vol. УП, p. 171 entnommen. 
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schneidet, nämlich die Durchschnittslinie der beiden Ebenen, welche 
durch den Punkt und jene beiden Geraden bestimmt sind. Den- 
ken wir daher drei auf einander folgende gerade Erzeugende der 
Fläche, und durch einen Punkt 4 in einer von ihnen eine gerade 
Linie gezogen, welche die beiden andern schneidet; so ist die- 
selbe, da sie drei auf einander folgende Punkte der Fläche mit 
einander verbindet, die zweite Inflexionstangente in 4, und die 
Ebene dieser Linie und der Erzeugenden durch .4 ist daher die 
Tangentenebene der Fläche in 4. 

Es ist in dieser Construction vorausgesetzt, dass, wie diess 
im Allgemeinen stets der Fall ist, je zwei auf einander folgende 
Erzeugende sich nicht schneiden. Giebt es jedoch in der Fläche 
singuläre Erzeugende, welche durch eine nächstfolgende Er- 
zeugende geschnitten werden, dann ist die Ebene, welche beide 
enthält, eine Tangentenebene in jedem Punkte der Erzeugenden. 
Insbesondere können endlich zwei auf einander folgende Erzeu- 
gende zusammenfallen, und dann ist diese Gerade eine doppelte 
Linie der Fläche. 

Die Berührungsebenen in den unendlich entfernten Punkten 
bilden eine developpable Fläche, die der Regelläche selbst eng 
verbunden ist. 

204. Das Doppelverhältniss (anharmonische Verh.) von 
vier Tangentenebenen, welche durch dieselbe gerade 
Erzeugende gehen, ist dem Doppelverhältniss ihrer 
vier Berührungspunkte gleich. 

Denken wir die drei festen Linien A, В, C durch vier ge- 
radlinige Transversalen in den Punkten 


rn m og 


aaa a^, bbb b", ode : 

geschnitten, so gilt zunächst die Doppelverhältnissgleichheit 

ЫЫЫ") = {ece}, 
da jedes von diesen beiden Doppelverhältnissen das Doppelver- 
hältniss der vier Ebenen misst, welche durch A und die vier 
Transversalen gehen. Ebenso ist 

docete") Кава"), 
als Ausdrücke des Sucpuve Ir der vier Ebenen durch 7 
(Vergl. Band I, Artikel 112.) 

Wenn nun die drei festen Linien die auf einander folgenden 


Erzeugenden einer Regelfläche sind, so schneiden nach dem letz- 
Salmon, Anal, Geom, d. Raumes 17, 19 
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ten Artikel die Transversalen eine dieser Erzeugenden A in vier 
Punkten, für welche die durch 4 und die Transversalen bestimm- 
ten Ebenen die Tangentenebenen sind. Und es ist also hierdurch 
bewiesen, dass das Doppelverhältniss der vier Ebenen dem Dop- 
pelverhältniss der vier Punkte gleich ist, in denen die Transver- 
sale A schneidet. 

205. Wenn eine Erzeugende einer Regellläche gegeben ist, 
so kónnen wir ein einfaches Hyperboloid construieren, wel- 
ches diese Erzeugende mit der Regelfläche gemein und 
làngs derselben in allen Punkten die nàmlichen Tan- 
gentenebenen mit ihr besitzt. 

Denn aus der Construction des Artikel 203 folgt, dass die 
Tangentenebene in jedem Punkte der Erzeugenden bestimmt ist 
durch die zwei nächstfolgenden Erzeugenden der Regelfläche und 
also, dass zwei Regelllächen sich längs einer Erzeugenden be- 
rühren, wenn sie diese und die zwei nächstfolgenden Erzeugen- 
den gemein haben. Irgend drei sich nicht durchschneidende ge- 
rade Linien bestimmen aber ein einfaches Hyperboloid (Band 1, 
Artikel 76), und das durch die betrachtete Erzeugende und die 
zwei nächstfolgenden Erzeugenden bestimmte Hyperboloid berührt 
also die Fläche wie vorgeschrieben ist. 

Setzen wir, um die volle Bedeutung des ausgesprochenen 
Satzes zu erläutern, voraus, dass die Achse der z ganz in der 
Fläche n'" Grades liege, so muss jedes Glied ihrer Gleichung 
entweder x oder y enthalten, so dass diese, nach den Potenzen 
von c und y geordnet und vou der Form 
Unat + m-ıy + Uno? F noty + 20,90? + etc. = 0 
sein wird, wo Men, r4; Functionen von z vom Grade (n — 1), 
Us 2, Vn—2, Wa -2 Solche Functionen vom Grade (n — 2), etc. be- 
zeichnen. 

Dann ist (vergl. Band I, Artikel 107) die Gleichung der Tan- 
gentenebene in irgend einem Punkte der Achse 

Unat + 09-10 == 0, 
wenn wir durch ш, ; und v», , das Resultat der Substitution der 
Coordinaten des Berührungspunktes in и, 1, v,-, respective be- 
zeichnen. 

Umgekehrt folgt, dass eine Ebene 


y = mx 
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die Fläche in (n — 1) Punkten berührt, welche durch die Gleichung 
Un—1 + mp, == 0 А 4 
bestimmt werden. 

Wenn aber wu, ;, ®»-ı einen gemeinschaftlichen Factor u, 
haben, so dass die Glieder vom ersten Grade in 2 und y in der Form 

ир (Un-p-1% + ®-у-ау) = 0 
geschrieben werden kónnen, so ist die Gleichung der Tangentenebene 
E E + geng == 0, 
und eine Ebene 
y — mnc Gah 
berührt die Fläche in (n — p — 1) Punkten. 
Man erkennt leicht, dass die Punkte der Achse, für welche 
up == 0 
ist, Doppelpunkte der Fläche darstellen. 

Nun ist in dem Theorem dieses Artikels ausgesprochen, dass, 
so lange die Achse der z nicht eine isolierte gerade Linie der 
Fläche ist, sondern vielmehr eine von einem System von geraden 
Erzeugenden, welche die Fläche besitzt, die Form der Gleichung 
sein müsse 

wm (uv + vy) +... = 0, 

so dass die Tangentenebene der Fläche in irgend einem Punkte 
der.Achse die nämliche ist wie für das Hyperboloid 

ur + vy = 0, 
nàmlich 

их + vy = 0. 

Irgend eine Ebene 
y = me 

berührt somit die Fläche in nur einem Punkte. Der Factor 
ung zeigt aber an, dass in jeder Erzeugenden (n — 2) Punkte 
liegen, welche Doppelpunkte der Flüche sind. 

206. Wir können diess für eine wichtige Klasse der Regel- 
flächen bestätigen, nämlich für diejenigen, deren geradlinige Er- 
zeugende durch zwei Gleichungen 

а" + Ы" + em +... 

at" p p ocn uL... 
ausgedrückt werden können, in denen а, а, b, V, ... lineare 
Funetionen der Coordinaten und £ einen veränderlichen Parame- 
ter vorstellen. 

Die durch Elimination von / erhaltene Gleichung der Fläche 

19* 


I d 
о 
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kann nach den, Gesetzen der Elimination *) in der Form einer 
Determinante dargestellt werden, deren erste Vertical- und Hori- 
zontalreihe identisch sind, nämlich 
(ab), (ac), (ad^, ... 
Nun ist die Linie 
D а=), 4 £0 
eine Erzeugende, nämlich die dem Parameterwerth £ == oc ent- 
sprechende, und wir sahen eben, dass jedes Element der ersten 
Horizonjal- und Verticalreihe entweder а oder a’ enthält; da nun 
jedes Glied der Entwickelung der Determinante einen Factor aus 
der ersten Verlicalreihe sowohl als aus der ersten Horizontalreihe 
enthält, so ist diese Entwickelung vom zweiten Grade in a und o, 
denjenigen Theil nur ausgenommen, welcher mit dem ersten Ele- 
mente in beiden Reihen, d. i. mit (a5) multiplicierf ist. Dieser 
Theil der Gleichung aber, der in а, а nur vom ersten Grade 
ist, bestimmt die Tangente in irgend einem Punkte der geraden 
Lfnie aa’, und die Regelflàche wird daher längs dieser Erzeugen- 
den von dem Hyperboloid 
ah — ab = 0` 
berührt. 
Wenn 


oder 
a = 0, = 0 
dieselbe Ebene darstellen, so durchschneidet die betrachtete Er- 
zeugende die nächstfolgende und die Ebene 
ac 0 
berührt die Fläche nach ihrer ganzen Länge. 
Wenn 
b = ka, V = Ка 
sind, so verschwinden die Glieder, welche in а, a vom ersten 
Grade sind, aus der Gleichung der Fläche und die Erzeugende 
аа ist eine Doppellinie derselben. 

207. Indem wir zur allgemeinen Theorie der Regelflàchen 
zurückkehren, erkennen wir, dass jede durch eine Erzeugende 
gehende Ebene mit der Fläche ausser dieser Geraden eine Curve 
vom (n— 1)» Grade gemein haben wird, die die Erzeugende in 


*) Vergl. „Vorlesungen“, Artikel 46 f. 
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(n—1) Punkten schneidet. Jeder dieser Punkte ist als ein Dop- 
pelpunkt in der Schnitteurve nach Artikel 205 in gewissem Sinne 
ein Berührungspunkt der Ebene mit der Fläche, Aber nach Ar- 
tikel 205 haben wir gesehen, dass nur einer von ihnen ein 
eigentlicher Berührungspunkt der Ebene ist, dass dagegen die 
übrigen (n— 2) feste Punkte der Erzeugenden sind, welche mit 
der Drehung der Ebene шп dieselbe nicht variieren. Es sind 
die Punkte, in welchen diese Erzeugende andere nicht nàchst- 
folgende Erzeugende durchschneidet, also Punkte einer Dop- 
peleurve auf der Fläche. Eine windschiefe Regelfläche 
hat daher im Allgemeinen eine Doppelcurve, welche 
jede Erzeugende in (n —2) Punkten durchschneidet. 
Es kann geschehen, dass zwei oder mehrere von diesen (n — 2) 
Punkten zusammenfallen und dass die vielfache Curve der Flüche 
von einer hóhern als der zweiten Ordnung ist. In dem im letz- 
ten Artikel betrachteten Falle kann bewiesen werden,*) dass die 
vielfache Curve von der Ordnung 
(m + n — 1) (m + n — 2) 
1.3 E 
ist und dass in ihr 
(m + n — 2) (m + n — 3) (m + n — 4) 
1:258 


dreifache Punkte existieren. 

Eine Regellläche, welche eine Doppellinie besitzt, wird im 
Allgemeinen keine Cuspidal- oder Rückkehrkante haben, ohne 
dass sie abwickelbar ist und ihr ebener Querschnitt ist daher 
eine Curve mit Doppelpunkten, aber ohne Spitzen. 

208. Betrachten wir nun den Kegel, der aus irgend einem 
Punkte als Scheitel der Regellläche umgeschrieben ist. 

Da jede Ebene, welche eine Erzeugende enthält, die Fläche 
in einem Punkte berührt, so sind die Tangentenebenen des Ke- 
gels die Ebenen, welche seine Spitze mit den Erzeugenden der 
Fläche bestimmt. Der Kegel hat im Allgemeinen keine stationä- 
ren Tangentenebenen, da eine solche Ebene erfordert, dass zwei 
auf einander folgende Erzeugende in einer Ebene liegen, die zu- 
gleich die Spitze des Kegels enthält; es liegen aber nur in spe- 


*) Vergl, die Untersuchung ‚Ueber die Ordnung von Systemen von 
Gleichungen.‘ im letzten Kapitel dieses Werkes. 
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ciellen Fällen zwei auf einander folgende Erzeugende in einer 
Ebene, -die Zahl solcher Ebenen ist somit beschränkt und im 
Allgemeinen kann nicht eine von ihnen durch einen beliebigen 
Punkt des Raumes gehen. Die Klasse des Kegels, da sie ausge- 
drückt ist durch die Zahl seiner Tangentenebenen, welche durch 
eine beligbige seine Spitze enthaltende Gerade gehen, ist in Folge 
dessen gleich der Anzahl der Erzeugenden der Fläche, welche 
diese Linie schneiden, d. h. gleich der Ordnung oder, wie wir 
wegen dieser Zusammenstimmung sagen wollen, gleich dem Grade 
der Fläche. (Vergl. Band I, Artikel 161, Anmerkung.) 

Wir habeg nun bewiesen, dass die Klasse des Kegel dem 
-Grade oder der Ordnung eines ebenen Querschnitts der Fläche 
gleich ist, und dass der erstere keine stationären Tangentenebe- 
nen, der letztere keine stationären oder CGuspidalpunkte hat. 
Dann beweisen aber die Gleichungen, welche die Anzahlen von 
irgend dreien der Singularitäten einer Curve verbinden, dass die 
Zahl der Doppeltangentenebenen des Kegels der Zahl der Doppel- 
punkte eines Schnittes der Fläche gleich sein muss; mit andern 
Worten, dass die Zahl der durch einen angenommenen Punkt 
gehenden Ebenen, welche zwei Erzeugende enthalten, gleich der 
Zahl der Durehschnittspunkte zweier Erzeugenden ist, welche in 
einer angenommenen Ebene liegen.*) 

209. Wir erläutern die vorige Theorie durch Aufzählung einiger 
von den Singularitäten der Regelfläche, welche durch 
einegeradeLinieerzeugt wird, die stets drei feste Leit- 
curven schneidet, deren respective Grade m,, m, mg sind.**) 

Der Grad oder die Ordnung der erzeugten Flüche ist der 
Zahl der Erzeugenden gleich, welche eine angenommene gerade 
Linie durchschneiden, also gleich der Zahl der Durchschnitts- 
punkte der Curve m, mit der Regelfläche, welche die Сигуеп 
ту, my und die angenommene Gerade zu Leitlinien hat, d. h. 
das m, fache des Grades der letztern Fläche. Dieser letztere ist 
ferner in gleicher Weise das m,fache vom Grade einer Regel- 
fläche, welche zwei gerade Linien und die Curve m, zu Leit- 
linien hat, und der Grad der letzten endlich aus demselben Grunde 


*) Diese Theoreme verdankt man Cayley. „Cambridge and Du- 
blin Math. Journ.*, Vol. VII, p. 171. 

**) Der Verfasser gab eine Discussion dieser Fläche im „Cambridge 
and Dublin Math. Journ.*, Vol. VIII, p. 45. 
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== 2m, Somit ist der Grad der Regelfläche von den Directrix- 
curven ту, My, My 
= 2m, mymy. 

Die drei Curven m,, m,, m, selbst sind vielfache Linien in 
der Fläche, deren Ordnungen respective mym,, mam, m, m, sind. 
Denn durch irgend einen Punkt der ersten Curve gehen m, m, 
Erzeugende, die Durchschnittslinien der über den Curven m,, m; 
stehenden Kegel, welche diesen Punkt zum Scheitel haben. 

210. Aus der Ordnungszahl der Regelflàche und dem Artikel 
207 folgt, dass jede Erzeugende von 

(2m,m,m; — 2) 

andern Erzeugenden geschnitten wird. Da sie aber in den Punk- 
ten, die sie mit den Leiteurven gemein hat, 

(тту — 1) + (тату — 1) + (mm, — 1) 
andere Erzeugende schneidet, so muss sie ausserhalb der Leit- 
curven noch 

2m m,m, — (mm, + mm + mm) + 1 
Erzeugende durchschneiden. 

Wir können diess Resultat unabhängig begründen, indem 
wir die Zahl der Erzeugenden untersuchen, welche eine gegebene 
Erzeugende durchschneiden. Wir bestimmen zuerst den Grad der 
Regellláche, deren Leitlinien die Curven m, , m, und die gegebene 
Erzeugende sind, d. h. eine gerade Linie, welche beide durch- 
schneidet. 

Diese gerade Linie ist zuerst eine vielfache Linie. von der 
Ordnung (m,m, — 1), weil offenbar durch jeden Punkt iu ihr 
diese Zahl von geraden Linien — die gegebene Gerade selbst 
ungerechnet — gezogen werden kann, welche die Curven ту, m, 
durchschneiden. Dann ist der Schnitt der Fläche mit einer durch 
jene Gerade gelegten Ebene zusammengesetzt aus der (mm, — 1)fach 
gezählten Geraden selbst und den (m,—1) (m,— 1) Erzeugenden, 
die man erhält, indem man einen der Durchschnittspunkte der 
Ebene mit der Curve m, mit einem ihrer Durchschnittspunkte mit 
der Curve m, verbindet; somit ist der Grad dieses Schnittes und 
damit der Grad der Fläche selbst 


== (mm, — 1) + (m, — 1) (n, —2) = 2mqm,— m, — m,. 
Indem wir diese Zahl mit m, multiplicieren, erhalten wir 
die Zahl der Punkte, in denen diese Regellläche durch die Curve m, 
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geschnitten wird, unter ihnen jedoch den (m, m, — 1)fach gezähl- 
ten Punkt, in welchem die Curve m, die betrachtete Erzeugende 
schneidet. Die Subtraction dieser Zahl lässt v 

2m,m,my — туту — тута — mm, + 1 
als die Zahl der Punkte der Curve mg, durch welche eine Ge- 
rade so gezogen werden kann, dass sie die Curven m,, m, und 
die angenommene Erzeugende schneiden, d. h. die gesuchte Zahl, 

211. Die Regellläche wird eine gewisse Anzahl von doppelten 
Erzeugenden enthalten, diejenigen пашйећ, welche die eine 
der Leitcurven zweifach, die beiden übrigen aber einfach durch- 
schneiden. 

Die Zahl solcher Geraden, welel® die Curve m, zweifach 
schneiden, wird durch ganz den vorigen ähnliche Schlüsse als 
das m, m, fache des Grades der Regelfláche erkannt, welche durch 
eine Gerade erzeugt wird, die die Curve m, zweifach und ausser- 
dem eine vellkürliche Gerade schneidet. Ist nun ^, die Zahl der 
scheinbaren Doppelpunkte der Curve m,, d. h. die Zahl der Ge- 
raden, die durch einen angenommenen Punkt so gezogen werden, 
dass sie die Curve zweimal schneiden, so erhellt, dass die ange- 
nommene Gerade in dieser Regellläche eine vielfache Linie vom 
Grade A, sein würde und dass also der Schnitt einer sie enthal- 
tenden Ebene mit der Fläche aus der A,fach gezählten Geraden 


und den = (m, —1) Geraden bestehen würde, welche die Durch- 


schnittspunkte der Ebene mit der Curve m, paarweise verbinden. 
Der Grad dieser Regellläche ist daher 


= Ce (m, — 1) + ^, 


und die Gesammtzahl doppelter Erzeugenden in der ursprünglichen 
Regellläche ist somit 
оң Ih, + 4m (m —1)) + тут, {h + 4m, (m,—1)) 
+ түт, {h} + $m (m,—1)5- 

Die Ordnung der Doppelcurve im Allgemeinen ist durch eine 
andere Richtung der Betrachtung zu bestimmen, für welche man 
die letzten Artikel dieses Bandes vergleichen wolle; aber in dem 
speciellen Falle, in welchem eine der Leitcurven eine gerade 
Linie ist, während die beiden andern Curven von den respectiven 
Ordnungen m,, m, sind, besteht offenbar der durch jene Gerade 
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gehende ebene Schnitt aus der m,m,fach zu zàhlenden Geraden 
zusammen mit m, m, Geraden, die sich in 4 m, m, (m, —1) (m5— 1) 
Punkten durchschneiden, welche nicht in den Leitcurven liegen. 
Diese letztere Zahl ist also in diesem Falle die Ordnung der Kno- 
ten- oder Doppelcurve, sobald sie nicht die geradlinige Direc- 
trix in einer gewissen Zahl von Punkten schneidet, welche dann, 
wenn diess geschieht, zu der Ordnung der Curve addiert werden 
muss. Es giebt übrigens ausserdem doppelte Erzeugende, wie es 
im ersten Theil dieses Artikels bestimmt ist. 

Man erkennt in gleicher Weise, dass die Fläche, welche 
durch eine gerade Linie erzeugt wird, die eine Curve von der 
Ordnung m zweifach und überdiess eine feste Gerade schneidet, 
ausser ihren doppelten Erzeugenden eine Doppeleurve enthalten 
wird, deren Ordnung mindestens — 1 m (m — 1) (m— 2) (m — 3) ist. 

212. Der Grad der Regelfläche, wie man ihn nach Artikel 
209 berechnet, reduciert sich, sobald ein Paar der Leilcurven 
gemeinschaftliche Punkte besitzt. *) 

Wenn die Curven m, m, einen Punkt gemein haben, so ist 
offenbar der Kegel, der aus diesem Punkte durch m, beschrieben 
wird, ein Theil des Systems und die Ordnung der eigentlichen 
Regelfläche wird daher um m, vermindert. Und allgemein, wenn 
die drei Leitcurven элү, m5, m, respective eine Anzahl von о, В, у 
Punkten paarweis gemein haben, so wird die Ordnung der eigent- 
lichen Regelfláche um 

то + mp + ту 
reduciert. Wenn also z. B. die Leitlinien zwei gerade Linien 
und eine Curve dritter Ordnung sind, so ist die Fläche im All- 
gemeinen von der sechsten Ordnung; aber ihre Ordnung ist vier, 
wenn jede der Geraden die Curve dritter Ordnung schneidet; sie 
ist zwei, wenn jede der Geraden sie zweifach durchschneidet; 
wenn die eine derselben die Curve dritter Ordnung zweifach, die 
andere sie einfach schneidet, so ist die Fläche von der dritten 
Ordnung und die erste der beiden Geraden ist in ihr eine Dop- 
pellinie. Denken wir ferner als die Leitcurven irgend drei ebene 
Querschnitte eines einfachen Hyperboloids. Nach der allgemeinen 
Theorie müsste die entstehende Fläche von der sechzehnten Ord- 


t ^ *) Des Verfassers Aufmerksamkeit ward durch Cayley auf diese 
Reduction gelenkt, 
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nung sein; da aber jedes Paar der Leitcurven zwei Punkte mit ` 
einander gemein haben, nàmlich die Punkte, in welchen die 
Durchschnittslinie ihrer Ebenen das Hyperboloid durchschneidet, 
so enthält die Fläche der sechzehnten Ordnung sechs Kegel zwei- 
ten Grades, die durch die doppelt zählende Originalfláche zweiter 
Ordnung zur sechzehnten Ordnung ergänzt werden. Dass diese 
doppelt zühlen muss, geht aus dem Umstande hervor, dass die 
vier Erzeugenden, welche durch einen Punkt in einer der Leit- 
curven hindurchgehen, aus zwei Kegelseiten und zwei Erzeugen- 
den des Hyperboloids bestehen. : 

Wenn wir allgemeiner drei ebene Schnitte einer Regellläche 
als Leitcurven wählen, so enthält die Gleichung der erzeugten 
Regelfläche ausser den die Kegelllächen und die Originallläche 
darstellenden Factoren einen Factor, der eine andere durch die 
gegebenen Curven gehende Regellläche darstellt. Denn es ist im 
Allgemeinen möglich, gerade Linien, welche alle drei ‚Gurven 
durchschneiden, zu bestimmen, die nicht unter den Erzeugenden 
der Originallläche sind. 

213. Wir kehren zu der allgemeinen Theorie der Regel- 
flächen zurück. Es ist bekannt, dass die Ebenen eines Büschels 
und die durch ihre gemeinsame Scheitelkante gehenden Normal- 
ebenen derselben ein involutorisches System bilden, so dass das 
Doppelverhältniss von beliebigen vier Ebenen desselben stets dem 
Doppelverhältniss ihrer conjugierten gleich ist. Daraus folgt nach 
Artikel 204, dass das System der Berührungspunkte einer um 
eine Erzeugende sich drehenden Ebene und der zu ihr stets nor- 
malen Ebene, welche dieselbe Erzeugende enthält, ein involuto- 
risches System ist; in andern Worten, die Systeme der Be- 
rührungspunkte der Ebeneu eines Büschels mit der 
Regelfläche und der Punkte, in welchen dieselben 
Ebenen zur Fläche normal sind, bilden eine Involution. 
Das Centrum des Systems ist derjenige Punkt, in welchem dieje- 
nige Ebene, welche die Fläche in unendlicher Entfernung be- 
rührt, zu ihr normal ist. Nach den bekannten Eigenschaften der 
Involution bilden die Entfernungen dieses Punktes von den Punkte- 
paaren, in denen eine und dieselbe Ebene die Fläche berührt und 
zu ihr normal ist, Rechtecke von constanter Fläche. 

214. Die Normalen einer Regelfläche in den Punkten 
einer Erzeugenden bilden ein hyperbolisches Paraboloid. 
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Denn sie sind zuerst alle einer Ebene, nämlich der Normal- 
ebene der erzeugenden Geraden, parallel. Man kann von dem 
Doppelverhältniss von vier zur nämlichen Ebene parallelen Gera- 
den sprechen, indem man das von vier Parallelen durch densel- 
ben Punkt meint. In diesem Sinne ist dann das Doppelverhält- 
niss von vier Normalen dem der vier entsprechenden Tangenten- 
ebenen gleich, d. i. gleich dem ihrer Berührungspunkte nach 
Artikel 204 und dem der Fusspunkte der Normalen in der Er- 
zeugenden nach Artikel 212. Aber ein System von Linien, die 
einer gegebenen Ebene parallel sind und eine gegebene Gerade 
schneiden, erzeugt ein hyperbolisches Paraboloid, wenn das Dop- 
pelverhältniss von beliebigen vier unter ihnen dem Doppelverhält- 
niss der Punkte gleich ist, welche sie in jener Geraden bestim- 
men. Die Umkehrung des Satzes ist leicht zu erweisen und dar- 
aus ergiebt sich auch seine Richtigkeit. 

Die Punkte, in welchen vier Erzeugende eines hyperbolischen 
Paraboloids von der ersten eine Erzeugende der zweiten Art 
durchschneiden, sind die Berührungspunkte der vier Tangenten- 
ebenen, welche sie enthalten, und das Doppelverhàltniss der vier 
Punkte ist daher dem dieser vier Ebenen gleich. Das Letztere 
wird aber durch das Doppelverhältniss der vier Linien gemessen, 
in denen diese vier Ebenen durch eine den vier Erzeugenden 
parallele Ebene geschnitten werden, und diese Geraden sind den 
Erzeugenden parallel. 

Man beweist leicht den Satz: Wenn man eine Regellläche 
durch eine Schaar von Parallelebenen schneidet, so bilden die 
in Punkten einer Erzeugenden gelegten Tangenten der Schnitt- 
curven ein hyperbolisches Paraboloid. Denkt man den von Pa- 
rallelen der Erzeugenden gebildeten Kegel, der als Richtungskegel 
bezeichnet werden darf, so haben seine Tangentenebenen die 
gleiche Stellung mit den Tangentenebenen der Regelfliche in den 
unendlich entfernten Punkten der parallelen Erzeugenden. 

Daher lassen sich zu einer jeden Regelfläche längs einer 
Erzeugenden unendlich viele berührende Paraboloide bestimmen, 
die zu einer Richtungsebene die entsprechende Tangentenebene 
des Richtungskegels der Fläche haben, während die andere will- 
kürlich ist; nimmt man sie in einer der zu jener rechtwinkligen 
Lagen, so wird das Paraboloid gleichseitig. 

Bei einer Drehung um 90? um die Erzeugende wird das 
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Berührungsparaboloid normal zur Fläche; die feste Richtungsebene 
ist die entsprechende Nermalebene des Richtungskegels. Das Para- 
boloid der Normalen ist gleichseitig. 

Der Centralpunkt der Erzeugenden (Artikel 213) ist der Schei- 
tel des Paraboloids der Normalen. 

215. Der Centralpunkt der im Artikel 213 betrachteten In- 
volution ist der Punkt, in welchem jede Erzeugende der nàchst- 
folgenden Erzeugenden am meisten genähert ist, d. h. der Punkt, 
in dem sie durch die kürzeste Entfernung der beiden Erzeugen- 
den geschnitten. wird. 

Der Ort der Punkte der Erzeugenden einer Regellläche, in FT 
denen jede der nächstfolgenden Erzeugenden am nächsten ist, 
wird die Strictionslinie der Fläche genannt. Um einen 
naheliegenden Fehlschluss zu corrigieren,*) wollen wir bemerken, А 
dass die kürzeste Entfernung zweier auf einander folgenden Er- 
zeugenden kein Element der Strictionslinie ist; denn wenn 

Аа, Bb, Cc 
drei auf einander folgende Erzeugende sind, während ab die 
kürzeste Entfernung der beiden ersten von ihnen ist, so schnei- 
det diese die kürzeste Distanz der zweiten und dritten b'c im 
Allgemeinen nicht, weil diese Bb in einem von b verschiedenen 
Punkte b trifft, und das Element der Strictionslinie ist nicht ab, 
sondern ab’, 


Beispiel 1. Man soll die Strictionslinie des hyperbolischen Para- 
boloids 


2 2 
= ЕЕ А == z bestimmen. 
Die Gleichungen 
ыу е Lope Кя 
B IL ALERT ARE o M aL 
E т. net A 
а + er vg b ou 
drücken ein Paar Erzeugende aus; sie sind der Ebene 
x E^. 
a Bt 


parallel und ihre kürzeste Entfernung ist daher zu dieser Ebene normal 
und liegt in der Ebene 


*) Vergl. Lacroix, t. III, p. 668. 


BIBLIOTEKA 


аёаа Д4 


ar == 


GELEET EE 
welche die erste Erzeugende im Punkte 

а — b? 1 

a? + lu 

durchschneidet. Wenn beide Erzeugende dem Zusammenfallen sich unbe 


grenzt nähern, so erhalten wir für die Coordinaten des Durchschnitts- 
punktes derselben mit der kürzesten Distanz 


- 
z 


NE А Ee y = 

` nue D a TA a? + 0 Ai 
und also 

2 a CZ Mn »(£— *) 

(a +o) ( T3 = (a? — b?) 2 b 
oder 


Die Strictionslinie ist daher die Parabel, in welcher diese Ebene die 
Fläche durchschneidet. Wenn man dieselbe Fläche als durch die Erzeu- 
genden des andern Systems gebildet denkt, so hat sie eine zweite Stric- 
tionslinie in der Ebene ' 

x y 
5 A 

Für das gleichseitige Paraboloid werden die dem Scheitel entspre 
chenden Erzeugenden die Strictionslinie. 

Beispiel 2. Man soll die Strictionslinie des Hyperboloids 


==0. 


2 2 

y 2 

о р ==1 
+ h? є? 


РС 
a? 

bestimmen. 
Sie ist die Durchschnittslinie der Fläche mit der durch 


a* [1 1 0° (1 1 SE 3) 
(икә) =» a*tz)-2(65-3 


dargestellten Fläche. 

216. Wir haben bei den Betrachtungen dieses Kapitels viel- 
fach auf die Theorie der Krümmung zurückgewiesen, welche in 
den vorigen Kapiteln entwickelt worden ist. Für die Regel- 
flächen wollen wir insbesondere die Frage der Deformation 
oder der Abwickelungsfähigkeit auf andere Flächen noch näher 
erörtern.*) Wir knüpfen sie an die Formeln f*) des Artikel 158. 


*) Sie ist zuerst von Minding im XVIII. Bande von ,,Crelle's 
Journal‘, dann von О. Bonnet in t. XIX des „Journal de l'école po- 


http://rcin.org.pl 


“коў — 


Besitzt die betrachtete Fläche geradlinige Erzeugende, so 
bilden diese ein System geodätischer Linien, welches für die 
Coordinatenlinien (v) gewählt werden kann; dann ist nach den 
Schlussergebnissen des Artikel 159 in jenen Formeln H, = 0, 
und man erhält aus der letzten derselben durch Integration 


Hui = 4, 

wo 4 eine Function von » allein ist; damit aber aus der ersten 
dg £ 
ds oi 


und durch Integration und Ersetzung der Constanten durch Func- 
tionen von v für G die Form 

G = м? + Mu + М, 
in welcher Z == 1, Z == 0 die beiden einzig zu unterscheiden- 
den Werthe des Coefficienten von u? sind. 

Damit also auf eine gegebene Fläche Regelflächen 
abwickelbar seien, istes nöthig und hinreichend, dass 
das Quadrat der Entfernung zweier Punkte auf der 
Fläche in die Form 

ds? == du? + са? 
gebracht werden kann, wo G ein Polynom zweiten Gra- 
des in иш ist. 

Beschränkt man sich auf den Fall, in welchem die Fläche 
reelle gerade Erzeugende besitzt, so kann man diesen Ausdruck 
für das Quadrat von ds direct geometrisch nachweisen. Sei 00, 
die kürzeste Entfernung zweier unendlich nahe benachbarten Er- 
zeugenden OG, 0,6, — also O der Centralpunkt der ersteren — 
sei 0,@ parallel zu OG und von einem Punkte M der letzteren 
auf G'O,C, die Normale MP gefällt, sowie von T aus РО nor- 
mal zu 0,6,, so dass MỌ auch normal zu 0,6, ist. Zeichnen 


lytechnique** und zuletzt von E. Bour (ibid. t. XXII, p. 31 f.) speciell 
untersucht worden, 

O. Bonnet hat auf Grund von allgemeinen Formeln, welche Co- 
dazzi bei Gelegenheit des Concurs von 1860 gegeben hat, die Frage 
untersucht, ob die Regelflächen bei jeder Deformation ihre geradlinigen 
Erzeugenden behalten müssen und ob diese nicht etwa in ungerade 
geodütische Linien übergehen kónnen und sie ist natürlich auch so da- 
hin entschieden, dass das erstere stets stattfinden muss. (Vgl. „Comptes 
rendus“ t, ТУП, p. 805.) 
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wir dann auf der Fläche eine beliebige Curve MM, und beziehen 
sie auf ein System geodätischer Coordinaten, das von den gera- 
den Erzeugenden (v) und ihren orthogonalen Trajectorien (и) ge- 
bildet wird, so dass also и die Länge der Erzeugenden zwischen 
dem betrachteten Punkt und einer Anfangstrajectorie und » der 
Parameter der allgemeinen Gleichung der geradlinigen Erzeugen- 
den ist. Wir denken zur näheren Bestimmung den Richtungs- 
kegel der Fläche, d. h. den von Parallelen zu ihren Erzeugenden 
gebildeten Kegel, und schneiden ihn durch eine concentrische 
Kugel vom Radius Eins; dann ist v der Bogen der entstehenden 
sphárischen Curve von einem gewissen Anfangspunkt aus, also 
der unendlich kleine Winkel 60,6, == dv. 

Ist dann и == « die Gleichung der Strictionslinie, also с 
eine bei der Deformation unveränderliche Function von v und 
(и — e) die Entfernung des gewählten Punktes M vom zugehöri- 
gen Centralpunkt, so ist 

ОМ = 0,P = 0,0 == и — «, 

РО = (и -— ө) de, ОМ, = аи. 

Aber es ist auch 
MM? = 48% — du? + MO? — du? + (и — «) dv? + MP, 
und die Grösse MP als die kürzeste Entfernung zweier benach- 
barten Erzeugenden kann durch Bd» vertreten werden, wo f 
eine bei der Deformation unveränderte Function von v ist. Man 
hat also 
G = (и — a + В?. 

Die Bedeutung von ß giebt sofort für den Winkel der Tan- 
gentenebene in einem beliebigen Punkt gegen die Tangentenebene 
im entsprechenden Centralpunkt den Ausdruck von Chasles 


Da man ferner findet, dass die Krümmung der betrachteten 
Fläche 
1 4% 23 p 
Tg dé — Jua Ey 
ist, so erkennt man, dass für die auf eine Ebene ent- 
wickelbaren Regelflächen insbesondere В = 0 und G 


ein vollständiges Quadrat sei. Für alle andern Regelllächen 
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mit reellen geraden Erzeugenden ist die Krümmung wesent- 
lich negativ, d. h. es sind die beiden Hauptkrümmungen jedes 
Punktes wesentlich entgegengesetzt; es sind die windschiefen 
Flächen, welche dem entsprechen. 


Wenn an Stelle von ß in dieser Formel + В Y—1 treten, 
so sind die Erzeugenden imaginär, aber die Fläche selbst kann 
in dem Falle der Zulässigkeit beider Vorzeichen, d. h. des Vor- 
handenseins zweier Systeme gerader Erzeugenden oder in dem 
einzigen Falle der Flächen zweiten Grades reell sein. Dem Falle 
L — 6 entspricht endlich allein das elliptische Paraboloid. 

217. Die beiden letzten allgemeinen Formeln sind der nähe- 
ren Betrachtung werth. Die erste von ihnen 

v—« 
В 
zeigt, dass die Tangentenebene im unendlich entfernten Punkte 
der Erzeugenden rechtwinklig zu der im Centralpunkte ist und 
zwischen beiden Grenzen alle möglichen Lagen gegen diese an- 
nimmt. (Artikel 213.) Für jene ist sie parallel der entsprechenden 
Tangentenebene des Richtungskegels. 

Ist der Winkel der Tangentenebene im Centralpunkt und der 
zweiten durch dieselbe Erzeugende gehenden Tangentenebene 
+ 45°, so erhält man als Berührungspunkte der Letzteren die 
Brennpunkte oder Doppelpunkte der Involution des Ar- 
tikel 213. 


tan J = — 


Dagegen zeigt die zweite , 
ER EPI LCS 
g du* SC ((v — v)? + py 


dass die Krümmung im Centralpunkt einen Maximal- 
werth der absoluten Grösse hat und nach dem unend- 
lich entfernten Punkte der Null zustrebt. Nimmt man 
auf zwei Erzeugenden Punkte in gleicher Entfernung von den 
Centralpunkten, so hängen die entsprechenden Krümmungen nur 
von ß ab, von dem auch die gegenseitige Lage der Tangenten- 
ebenen abhängt und das bei der Deformation unveränderlich ist. 

Für die developpabeln Flächen ist die Grösse В für alle Er- 
zeugenden gleich Null; im Allgemeinen ist sie es nur für eine 
gewisse Anzahl von Erzeugenden; in der nächsten Nähe derselben 
hat die Fläche die Eigenschaft, auf eine Ebene entwickelbar zu 
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sein, weil in ihr die Krümmung gleich Null ist. Die Verbin- 
dung beider Formeln hebt auch den scheinbaren Widerspruch, 
der für die Centralpunkte dieser letzteren Erzeugenden stattfindet, 
da für diese и — а == 0, also die Krümmung scheinbar unend- 
lich wird. Diese Punkte vergleichen sich den Rückkehrpunkten 
der developpabeln Flächen; sie treten hier isoliert auf, während 
sie dort die Rückkehreurve bilden. Die Tangentenebene ist in 
ihnen unbestimmt.*) Alle Curven der scheinbaren Umrisse einer 
windschiefen Fläche gehen durch diese Punkte und tangieren in 
ihnen die entsprechenden Erzeugenden. 

Die Krümmung ist ferner Null für die Erzeugenden, denen 
B == oo entspricht; und für dieselben Werthe ist tan J — со, 
so lange nicht (о — «) selbst unendlich wird. Diese Erzeugenden 
sind zu allen Curven der scheinbaren Umrisse asymptotisch. Jene 
Punkte und diese Geraden erscheinen also wie Ecken und Kanten 
eines Polyeders stets im scheinbaren Umriss. **) 

In jeder windschiefen Regellläche bestimmen irgend vier 
asymptotische Linien auf den geraden Erzeugenden Punktesysteme 
von constantem Doppelverhältniss, oder die asymptotischen Linien 
bestimmen in den geraden Erzeugenden homographische Theilun- 
gen. Hat die Fläche eine Directorebene, so werden diese Thei- 
lungen proportional. Die wohlbekannten Eigenschaften der Fic 
chen zweiten Grades sind hierin enthalten.***) 

218. Für das Problem der Abwickelung der Regellächen 
sind die (v) Gerade und somit die A,, pu, v, für die ganze Er- 
streckung einer (v) constant, also von v allein abhängig. Die 
Coordinaten Xo, Fo» Zu der Punkte der Strictionslinie werden 
Functionen von v allein sein, deren Werth. man aus den allge- 
meinen Ausdrücken von X, F, Z findet für u == «. Umgekehrt 
gehen aus X,, F,, Zu die X, У, Z hervor, indem man jenen 
die Projectionen der Länge («—«) nach der Richtung (A,, ну, v) 
hinzufügt; d. h. die allgemeinen Gleichungen der windschiefen 
Flächen sind 


*) Das allereinfachste Beispiel bietet die Spitze des Kegels. 

**) Diese Beziehungen der scheinbaren Umrisse der Regelflüchen 
zu gewissen Punkten und Linien sind von de la Gournerie (‚Journal 
de l'école polytechnique*, t, XX) zuerst gegeben. 

***) Vergl. P. Serret, „Theorie nouvelle des lignes a double 
eourbure‘“, p. 167, 169. 

Salmon, Anal, Geom. d, Raumes. II. 20 
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X = (u—«) cos 4, + X,, Y — (u— u) cosu, + F,, 


a) Z = (и— a) cos v, + Z,. 

Durch Differentiation erhält man daraus 
dX == cos А, du + ln — ToS — а cos д, + X dv, 
dY == cos p, du + = d'r. = cos u, + Zr dv, 
dZ == cos v, du + 1t —9 Te. 2 cos v, + ZG) dv. 


Wegen der Relation 

dX? + dY? + aZ? = dw? + { (u — a)? + В") а? 
müssen somit zwischen den Coefficienten der allgemeinen Gleich- 
ungen und den Parametern с, В die folgenden Gleichungen statt- 
finden: 


d cos à, Py + d соз SI (4 соз A) Dux 
T dv + TR 
dZ, de 


ar, 
Wa й T + соз, ai ton to с, 
) d cos à, a + d cos ш 4Ү, d cos v, dZ, d 
dv dv dv dv dv d 


dX, dY, dZ, а? 
(жу + (ш) + (ш) = (@) + 

Da die drei Cosinus nur zwei verschiedene Functionen re- 
M so kann шап setzen 
cos Ду = cos a, sin bj, соз u, = sin a, sin b,, соз v, == cos b,, 
und die erste der vorigen Gleichungen geht über in 

db? + sin? b,da,? = а. 

Dabei bleibt der eine der Winkel a,, b, willkürlich und da 
diese Gleichung einfach ausdrückt, dass dv der Bogen der sphä- 
rischen Schnittcurve sei, welche der Richtungskegel bestimmt, 
so kann dieser letztere völlig beliebig gewählt werden, so lange 
man die gesuchte Fläche nur der Bedingung unterwirft, dass sie 
auf eine gegebene Fläche (с, В) abwickelbar sei. Man kann 
also eine Regelfläche immer in der Art deformieren, 
dass ihre Erzeugenden denen eines beliebigen Rich- 
tungskegels parallel werden; insbesondere also auch 
einer Ebene. 
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219. Hat man diesen Kegel willkürlich gewáhlt*), so kennt 
man cos A,, cos ш, cos v, in Function von v; e und В sind ge- 
geben und man leitet aus den drei vorher nicht benutzten Be- 
dingungsgleichungen für die drei Unbekannten die Formeln ab 


dX, de d cos v, d cos u, 
- = p cos А, + B (cos Hi PRO ^w — COS v, Yee A 
dY, de d соз} d cos v 

c) SCH = т; 008 Di + В (cos 9 e — cos À, x St 
dZ, da d cos u d cos A,\ **) 
= — 8n T (cos M - ze — сов p, eh). 


Die binomischen Factoren von ß sind hier die Richtungs- 
cosinus Ay, gg, vg der gemeinschaftlichen Normalen der Er- 
zeugenden (v) und der nächstfolgenden Erzeugenden. Diese Ge- 
rade ist die Tangente der orthogonalen Trajectorie der Erzeugen- 
den, welche durch den betrachteten Centralpunkt geht, während 
die Grössen 

d cosà, dcosu, d соз», 
[ERAT UM dv 


die Richtungscosinus einer zur vorigen und zur Erzeugenden 
(his ш, v,) normalen Geraden sind, die die äussere Normale im 
Centralpunkt ist; und sie kónnen daher analog zu Artikel 157 
durch Д, (i, ng bezeichnet werden. Jene Gleichungen werden 


dX, le А 
Fx = cos A E ß cos ду, 
d Y, der 

4) = = cos u, + В cos pu, 
dZ, de 
= cos | + В соз Vo 


*) Man kann statt dessen die Erzeugende einer andern Bedingung 
unterwerfen, z. В. eine gegebene gerade oder krumme Direetrix zu 
schneiden; oder eine gegebene Flüche stets zu tangieren. Denn die 
21, pa. v, repräsentieren die Winkel der Erzeugenden (v) mit den Ach- 
sen und sind daher nur den zwei Bedingungen 


cos? 4, + cos? u, + cos? y, — 1, 
d cos AN? d cos pg, V? d сов sN? __ 
dv ) * ( dv ) P dv ) ht, 


unterworfen, 
**) Die Substitution ihrer Integrale in die Gleichungen a) führt zur 
Darstellung aller auf einander abwickelbaren Regelflüchen. 


20* 
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und es ist zu bemerken, dass В durch — f ersetzt werden kann, 
unter gleichmässiger Erfüllung der Gleichungen a). Die beiden 
Flächen, welche diesem Zeichenwechsel entsprechen, sind auf 
einander abwickelbar und können als symmetrische Flächen be- 
zeichnet werden. Man erhält daraus ferner 


созд — ficos À, + (и — а) cos 1, , g cos Z — В cos I, — (u—c) соз A,, 
g COS u = В cos u, + (и — e) cos m,, g cos m —f cos m, — (и —о) cos uo, 
g cos v = В cos v; + (u — а) cos ny, g cos == В cos nj — (и —о) cosv,, 
und durch Einführung des Winkels J, den die Tangentenebene 
im Punkte (v, v) mit der im Centralpunkte bildet, (Artikel 216) 
wegen В = g cos J, u—« = — g sin J, also 
cos А == сов 49 cos J — cos lasin J, cos Z = cos I, cos J -+ cossin J, 
cosu == COS Ha C08 J — cosmo sin J, cos m = cos mg cos J + cos u,sin J, 
cos v = (08V, COs J — cosn, sin J, cosn = cos ny cos J + cos v, sin J. 
Mit Hilfe der Formeln der Artikel 157, 158 kann man dann 
die Werthe von 7, H,, T bestimmen und erhält für v, als eine 
willkürliche Function von » 


m=0 fe 5, н=— “+, 
oder 
4 1 D] d : d 
Hu н {(и— a)? + ß?} + ai (u — e) + B P 
лүгү? irs ^ 


Somit erfährt die Torsion der geradlinigen Erzeugenden 
durch die Deformation keinerlei Veränderung, während in den 
Ausdruck von Æ die von der Wahl des Richtungskegels abhängige 
Grösse dv, eintritt, welche geometrisch als der Winkel der kür- 
zesten Entfernung 00, gegen die nächstfolgende Lage der kürze- 
sten Entfernung, der Contingenzwinkel des Richtungskegels, das 
Element des sphärischen Schnittes des Supplementarkegels und 
analytisch durch die Formeln definiert ist 


dv, == соз А, d cos ly + cos u, d cos m, + cos vy d cos n, 
== — соз I, d соз A, — cos m, d соз цу — COS n, d COS v, 
== (d cos? A, + d cos? и, + d cos? »)* 
== (d соз? I, + d cos? m, + d cos? adi, 
Da H die Krümmung des zur Erzeugenden normalen Schnit- 
tes und gd» der Bogen dieses Schnittes ist, so ist — (07 + dv) 
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sein Contingenzwinkel; es verändert sich aber J nicht bei der 
Deformation der Fläche, und man erhält nach dem eben erläu- 
terten Wesen der Grösse dv, den Satz: Wenn man eine wind- 
schiefe Fläche deformiert, so variiert der Contingenz- 
winkel aller zur nämlichen Erzeugenden normalen 
Schnitte genau nach der Grösse, um welche der ent- 
sprechende Contingenzwinkel des Richtungskegels 
wächst oder abnimmt. 

220. Wenn man die gefundenen Werthe von H, H,, T in 
die Schlussgleichung des Artikel 159 einsetzt, so erhält man 
einerseits die geraden Erzeugenden, andererseits Curven von der 
Differentialgleichung 


фт УАЙ с, N а 
gdv — 28 ame, de 3 
oder 
du 1 fdv dg dv, 


da 

LII EE IE a)? г fabis ? E 

diis (M EL „др: E RII 
als Ort der Punkte von der Krümmung Null. Wir setzen 


tan д = A 
g dv 
indem wir à als den Winkel dieser Linie mit der Perpendicularen 
betrachten. Man kann die Gleichung der Krümmungslinien nicht 
allgemein integrieren, kann aber für den Fall der Regellächen 
an ihrer Statt gewisse andere Curven betrachten, welche in jedem 
Punkte die Elemente der Krümmung der Fläche bestimmen. Ihre 
Gleichung ist 

Ј + 0 = w, 
mit w als einer willkürlichen Constanten; nennt man y den Win- 
kel, unter welchem diese Linien (w) die Perpendiculare schnei- 
den, so ist 


d(T 4 * 
QU UP. 2 dv кич алча) 
Mm gdu — d 0087 dv 
9 du 


und somit 
lan d = } tan y, 


d. h. die Richtung der Perpendicularen und die der 
Linie (w) sind in jedem Punkte die Richtungen von 
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Tangenten der hyperbolischen Indicatrix der Fläche 
nach zwei conjugierten Durchmessern. 


Wenn man also die Linie w gezeichnet denkt, so kennt man 
für den betreffenden Punkt der Fläche zwei conjugierte Durch- 
messer der Indicatrix und erhält die Richtungen der Asymptoten 
und der Hauptachsen, und selbst die Grösse dieser Letzteren, 
da ihr Product bekannt ist. 

Denken wir beispielsweise eine Fläche, deren Erzeugende 
einer festen Ebene parallel sind und diese Ebene in einen Kegel 
transformiert. Sei OM die Erzeugende, MN die Perpendiculare 
bis zu nächsten Erzeugenden 0,N, MN’ die Tangente der Curve 
(w) und MP die zweite Asymptote der Indicatrix, d. h. P die 
Mitte von NN’. Man kann nun die Ebene der wagerechten Achsen 
in zweierlei Art auf einen Kegel aufrollen; nämlich im positiven 
Sinne, so dass А auf Grund des negativen — de, vermindert 
wird, und im negaliven Sinne, mit wachsendem H und also unter 
Annäherung der Linien MN’, MP an MO. 

Dreht man immer im nämlichen Sinn, indem man die Con- 
lingenzwinkel des Kegels stetig wachsen lässt, so schneiden sich 
die Asymptoten der Indicatrix unter einem stetig abnehmenden 


Winkel, welcher wegen der Unbeschränktheit von Ф; unter jeden 


beliebigen Werth gebracht werden kann. Wir haben also hier 
eine unbeschränkte Annäherung, obwohl nie vollständiges Zusam- 
menfallen mit einer developpabeln Fläche, je mehr der Richtungs- 
kegel sich zusammenzieht. 

221. Wir haben gesehen, dass während der fortschreitenden 
Deformation der Fläche die zweite Asymptote der Indicatrix um 
den Punkt M drehend alle möglichen Lagen annehmen kann. 
Unter allen Formen, die man der Fläche in der Nachbarschaft 
der Erzeugenden M geben kann, ist daher immer eine, in wel- 
cher diese Asymptote mit der Tangente MN der Perpendiculare 
zusammenfällt. Dann ist in diesem Punkte M der Erzeugenden 
die Krümmung Æ gleich Null, die Osculationsebene der Perpen- 
dieulare fällt in die Tangentenebene der Fläche, und die Erzeu- 
gende ist die Hauptnormale derselben Curve (u). 


Für jede Erzeugende einer beliebigen Regelflàche giebt es 
zwei Punkte, in welchen sie mit der Hauptnormale von (и) zu- 
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sammenfällt. Die Gleichung für 7 im Artikel 220 giebt für 
Hz 
dv, 
dv 


dg dv de 
кук DE v Жылый T aie 
eine Gleichung vom zweiten Grade für w. Für dv, == 0 ist eine 
ihrer Wurzeln unendlich gross, d. h. einer jener Punkte ist in 
jeder Erzeugenden unendlich entfernt, wenn der Fläche der be- 


sondere Fall einer Richtungsebene entspricht. Wenn die zweite 


dg 


Wurzel gleichfalls den Werth Null haben soll, so muss aem 0 
sein, 

Man kann mit Bertrand die Frage aufwerfen, unter wel- 
cher Bedingung diese Eigenschaft für alle Punkte 
einer gewissen orthogonalen Trajectorie der Erzeu- 
genden stattfinden kann? Dazu ist nóthig, dass eine der 
Wurzeln der obigen Gleichung von v unabhängig sei. Sind diess 
beide Wurzeln, so sind die Erzeugenden der Fläche gleichzeitig 
die Hauptnormalen zweier Curven. Ist die Gleichung eine Iden- 
tität, so besitzen die Erzeugenden der Fläche diese Eigenschaft 
in Bezug auf alle ihre orthogonalen Trajectorien. Ein constanter 
Werth, also wegen der Willkürlichkeit des Anfangspunktes u = 0, 
befriedigt die Gleichung für 


de dg 
difta 
2 e EB ` 
oder 
v, + arc. tan 3 — const. , 


d. h. man kann dieser Bedingung stets durch schick- 
liche Annahme der Function v, genügen, von welcher 
der Richtungskegel und die specielle Form der Fläche 
abhängt. 

Hat man sie erfüllt, so wird die Gleichung der Curven von 
der Krümmung Null (Artikel 220) 


d d 
nr 


^ 1 & j 
also linear, wenn man G zur Veränderlichen macht. 


http://rcin.org.pl 


— 8$ — 


Damit die Erzeugenden die Hauptnormalen zweier Curven 
seien, sind die Bedingungen 
dB — (2) € de A 
«—1 "xo + В Cake 
zu erfüllen, in denen p und » willkürliche Constanten bezeich- 
nen. Die Integration führt zu 


« == р + m cos2n, В = 9 + тзїпдь,, 


mit m und g als Constanten, die durch die Relation n? = m? — 4? 
verbunden sind. 
Die Parameter der Fläche « und В müssen dann die Be- 
dingungsgleichung 7 
@-p? d Lt = т? 
erfüllen für drei schicklich gewählte Constanten р, g, m. 


Die Grundgleichung wird endlich eine Identitàt für die gleich- 
zeiligen Bedingungen 


$j == 0, 


welche nur für die flachgángige Schraubenlläche erfüllt sind. 
Alle Linien der Krümmung Null sind dann solche orthogonale 
Trajectorien, welche die Erzeugenden zu Hauptnormalen haben. *) 

222. Man kann als Schrauben-Regelflächen alle die- 
jenigen Flàchen bezeichnen, welche durch diejenige Bewegung 
einer Geraden längs einer gegebenen Schraubenlinie erzeugt wer- 
den können, bei der sämmtliche Punkte der Geraden Schrauben- 
linien derselben Neigung und von gleicher Achse durchlaufen. 
Für dieselben ist die Strietionslinie eine Schraubenlinie, unter 
allen auf ihr liegenden diejenige, deren Cylinder den kleinsten 
Halbmesser hat.**) Dieser Halbmesser, die gemeinsame Steigung 
der Schraubenlinien und der Winkel der Erzeugenden gegen die 
Achse des Cylinders, d. h. die Grösse b,, bestimmen die Schrauben- 
Regelfläche. 


*) Für die Theorie der Linien auf den windschiefen Flächen ver- 
gleiche man P. Serret's „Theorie nouvelle des lignes à double cour- 
bure** (p. 143 f.). 

**) Für den sehr speciellen Fall der scharfgüngigen Schrauben 
der Technik ist dieser Halbmesser gleich Null und der Cylinder auf 
seine Achse reduciert, die dadurch zur Direetrix wird, 
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Der Richtungskegel ist ein Umdrehungskegel um jene Achse. 
Die Centralebene für jede Erzeugende, d. h. die entsprechende 
Normalebene des Richtungskegels, ist zur Achse parallel, also 
den Cylinder des scheinbaren Umrisses tangierend. Die Strictions- 
linie der Flàche ist ihre Berührungslinie mit diesem Cylinder. 

Lässt man 5b, von Null bis 180° wachsen, so erhält man 
alle möglichen Flächen dieser Art. Man hat daher für diese 
Flächen 

€ == (и — ғ)? + В, 


mit » und ß als linearen Constanten, von denen В wesentlich 
positiv ist. Sie sind deshalb auf einfache Umdrehungshyperboloide 
abwickelbar, welchen dieselbe Form von G entspricht; diese ge- 
hören als specielle Fälle der Familie an. 


In der That für «= rv, В == const, db, = 0, also 

d» == + sin b,da, liefert die Integration der Gleichungen c) 

des Artikel 219 die Gleichungen der Strictionslinie in der Form 
а= (— В cos b, + r sin 5j) sin b, sin 4, 


Y, — (— B cos b, 

2, ( Већ b, 

Um die gewóhnliche Form der Gleichungen der Schrauben- 
linie zu erhalten, hat man an Stelle des die Richtung des Grund- 
risses der Erzeugenden bestimmenden Winkels а, den entspre- 
chenden Winkel des Radius des Cylinders c einzuführen, für den 


r sin b) sin b, cos а, 


+ 
+ rcosb,) sin b, (a, + c). 


I || 


7 v А È : 
а= +o, o= + ——, sina, = cos o, cosa, = — sin o 
Zen sin b, 1 ! 
sind. Für 

ү : h ; : 
R —(—cosb, + rsinb)sinb, u. Za (B sind, + r cos b) sin b 


sind sie dann 
^ h 
Xy = R coso, Y, = Rsino, Zu = 25 9 
Man erhält aus den Elementen R, A, b, die Constanten 


r und 8 des Bogenelements ds? 


h A x 
Ges? = + Sr Ж d M. 
R + TP cot b; Py ria R cot b, p.*) 


*) Für ß = 0 entsteht die entwickelbare Schraubenfläche. 
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Kennt man nur > und f, so ist eines der drei Elemente 
der Schrauben-Regellläche unbestimmt. Die folgende Construction 
ersetzt die Rechnung: Man trägt auf ОХ die Länge 04 = + r, auf 
02 die Länge OB == + В ab und beschreibt die vier Kreise 042. 
Zieht man dann durch 4 eine beliebige Sekante AM, welche den 
Kreis АОВ in M schneidet; so erhält man eine Schrauben-Regel- 
fläche, für welche 

h 
R=0P, „- 
ist, wenn P den Fusspunkt der von M auf ОХ gefällten Senk- 
rechten bezeichnet. Jeder Lage der Sekante entsprechen zwei 
Lösungen, und, da die durch den zweiten Punkt 4 parallel zur 
ersten gehende Sekante auch zu berücksichtigen ist, eigentlich 
vier Lösungen des Problems für jeden Winkel b,; jedoch hat man 
nur auf die in der positiven Achse projieierten Punkte M Rück- 
sicht zu nehmen nöthig, da sonst jede Lösung zweimal vorkommt. 
Unter den besonderen Fällen kann man hervorheben 


= МР, L МАР = b 


1) b, = 90°, die Schraubenregelfläche mit Richtungsebene; 
h 
cot 5, — 0; R=r, "e сей (0; 


ub BT s h A B; die Schrau- 
2) tan = + Ge TH. et В; die Schrau 


benregellläche mit geradliniger Directrix. 


3) (а0 0, = + R == r, h = 0; eine Umdrehungs- 


Lë 
В” 
flache, nämlich ein einfaches Hyperboloid. 
Die allgemeinen Formeln liefern die folgende Form der 
Gleichungen der Schraubenregelflácheu für 
РМ = о = (и— rv) sin b,, 


X = В соз о — о sino, У == R sin o + o cos o, 


h 
2 = — Ф cot ^. 
әл + е 1 
Dann, ist 
cos, = — sinh, sino, cos la = + созо, cos A, = + cosb sin o, 
cosu, = sinb; coso, Созо + sinw, cosu, — + Cosb; сов о, 
cosr,— cosb; , €08ny = 0 , бозу = + sin, ; 
dv, = + cot b, dv == cosb; do i 


http://rcin.org.pl 


E oe EE bow р а съ DEER 
p g dv g g” 
Die Gleichung der Linien von der Krümmung Null ist 
du Hg n д? cot b 
Luc lx Aba on i 
dv 29 P Meri i B 


welche durch Einführung der Grössen о und o in 
do __ (& al ) 


übergeht und allgemein integriert werden kann. 
Die Gleichung der Krümmungslinien wird 


1 
Bde? + (0° cot bi — BR) dodg — zz (02 + B? sin? b,) do? = 0 


und integriert sich im Allgemeinen durch elliptische Functionen; 
durch gewöhnliche Functionen aber für 4 == 0 oder cot 0, = 0, 
welches den Umdrehungsflächen und den Flächen mit Richtungs- 
ebene entspricht.*) 

223. Einige andere Bemerkungen widmen wir noch den 
Flächen des Artikel 182 und den Conoidllächen des Artikel 175, 
um das dort Gegebene zu ergänzen. 

Die bezeichneten Flächen sind windschiefe Regelflàchen mit 
Richtungsebenen. Von den Schraubenregellächen gehört die der 
llachgángigen Schraube zu ihnen und zwar insbesondere zu den 
geraden Conoiden, denn ihre gerade Directrix ist normal zu ihrer 
Richtungsebene. Das Paraboloid ist ein Conoid in zweierlei Art; 
deshalb hat es auch zwei Strietionslinien. (Artikel 215, Beisp. 1.) 
Nach Artikel 214 ist die Richtungsebene die gemeinschaftliche 
Richtungsebene aller berührenden Paraboloide der Regelfläche 
mit Richtungsebene. Jede Fläche dieser Art hat eine unendlich 
entfernte Erzeugende, die Stellung ihrer Richtungsebene. 

Die Geraden, in welchen die kürzesten Entfernungen der auf 
einander folgenden Erzeugenden enthalten sind, bilden einen zur 
Richtungsebene normalen Cylinder, welcher der Fläche nach ihrer 
Strietionslinie umgeschrieben ist. Diese giebt also den sichtbaren 
Umriss der orthogonalen Projection der Fläche auf die Richtungs- 


**) Fiir die Abwickelung der Umdrehungsflüchen verwei en wir auf 
das Mémoir von E. Bour, a. a. O. p. 78 f. 
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ebene; sie wird umhüllt von den Projectionen der Erzeugenden. 
Die Berührungsebenen der Fläche in den Centralpunkten der Er- 
zeugenden sind normal zur Richtungsebene. 

Die Conoide mit geradliniger Directrix (Artikel 175), normal 
zur Richtungsebene, haben die letztere zur Strictionslinie; die 
Centralpunkte der Erzeugenden liegen also in dieser. 

Die nähere Erläuterung dieser Verhältnisse giebt am bequem- 
sten die darstellende Geometrie. 
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IV. Kapitel. 


Von den Flüchen, welche aus Flüchen zweiter 
Ordnung abgeleitet werden. 


224. Es erscheint angemessen, vor dem Uebergang zur 
Theorie der Flächen dritter Ordnung einige mit dem Inhalt der 
vorigen Kapitel näher verbundene Flächen zu untersuchen, welche 
aus den Flächen zweiten Grades abgeleitet werden. Ableitungen 
dieser Art sind sehr mannichfaltig und es ist geboten, sich auf 
die wichtigsten zu beschränken, So erwähnen wir nur gelegent- 
lich der folgenden: In einer auf ihre Hauptachsen bezogenen 
Fläche zweiten Grades fällt man von den Coordinatenfusspunkten 
eines Punktes der Fläche auf seinen centralen Radius vector Nor- 
malen und sucht den geometrischen Ort der Fusspunkte der- 
selben. 

Man findet leicht, dass aus der Gleichung 

f (e, у, 2) = 0 
der Originallläche allgemein die Gleichung des fraglichen Ortes 
in der Form 

f (xu, yu, zu) == 0 
hervorgeht. für 


AE TIN. 

a? y 
bei Betrachtung der Fusspunkte der z; für 
Ө еее їс ий y pur 

у? + 2? 


bei der der 2, etc. Und ferner, dass die successive Ableitung 
einer dritten, vierten, etc. Fläche aus der so erhaltenen zweiten, 
еіс. auf die allgemeine Gleichung 
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f (zur, уш”, zu") — 0 
führt. Insbesondere für das dreiachsige Ellipsoid allgemein 
20 2 22 
Gthtz)"-rh 
und speciell 
а? y z? 2 2 EVRENE. 22. 
(++ ени а = (е и) 
für die Kugel vom Radius г 
bi rv Les ei 4 у), 
225. Wir handeln hier zuerst von der Wellenfläche von 
Fresnel.*) d 
Wenn man auf der Ebene eines beliebigen Gentralschnittes 
einer Fläche zweiten Grades eine Normale im Centrum errichtet 
und auf ihr von diesem aus die Achsenlängen des Querschnitis 
abträgt, so ist der Ort der erhaltenen Endpunkte eine Fläche 
von zwei Mänteln, die Wellenfläche. Ihre Gleichung wird daher 
direct aus der Formel der Artikel 97, 98 des ersten Bandes ab- 
geleitet, in welcher die Längen der Achsen eines Querschnitis 
in Function der von der Normale. desselben mit den Achsen der 
Fläche gebildeten Winkel dargestellt wurden. Die nämliche Gleich- 
ung drückt die Relation aus, in welcher die Länge des Radius 
vectors der Wellenfläche zu den Winkeln steht, die er mit ‘den 
Achsen bildet. Die Gleichung der Wellenfläche ist daher 
2,2 1,2 2,2 
Кас NIE: АН 


L кк: Чы рз. жаш. Вы Мег шадуу. 


== а? y + 
Oder entwickelt 
e + yè bos) (aa 4 y + ete?) 
— (aa? (b + с?) + by? (e? 4+ a?) + сїз? (а? ER + айе? — 0.**) 
*) Mémoires de l'Institut, t. VIT, p. 136; 1827 veröffentlicht. 
**) Man erhält dieselbe Gleichung auch als diejenige der Enveloppe 
einer Ebene d 


für 


læ + my 4 т: = p, 
deren Coefficienten den Bedingungen 


4 т S = 1, 


unterworfen sind. 
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Aus der ersten Form erhellt zugleich, dass der Durchschnitt 
der Wellenfläche mit einer concentrischen Kugel ein sphärischer 
Kegelschnitt ist. 

226. Der Querschnitt der Fläche durch eine der 
Hauptebenen, z. B. die Ebene der z, zerfällt in einen 
Kreis und eine Ellipse; denn seine Gleichung ist 

(а? + y*— с?) (а?а? + by? — а?) — 0. 

Diess ergiebt sich auch geometrisch; denn wenn wir einen 
die Achse der z enthaltenden Schnitt der erzeugenden Fläche 
zweiten Grades betrachten, so ist eine der Achsen desselben 
gleich e, während die andere Achse in der Ebene xy liegt Wenn 
wir daher im Centrum eine Normale zur Schnittebene errichten 
und auf ihr die Längen dieser Achsen abtragen, so beschreibt 
der eine Endpunkt einen Kreis vom Halbmesser c, während den 
Ort des andern der Hauptschnitt der erzeugenden Fläche zweiten 
Grades, nur um 90? gedreht, wiedergiebt. 

Die Fläche hat daher in jeder der Hauptebenen 
vier Doppelpunkte, nämlich die Durchschnittspunkte des Krei- 
ses und der Ellipse, die oben erwähnt sind. Wenn 2, у die 
Coordinaten eines dieser Durchschnittspunkte sind, so hat der 
Tangentenkegel, welcher diesem Doppelpunkt entspricht, nach 
Artikel 9 die Gleichung 
A (a + yy! — c?) (аха + byy — ab?) + 2? (a — с?) (02 — c?) — 0. 

Wenn wir die erzeugende Fläche zweiten Grades als ein 
Ellipsoid voraussetzen, so ist offenbar, dass in dem Falle des 
durch die Achse z geführten Schnittes der Kreis vom Radius c 
ganz innerhalb der Ellipse von den Achsen a und b, und im 
Falle des durch die Achse æ geführten Schnittes der Kreis vom 
Radius « ganz ausserhalb der Ellipse von den Achsen b und e 
liegt; in Folge dessen erscheinen nur in den durch die Achse y 
geführten Schnitten reelle Doppelpunkte, offenbar die Punkte, 
welche den Kreisschnitten des erzeugenden Ellipsoids entsprechen ; 
denn man erhält 


*) Für diese Werthe und y = 0, r? = b? verschwinden die drei er: 
sten Differentiale der Gleichung der Flüche zugleich mit dieser selbst, 
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Die unendlich entfernten Punkte der Fläche, d. i. ihren 
Schnitt mit der unendlich entfernten Ebene, stellt das Product 
der Factoren 

а? + у 4 d аа? AL Му? qoc? 
dar, und jener Schnitt kann daher als die Verbindung eines ima- 
ginären Kreises und einer Ellipse angesehen werden, welche vier 
imaginäre Doppelpunkte der Fläche in unendlicher Entfernung be- 
ding. Die Wellenfläche hat daher in Allem sechszehn 
Doppel- oder conische Punkte, jedoch sind nur vier von 
ihnen reell. Sie sind nach der vorausgesetzten Entstehung die 
gemeinschaftlichen Punkte beider Mäntel der Fläche. 

227. Die Wellenfläche gehört zu einer Klasse von Flächen, 
welche man als A psidalflàchen bezeichnen kann. 

Wenn irgend eine Fläche gegeben ist, und durch einen be- 
liebigen als Pol genommenen Punkt ein ebener Schnitt der Flüche 
geführt wird, um dann die Apsidal-Radien, d. h. den Maximal- 
und Minimalwerth der Radien vectoren auf der im Pol errichte- 
ten Normale der Schnittebene abzutragen, so ist der Ort der 
Endpunkte dieser Normalen die aus der gegebenen Fläche her- 
vorgeliende Apsidallläche. 

Die Gleichung der Apsidallläche kann immer so wie im Ar- 
tikel 98 des ersten Bandes gefunden werden. Man bildet zuerst 
die Gleichung der Kegelläche, welche den Pol zum Scheitel hat 
und die Durchschnittslinie der gegebenen Fläche mit einer Kugel 
vom Radius r enthält. Wie am angeführten Orte wird bewiesen, 
dass jede Kante dieses Kegels ein Apsidalradius des mit der Fläche 


U; = 92 te ®—Ь%—‹?) + Ada? + y + выл}, ete, 
zum Zeichen der Singularität der Punkte. 
Die zweiten Differentiale werden 


s а — 2 БҮК ТА 
Du = 8atc? i3 Dn = — 2 (a —b?) (02— eè), 
fog 
Uy = 8atct a Da = Un = 0, 
t Dt с? 
Us — жаз Je ie (sei, 


Aus ihnen entspringt die Gleichung des zugehörigen Tangentenke- 
gels in der Form 
a? а — с? R a с? а 


ce бз дүк, CR. 4 = Ж 
b— с? да Y * а — b? T to — b) (e eil) ас 
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durch die zugehórige Tangentenebene desselben gebildeten Schnit- 
tes ist. Wenn man dann die Gleichung des Reciprocalkegels 
bildet, dessen Kanten zu den Tangentenebenen des ersten nor- 
mal sind, so erhält man alle die Punkte der Apsidalfläche, welche 
den Tangentenebenen des angenommenen Kegels entsprechen. 
Betrachtet man > in der Gleichung dieses letztern Kegels als 
veränderlich, so stellt sie die Gleichung der Apsidalflàche dar. 

228. Wenn 00 ein Radius vector der erzeugenden Fläche 
und OP die Normale zur Tangentenebene derselben im Punkte Q 
ist, so ist 00 ein Apsidalradius desjenigen Schnittes der Fläche, 
welcher durch 00 und durch die zur Ebene РОО normale Gerade 
OR hindurchgeht. Denn die Tangentenebene in 0 geht durch РО 
und ist zur Ebene РОО normal, die 
Tangente des Schnittes QOR liegt 
in der Tangentenebene und ist da- 
her auch normal zur Ebene РОО. 
Weil endlich 00 zur Tangente im 
Schnitt QOR normal ist, so ist sie 
ein Apsidalradius dieses Schnittes. 
Daraus folgt auch, dass der dem 
Punkt Q entsprechende Radius der a 
Apsidallläche in der Ebene POQ liegt, und normal und gleich 
mit OQ ist. 

229. Die Normale der Tangentenebene der Apsidal- 
fläche in 7 liegt auch in der Ebene РОО und ist nor- 
mal zu und gleich mit ОР) 

Betrachten wir zuerst einen zu 07 unendlich nahen Radius 
OT’ der Apsidalflàche in der zu РОО normalen Ebene TOR, so ist 
nach der Definition 07" einem Apsidalradius des Schnittes der 
Originalfläche durch eine zu O7’ normale Ebene gleich und diese 
Ebene muss durch 00 gehen. Ferner ist ein Apsidalradius eines 
Schnittes dem nächstfolgenden Radius gleich und der Apsidalra- 
dius eines durch 00 gehenden und der Ebene QOR unendlich 
nahen Schnittes also gleich 00. Daraus folgt, dass OT — 07" 
und somit die Tangente des Schnittes TOR normal zu 07 und 
somit normal zur Ebene РОО ist. Die Normale der Tangenten- 


Fig. 4. 


*) Diese Sätze verdankt man Mac-Cullagh, „Transactions of 
the Royal Irish Academy‘, vol. XVI. 
Salmon, Anal. Geom d. Raumes. Il. 21 
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ebene in 7 muss daher in der Ebene РОО liegen, welches der 
erste Theil der Behauptung ist. 

Wir betrachten daun zweitens einen unendlich nahen Radius 
OT" in der Ebene POQ; er ist einem Apsidalradius des Schnittes 
ROQ’ gleich, wo 00° unendlich nahe bei 00 ist. Und da dieser 
Apsidalradius wie vorher als unendlich nahe 00” diesem gleich 
ist, so ist O7" sowohl gleich als normal zu 00’. Daher ist der 
Winkel T"TO dem Winkel O O0 gleich und die Normale 05 
gleich und normal zu OP. k 

Die Symmetrie der Construction zeigt, dass, wenn eine Fläche 
A die Apsidalflache von B ist, umgekehrt B die Apsidalfláche 
von 4 sein muss. 

230. Die reciproke Polare einer Apsidalfläche in 
Bezug auf den Anfangspunkt O ist identisch mit der 
Apsidalfläche der reciproken Polare derOriginalfläche 
in Bezug auf 0, 

Wenn wir in OP, 00 Stücke Op, Og abtragen, die zu jenen 
indirect proportional sind, so erhalten wir in diesen einen Radius 
vector und die entsprechende Normale zur Tangentenebene der 
Reciprocallläche der gegebenen Fläche. 

Und wenn wir diesen gleiche Stücke in den Linien 05, ОТ 
abtragen, welche in ihrer Ebene liegen und auf ihnen respective 
rechtwinklig sind, so haben wir nach dem letzten Artikel einen 
Radius vector und die entsprechende Normale zur Tangentenebene 
der Apsidalflüche der Reciprocalflàche bestimmt. Aber dieselben 
Làngen sind als indirect. proportional zu 0S, OT auch ein Radius 
vector und eine Normale zur Tangentenebene der Reciproken 
der Apsidallläche. Die Apsidallläche der Reeiproken ist daher 
identisch mit der Reciproken der Apsidallläche. 

Insbesondere ist die Reciproke der aus einem 
gegebenen Ellipsoid abgeleiteten Wellenfläche die 
Wellenfläche des Reciprocal-Ellipsoids. 

Man erkennt auch in anderer Weise, dass die Reciproke 
einer Wellenflàche eine Fläche vierter Ordnung sein muss. Denn 
die Reciproke einer Flüche vierter Ordnung ist nach Artikel 20 
im Allgemeinen von der sechs und dreissigsten Ordnung; diese 
Ordnungszahl wird aber durch jeden Doppelpunkt der Fläche um 
zwei Einheiten reduciert und kommt somit durch die sechszehn 
Doppelpunkte der Wellenflüche auf vier herab. 
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Beispiel. Man beweist leicht den folgenden Satz: Die beiden 
Mäntel der Wellenfläche sind reciproke Polaren in Bezug 
auf das Ellipsoid 


Manche andere Ergebnisse folgen aus ihm. 

Da einem Knotenpunkt oder conischen Punkt einer Fläche, 
als einem Punkte, welchem unendlich viele einen Kegel zweiten 
Grades umhüllende Tangentenebenen derselben entsprechen, eine 
Tangentenebene der Reciprocalflàche entspringt, welche mit die- 
ser eine unendliche Zahl von Berührungspunkten in einem Kegel- 
schnitt gemein hat, so folgt aus der Existenz von vier reellen Dop- 
pelpunkten der Wellenfläche und der Wahrheit, dass die Reciproke 
einer Wellenfläche wieder eine Wellenfläche ist, die Existenz 
von vier reellen Tangentenebenen der Wellenfläche, 
welche diese in je einem Kegelschnitt berühren. *) 

231. Die folgenden Hilfssätze fördern den Beweis: 1) Wenn 
zwei zu einander normale und durch einen festen Punkt gehende 
Gerade sich in festen Ebenen bewegen, so umhüllt die Ebene 
derselben einen Kegel zweiten Grades, welcher von den festen 
Ebenen in Parabeln geschnitten wird. 

Wenn wir die Ebene der Zeichnung als parallel zu der einen 
festen Ebene voraussetzen, während 
die andere feste Ebene durch die 
Linie MN in dieser geht, und der 
feste Durchschnittspunkt O der Ge- 
raden über derselben vorausgesetzt 
wird, so dass P den Fusspunkt der 
von ihm auf die Ebene der Zeich- 
nung gefällten Senkrechten bezeich- 
net, so sei OB eine der Lagen der 
Geraden, die sich in der Ebene OMN 
bewegt; dann ist die andere Gerade 0.4, welche der Ebene der 


Fig. 5. 
CH 


*) Die Existenz der vier Knotenpunkte, deren Tangentenebenen 
Kegel zweiten Grades umhüllen und der vier nach Kreisen berührenden 
Tangentenebenen der Wellenflüche ward zuerst von R. Hamilton ge- 
zeigt. (,, Transactions of the Royal Irish Academy“, Vol. XVII, p. 132.) 
Dr. Lloyd bestätigte experimentell die daraus entspringenden optischen 
Ergebnisse, Die hier folgenden geometrischen Untersuchungen verdankt 
man Mac-Cullagh (p. 248). 


21* 
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Zeichnung parallel bleibt und normal zu 02, zugleich auch zu 
OP ist, normal zur Ebene OBP. Aber die Ebene OAB schneidet 
die Ebene der Zeichnung in einer zu 04 parallelen Geraden 77, 
welche daher zu BP normal ist. Und die Enveloppe von BT ist 
somit eine Parabel, für welche P der Brennpunkt und MN die 
Tangente im Scheitel ist. 

2) Wenn eine Gerade OC zur Ebene OAB normal bleibt, so 
erzeugt sie einen Kegel, dessen Kreisschnitte den festen Ebenen 
parallel sind. (Vergl. Beispiel 5 im Artikel 117 des ersten Ban- 
des.) Wie im Artikel 143, Band | wird bewiesen, dass der Ort 
von € die reeiproke Polare der Enveloppe von 27 in Bezug auf 
den Punkt P ist; er ist also ein durch P gehender Kreis. 

3) Wenn ein Centralradius einer Flüche zweiten Grades 
sich in einer festen Ebene bewegt, so bleibt die Normale zur 
entsprechenden Tangentenebene auch in einer festen Ebene. 
Nämlich in der Normalebene des zur ersten Ebene conjugierten 
Durchmessers, als welchem die Tangentenebene stets parallel ist. 

232. Setzen wir nun voraus, dass die Ebene OQR (wo OR 
zur Ebene РОО normal ist) ein 
Kreisschnitt einer Fläche zweiten 
2 Grades sei, so ist OT der Radius 
ZQ des Knotenpunktes der Wellenfläche, 

und bleibt unverändert, während 00 

sich in der Ebene des Kreisschnittes 

bewegt. Uns bleibt der durch 05 

erzeugte Kegel zu bestimmen. Aber 

0 Z 05 ist normal zu OR, welches sich 

in der Ebene des Kreisschnittes und zu OP, welches sich in 

einer festen Ebene bewegt nach dem 3. Hilfssatz; somit erzeugt 

OS einen Kegel, dessen Kreisschnitte den Ebenen POR, QOR 

parallel sind. Nun ist 7 ein fester Punkt und 75 der Ebene POR 
parallel, somit der Ort von S ein Kreis. 

Der dem Knotenpunkt entsprechende Tangentenkegel ist offen- 
bar der Reciprocalkegel des von OS erzeugten Kegels und ist 
daher ein Kegel, der von den Parallelen derselben Ebenen in 
Parabeln geschnitten wird. Setzen wir zweitens voraus, dass die 
Linie OP von constanter Lànge sei, welches stattfindet, wenn 
die Ebene POR der Querschnitt eines der zwei geraden Cylinder 
ist, welche dem Ellipsoid umgeschrieben werden können, so ist 


Fig. 6. 
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der Punkt $ ein fester Punkt und man beweist ganz in derselben 
Weise, dass der Ort von T ein Kreis ist. *) 

233. Die Gleichungen des Artikel 231 im ersten Bande lie- 
fern sofort eine andere Form der Gleichung der Wellenfläche. 
Offenbar sind die Làngen des Radius vectors für den einen Mantel 
der Wellenfläche, wenn 0, 8 die Winkel bezeichnen, welche ein 
Radius vector mit den Linien nach den Knotenpunkten bildet, durch 

1 cos? 4 (0 — 0) sin? $ (0 — 0) 
peo de п» rwv v 


und für den andern Mantel derselben durch 


1 cos? 4 (0 + 0) sin? 4 (0 + 0) 

yl HEUS MU SA 
ausgedrückt, also dass L 

1 T. mH 5) P E 

ri — "E == (4 к= ку sin 0 sin 6 


ist. Aus diesen Gleichungen folgt, dass die Durchschnitte der 
Wellenfläche mit einer Reihe concentrischer Kugeln eine Schaar 
confocaler sphärischer Kegelschnitte bilden. Denn wenn o und a 
in denselben constant gedacht werden, so erhält man 

6 + O9 = const. 

234. Die Gleichunlg der Wellenfläche kann nach W. 
Roberts in folgender Weise in elliptischen Coordinaten 
ausgedrückt werden. 

Die Form der Gleichung 

SE py? a 

EE LRSL "IS 
zeigt an, dass sie als Resultat der Elimination von r? zwischen 
den Gleichungen 

at у? 2° 

E т cog ЛЕТ = 
zu erhalten ist. Wenn шап aber dem r? eine Reihe constanter 
Werthe beilegt, so bezeichnet die erste Gleichung eine Reihe von 
confocalen Flächen zweiten Grades, für welche die Achse z die 


*) Die analytische Untersuchung liefert für das Halbmesserquadrat 
dieses Kreises den Ausdruck 
(e — т) (0 — «) 
cw сне: 
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primäre und die Achse der æ die kleinste Achse ist. Da r? stets 
kleiner als а? und grósser als c? ist, so bezeichnet die Gleichung 
stets ein Hyperboloid, und zwar ein einfaches oder zweifaches, je 
nachdem 7? grösser oder kleiner als b? ist. Die Durchschnitte 
der Hyperboloide der ersten Reihe mit den concentrischen Kugeln 
erzeugen den einen, diejenigen der andern Reihe mit denselben 
den andern Mantel der Wellenfläche. 

Wenn nun die Fläche ein einfaches Hyperboloid bezeichnet, 
und A, и, v die primären Achsen der drei confocalen Flächen 
des betrachteten Systems für irgend einen Punkt sind, so giebt 
uns die Gleichung 

ei — чш Kl 
und da nach Band I, Artikel 169 
= 0 фи 4 2 MR 
ist, so ergiebt sich die Gleichung des einen Mantels der Fläche 
in elliptischen Coordinaten 
A Ev = с kA 4 EH zs а? 4 — с. 
In gleicher Weise ist die Gleichung des andern Mantels 
№ + и? = а? + — ec. 
Die allgemeine Gleichung der Wellenfläche giebt auch 
и + 02 = а 4 10 — е?, 
eine Gleichung jedoch, welche einen imaginären Ort bezeichnet. 

Da für constantes А auch ш für den einen und v für den 
andern Mantel der Fläche constant ist, so folgt, dass, wenn durch 
irgend einen Punkt der Fläche ein demselben System angehöriges 
Ellipsoid gelegt wird, diess den einen Mantel in einer Krümmungs- 
linie des einen Systems und den andern Mantel in einer solchen 
des andern Systems schneidet.*) 


*) W. Roberts hat auch die Cubatur der Wellenflüche elegant 
gegeben in den „Annali di Matem.*, t. IV, p. 345. 
Die Volumen beider Mäntel sind nach unseren Bezeichnungen 


E uet 
Pa. ff ? (at— näi sin «de df , 


A rn. 
й: 55 d Р (а — al sin aded, 
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Wenn die Gleichungen zweier Flächen in Function der A, u, v 
ausgedrückt sind, so giebt die Differentiation derselben 
PAI + Оди + Rav = 0, РА + (/du + R'dv = 0 
und die Bedingung, unter welcher sie sich rechtwinklig durch- 
schneiden , ist nach Artikel 135 
PP (12—10) (2—0) | 00 (0° — 0) (K — w?) 
02—09 02—07) e 
Ре RR (k? — у?) (02 — 0°) 
„ 042—0) wii 
eine Bedingung, welche für P = 0, 0 = 0, R == erfüllt 
ist. Daher schneidet eine Fläche 
v — const. 


i 


eine andere Fläche von der Gleichungsform 
Ф (А, u) == 0 
rechtwinklig. Das Hyperboloid 
v — const. 
wenn e und В die Richtungswinkel der Normale des Ellipsoids im 


Punkt u, v bezeichnen. 
Da nun das Flächenelement des Ellipsoids durch 


(f (a? — 1%) (a? — К?) sin ade dÉ 
IR TE КУ men 
und andererseits in elliptischen Coordinaten durch die Formel des Ar- 
tikel 135 ausgedrückt wird, so erhält man nach dem Werthe von u? für 
sin ede df 
den Ausdruck 
a? (a? — h?) (a? — k?) (u? — v?) dudv 
(a — u?) (а — wël Iw — 18) (K — p?) (e — в) EM 
Seine Substitution, die Trennung der Veränderlichen und die Re- 
duction auf die elliptischen Functionen durch die complementüren Mo- 
duli m, m’, n, n, wo 


H (a? — k?) o kr 


е. 
п = Gi 


Т 2 (а — e)’ 
sind, giebt endlich die eleganten Ausdrücke 


Ess SE { F(m) E(n) +E (n) E(m)—F(m) F(n) — 7 E (и) E OH 
Fus T (e — end { (т) Eist Fis) Eis) — Fi!) FG) 


k? 


Ke 


4 


g E (m) E (0) ). 
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schneidet somit den einen Mantel der Wellenfläche rechtwinklig, 
während es mit dem andern eine IE auf dem Hyper- 
boloid gemein hat. 


235. Die Ebene irgend eines Radius vectors der 
Wellenfläche und der entsprechenden Normale auf 
die Tangentenebene bildet gleiche Winkel mit den 
Ebenen, welche den Radius vector und die Knoten- 
linien enthalten. 

Denn nach Artikel 228 ist die erste Ebene normal zu ОВ, 
welches eine Achse des Schnittes QOR des erzeugenden Ellipsoids 
bezeichnet, und die beiden andern Ebenen sind normal zu den- 
jenigen Radien dieses Schnittes, deren Lànge die mittlere Halb- 
achse b des Ellipsoids ist; diese aber bilden mit der Achse gleiche 
Winkel. 

Offenbar sind diejenigen Ebenen rechtwinklig zu einander, 
welche durch irgend einen Radius vector und durch je eine der 
Normalen der Tangentenebenen bestimmt sind, die den Endpunk- 
ten des Radius vectors in beiden Mänteln der Fläche entsprechen. 

Nach dem Gesetz der Reciprocität ergiebt sich aus dem 
Theorem dieses Artikels, dass die Ebene, welche durch einen 
Radius vector und je einen der Punkte bestimmt ist, in denen 
die Tangentenebene der Fläche zu diesem Radius vector normal 
sind, mit denjenigen Ebenen gleiche Winkel bildet, welche durch 
denselben Radius vector mit den vom Centrum auf die Ebenen 
der kreisförmigen Berührung gefällten Normalen bestimmt sind. 
(Artikel 232.) 

236. Wenn а“, y', z die Coordinaten eines Punktes des er- 
zeugenden Ellipsoids, und а, d" die primären Achsen der durch 
ihn hindurchgehenden confocalen Flächen ausdrücken, so sind 
(a? — а"), (a? — а") die Quadrate der Achsen des der Tangen- 
tenebene parallelen Schnittes; wir wollen sie durch oi, 02 be- 
zeichnen. Sie geben die beiden Werthe des Radius vectors der 
Wellenfläche an, deren Richtungscosinus 

ps pom 

ж Ours ag 
sind. Berechnen wir die Länge und die Richtungscosinus der 
Normale der Tangentenebene in jedem der Punkte, in denen 
dieser Radius vector die Fläche schneidet. 
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Nach Artikel 229 wissen wir, dass die verlangte Normale 
gleich und normal ist zu der Normale in demjenigen Punkte, 
wo das Ellipsoid durch eine der Achsen des Schnittes getroffen 
wird; die Richtungscosinus dieser Achse sind 

pa ру рг 

а Сук, e 
Die Coordinaten dieses Endpunktes sind die Producte dieser Rich- 
lungscosinus mit o und die Richlungscosinus der entsprechenden 
Normale des Ellipsoids sind respective 


pa ру р 
70 аа?’ buy? ER сіс?’ 
wenn 
1 frg? Za 
рі = Ф at dr + anj 


ist. Das Product der in den Klammern stehenden Grósse mit 
(a? — а^)? ist aber 


1 1 
= р + р 
so dass 
ToS Put rona x BE 
Bus v LEN р” 


Diess giebt die Länge der Normalen auf die Tangentenebene 
in dem betrachteten Punkte der Wellenfläche. Ihre Richtungs- 
cosinus werden aus der Bemerkung abgeleitet, dass sie zu den 
zwei Linien normal ist, welche die respectiven Richtungscosinus 

Ma Юу PL „р „РУ р В 

«uU ono qu 79 uum C9 ues 79 an 
besitzen; indem man nach der Formel des Artikel 14 im ersten 
Bande die Richtungscosinus ihrer gemeinschaftlichen Normalen 
bestimmt, erhält man nach einigen Reductionen 


Px p^ Ру р? Pr p^? 
mam! 1 — ө], T 1 ж», uz D БЕ, 1 Thi RA Ё 
ро a*/ фо b po с 


Die Richtigkeit des Ergebnisses kann leicht bestätigt werden. 
Daher ist die Gleichung der Tangentenebene in demselben Punkt 


p”? „э 
EI (1 SE e + yy (1 = з) + zz (1 — e == ро. 


In derselben Art findet man die Gleichung der Tangenten- 
ebene der Fläche in demjenigen Punkte, wo der nämliche Radius 
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vector zum zweiten Male die Fläche schneidet, durch 
Wi rg Wi 
eh - Seniors mun 
ausgedrückt. 


237. Wenn 8 den Winkel bezeichnet, welchen die Normale 
der Tangentenebene mit dem Radius vector bildet, so ist 


P == cos 0; 
und da nach dem letzten Artikel 
Hei 
P? = éi 
| № + р? 
ist, so muss 
р? р? 
cos? 9 = 5; and = 
pp 


р? 
sein. Mittelst der im Artikel 173 des ersten Bandes für p und p' 
gegebenen Werthe erhalten wir 


abe? 


SE рз. (a? — ei (02 — e?) (c* ei 
е (KM e? (9? — e") ' 

und somi 
tan? 0 = ( zi à «d 2 e 


o? 
In dieser Form ist der Ausdruck das Analogon desjenigeu, 
welchen die Theorie der Kegelschnitte für den Winkel bildet, der 


von der Normale und dem centralen Radius vector des Punktes 
einer Ellipse eingeschlossen wird, nämlich 


2 2 p 
se -(i- S) - D 
In dem Falle der Wellenflüche ist offenbar, dass 0 für die 
Specialfálle 


OS d, o zb; 


0 cie 
verschwindet, und für den Fall 


ч о = 0 zb 
unbestimmt wird. 
238. Der Ausdruck - 
tan 0 — р 
р 


führt zu einer Construction für die Normalen der Tan- 
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gentenebenen, welche den Punkten entsprechen, in 
denen ein gegebener Radius veetor die zwei Mäntel 
der Fläche schneidet. 

Die Normalen müssen in der einen oder andern der zwei 
festen Ebenen der Artikel 235, 236 liegen, und wenn eine Ebene 
normal zum Radius vector in der Entfernung p gelegt wird, so 
ist aus dem Ausdruck für tan ô offenbar, dass p' die Entfernung 
des Radius vector von dem Punkte ist, wo die Normale zur Tan- 
gentenebene diese Ebene schneidet. So erhalten wir diese Con- 
struction: , Man lege normal zu dem gegebenen Radius vector 
eine Tangentenebene des erzeugenden Ellipsoids, fálle von ihrem 
Berührungspunkt Normalen auf die festen Ebenen des Artikel 235; 
dann sind die Geraden, welche die Fusspunkte dieser Normalen 
mit dem Centrum verbinden, die fraglichen Normalen der Tan- 
gentenebenen.“ 

Nach dem Gesetz der Reciprocität erhält man hieraus eine 
analoge Construction zur Bestimmung der Punkte, in welchen 
die einer gegebenen Ebene parallelen Tangentenebenen der Fläche 
ihre beiden‘ Mäntel berühren. 

239. Es ist zuweilen von Vortheil, die Gleichung der Fläche 
— analog zu Artikel 180 des ersten Bandes — so zu transfor- 
mieren, dass der irgend einem Punkte der Fläche entsprechende 
Radius vector die Achse der z ist und die Achsen des entspre- 
chenden Schnittes des erzeugenden Ellipsoids die Achsen æ und y 
sind. Wir schreiben die Gleichung der Fläche in der Form 


(а?а? + b?y? + с222 — be? — ea? — a?b?) Lei + y? + 2?) 
2 2 22 
22,2 E y ар == 0: 
+ abe G+h+s+ı)=0 


nun bleibt 
Lyt? 


durch Transformation ungeändert und in den Artikeln 183, 184 
des ersten Bandes sind die Transformationen von 
FC y* 28 
й+у + а 
und 
а?а? + Wy? + ez 


gegeben. Folglich ist die transformierte Gleichung 
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pz? + (p? "e o?) * (PP - о?) y* tänes 4- 2pp^yz + 2p pay) 
(a? +y? + 2%) eT, pz (о? +03) — а? (р?о? +р?о? +p” + g?g’) 
—y’ (pg tpe” +p e+ о%о?)—2 рр'о?аг — 2 pp g yz+ pe” 

Dabei ist die a. a. O. mit y? bezeichnete Grösse durch ihren 
aus der Gleichung 


EE 
bestimmten Werth ersetzt und die Identität 

b?e? + с?а? + a&b? = p? (о? + о?) + р?о? + po? + Qo? 
benutzt worden. 

Man erkennt leicht, dass für ж == O und y = 0 diese 
transformierte Gleichung für z? die Werthe oi, o? ergiebt, wie 
zu erwarten war. 

Wenn wir die Gleichung zu parallelen Achsen durch den 
. Punkt z == о transformieren, so wird der lineare Theil der 
Gleichung 

2ро (02 — ө?) (pz + ра) 
und die vorher über die Lage der Taugentenebene abgeleiteten 
Resultate können daraus unabhängig begründet werden. 

Die analoge Entwickelung der Glieder vom zweiten Grade 
erlaubt, die Werthe der Hauptkrümmungsradien und die Rich- 
tung der Krümmungen zu bestimmen, ohne dass Resultate von 
besonderer Wichtigkeit sich ergäben. 

240. Die Gleichung der Reciprocalflàche der Wel- 
lenfläche wird erhalten, indem man E für а, etc. in die 
Gleichung der Wellenfläche substituiert; wenn das Resultat nach 
der Methode des vorigen Artikels transformiert wird, so entsteht 
die Gleichung 

Lei + у zx 
{pg a+ p*o^y*— 2 pp'g*2— 2 pp" o*yz +2 (p +p g* E e*e?)) 
— M (p*4- p^ -- Q7) a?— M pH p^ 4- o?) y*—4 (p? p? HeH): 
+2ìtp' p ey + 2 Mpp'az +2 Mppyz + = 0. 
Wir wissen, dass die Fläche durch die Ebene 
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berührt wird, und erhalten in der That durch Einführung dieses 
Werthes von z in die Gleichung den Ausdruck einer Curve, die in 


р? 
ас x = == 
, pe 
einen Doppelpunkt, hat. Wenn wir ferner in der Gleichung der Curve 
y= 0 


machen, so er wir 


(pz "2 zB le Kb Ce т (е? = e). 


und lernen daraus, Sh die Sehne ge äussern Mantels der Wel- 
lenfláche, welche irgend einen Punkt des innern Mantels dersel- 
ben mit dem Fusspunkt der Normalen vom Centrum auf die Tan- 
gentenebene verbindet, in diesem Punkte des innern Mantels 
halbiert wird. 
Die EE sind parallel zu 

{p° +)  a?— 2 pp озу + p + e"(?— e?) ) y*—0, 
ein Ergebniss, dessen geometrische Bedeutung wir nicht erhalten 
haben.*) 


*) Eine irrthümliche Bemerkung von Zech über die Krümmungs- 
linien der Wellenflüche im „Journal für Math.‘“, Bd, LIV, p. 72 hat zu 
einer interessanten mathematischen Discussion den Anlass gegeben, 
bei welcher Bertrand , Comptes rendus“, Nov. 1858, Brioschi, 
„Annali di Matem.“ t, IV, p. 135, 245, Combescure, ibid, p. 278 zu 
bemerkenswerthen Ergebnissen gekommen sind, (Vergl. auch Cayley, 
„Quarterly Journ.“, Vol. ПІ, p. 16.) 

Wir eitieren die Bemerkung von Brioschi, dass die Ebene 


e + my + nz = Ф, 

in deren Gleichung /, m, n, p Functionen zweier unabhängigen Verin- 
derlichen и, v sind (wie im Artikel 150), eine Fläche umhüllt, in wel- 
cher die Curvenfamilien 

и = const., v = const. 
in ihren Durchschnitten durch conjugierte Tangenten der Fläche be- 
rührt werden, wenn 

Ст, п, 9 

uU, mp, m, 9, = 0, 

hl, my, nm, Ф 

ls Min ni Фу 
und auf einander normal sind, wenn 


(P 4 wi + n?) (fl + түт, + n) = (И, + mm, + nj). (1,4 mm; -+ nn) 
ist; wobei /,, /5, .. 1,5 die Differentiale nach и und v bezeichnen, wie 
früher, 
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241. Es ist der Hauptcharacter der Wellenfläche, von der 
vierten Ordnung zu sein und sechszehn Doppelpunkte zu haben, 
von denen vier in einer Hauptebene liegende reell, acht in den 
beiden andern Hauptebenen liegende imaginär, und vier in der 
unendlich entfernten Ebene enthalten sind. 

Darum ist ihre Reciproke statt von der 36'^ auch nur von 
der vierten Ordnung. e 

Durch collineare Transformation] gelangt man von ihr zu der 
allgemeineren Auffassung einer Flächenfamilie mit sechszehn sin- 
gulären Punkten, die zunächst in vier Ebenen vertheilt sind. Es 
ist allgemeiner, von der Lage dieser Punkte gegen einander ab- 
zusehen, und die allgemeinen Eigenschaften der Flächen 
vierter Ordnung mit sechszehn singulären Punkten 
zu untersuchen.*) _ 

Die Betrachtung des Tangentenkegels der Fläche aus einem 
ihrer singulären Punkte giebt die folgenden Resultate. Er ist 
für die allgemeine Lage seines Scheitels vom zwölften, für die 
im singulären Punkte vom sechsten Grade; die fünfzehn Geraden, 
die "den singulären Punkt mit den fünfzehn andern Punkten die- 
ser Art verbinden, sind nothwendig Doppelkanten, und da er als 
eigentlicher Kegel seines Grades nicht mehr als zehn Doppelkan- 
ten haben kann, so muss er aus Kegeln niedrigerer Grade zu- 
sammengesetzt, und zwar insbesondere aus sechs Ebenen zusam- 


Für 
24 т 4-1, = и 
werden jene Bedingungen 
ds asd | = 0, hl + mm, + nn, = 0, 
Bian "Sta 


d.h, 
u = const., v = const. 


bezeichnen Krümmungslinien, wenn 


5 mun 112 


1, т, ny 
sind. Da der Wellenflüche die Werthe 

(а — u?) (а — v?) 

(a? — b?) (а — e)’ 
entsprechen, so sind jene Curven für sie nicht Krümmungslinien, son- 


dern nur orthogonal. 
*) Kummer, ,,Monatsbericht der kónigl. Preuss, Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin“, 1864, p. 246 f. 


ete, 
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mengesetzt sein, die durch denselben Punkt gehen. Jede dieser 
Ebenen muss eine singuläre Tangentenebene der Fläche sein, und 
sie in einem Kegelschnitt berühren. Ebenso liegen in jeder die- 
ser Ebenen sechs von den singulären Punkten und man hat den 
Satz: Jede Fläche vierter Ordnung mit 16 singulären 
Punkten hat zugleich 16 singuläre Tangentenebenen, 
und diese Punkte und Ebenen liegen so, dass jede der 
16 Ebenen 6 von den Punkten enthält und durch jeden 
der 16 Punkte 6 von den Ebenen hindurchgehen. 

Da die sechs in einer Ebene liegenden singulären Punkte 
dieser und der Fläche gemeinschaftlich sind, so müssen sie in 
einem Kegelschnitt liegen. Ebenso müssen die sechs singulären 
Tangentenebenen, welche durch einen singulären Punkt gehen, 
Tangentenebenen des Kegels zweiten Grades sein, welcher die 
Fläche in dem singulären Punkte osculiert. 

242. Zur Bildung der allgemeinen Gleichung solcher Flä- 
chen denken wir vier der singulären Tangentenebenen so ge- 
wählt, dass die Ecken ihres Tetraeders vier singuläre Punkte sind 
und lassen 

g= D, ass, &&4 — 0, ү = 0 

ihre Gleichungen sein. Dann ist 

ааа + арау? А c us? 4e Вага keet (Itn 
+ 2 bca v, — 2acx xy, — Yabz vv, — 2cdx, xo, 
+ 2cexjx — 2 dea zm, + 2bdæ yv, + 2bf a msn, 
+ 24ка? + 2aex ayw, + Lafe x, + 2ef xcv," 
— 4901205230, == 0 
ihre allgemeine Gleichung. Denn da die Ecken des Tetraeders 
singuläre Punkte sind, so muss die linke Seite der Gleichung mit 
ihren vier ersten Derivierten zugleich verschwinden, wenn drei 
der Veránderlichen &,, &,, аз, а; gleich Null gesetzt werden 
und sie kann daher weder Cuben noch vierte Potenzen der Varia- 
beln enthalten; da ferner die Ebenen ж, = 0, &, == 0, etc. 
singuläre Tangentenebenen sind, die in Kegelschnitten berühren, 
so muss für das Verschwinden einer der Veränderlichen die linke 
Seite der Flächengleichung das vollständige Quadrat einer homo- 
genen Function zweiten Grades der drei übrigen werden; damit 
die. Zahl der singulären Punkte gerade 16 sei, muss dann die 
gegebene Form gewählt werden. Sie enthält 18 Constanten. Man 
kaun ihr für 
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ф == ахх + Баа + crt, + das, + ez + fast, 
ар == aba? + dex? + act + edaj H 9 30, 
g =g + {+ (ad + be + cf) 
die Form 
p? = EE 
und in gleicher Weise fünf andere entsprechende Formen geben, in 
denen rechts an Stelle von 2,2, die Producte 
Dilg, 2,03, Zu, Шул, Zei 
erscheinen. 
Durch Addition von 1 
Akaqa,9 + Akne? 
auf beiden Seiten erhält man dann 
(p + 20а)? == 42а, (y + kp + Erol: 
wenn man nun X so bestimmt, dass 
p + kp + En, = 0 
eine Kegellläche darstellt, so erhält man eine Gleichung sechsten 
Grades, die das Quadrat von 


+ (;— 59 2729. +) r- а= 0 
2 2 
ist; giebt man aber dem E einen der drei dieser Gleichung ge- 
nügenden Werthe, so wird 
p + kp + Kan, = 0 
das Product zweier linearen Factoren y,, Ya, Wo 


da аг. ех 
у == еъ lud р, йрке uai EEN 


und die allgemeine Gleichung unserer Flächen nimmt die Form an 
lazy + Ьул + с (14-24) «үг, + daz, + егу, Hfr 
c; 4k (k + 1) CiT TUE EE 

Es existieren fünf andere entsprechende Formen, in denen 

nach den Bedeutungen 
ba, ах, j ах, е2 

k+1 po AC PET Rl 
an Stelle von y, y, die Factoren ууз, yia» Vols» Voas УЗУ T- 
scheinen. 


Уз = fv, + 
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Mit der vorigen Form identisch ist die irrationale 


Икау + V + 1) zy, + y — «уу; = 0. 


Wenn in у, y», уз, y, für E die drei zugehörigen Werthe 
nach einander substituiert werden, so erhält man in 


y 70, = 0, уз = 0, y,— 0 
die zwölf übrigen singulären Tangentenebenen, ausser den Flächen 
des Fundamentaltetraeders. 
Wählt man die vier Ebenen 


а == 0, 2, — 0, y, — 0, y, — 0 
als Fundamentalebenen, so kann man die Gleichung der Flächen 
in der Form 
Ф? = 16 2,4,y,y» 

darstellen, wo 
D = а +a? +y? + у? + 2а (zy, + yen) 

+ 2b (кү + 203) + 2с (жш, + ууу»), 

К = а? + b + с — Babe — 1 

sind; hier erscheinen nur drei Constanten explicite, zu den 15, 
welche in den Gleichungen der vier Fundamentalebenen enthal- 
ten sind. 

Die singulären Punkte, Tangentenebenen und Berührungs- 
kegelschnitte werden sämmtlich reell, wenn man die sämmtlichen 
Constanten reell und a, b, c insbesondere numerisch grösser als 
Eins annimmt. *) 

243. Die Flächen vierter Ordnung mit 16 singulären Punk- 
ten sind doch noch hinreichend allgemein, um als ebene Schnitte 
alle möglichen Curven vierter Ordnung zu erzeugen. 

Von der allgemeinen Gleichung der Curven vierter Ordnung 
aus, welche bei Gelegenheit seiner Untersuchungen über ihre 


und 


*) Für а = b = c = 2 und ein reguliüres Fundamentaltetraeder 
werden die vier Berührungskegelschnitte in den Fundamentalebenen 
Kreise; von den singulüren Punkten liegen 12 in den Endpunkten der 
um gleiche Stücke verlüngerten Tetraederkanten und in der Kegelflüche 
der Berührungskreise, die 4 übrigen in den über die Spitzen verlünger- 
ten Höhen des Tetraeders. Die übrigen zwölf Berührungskegelschnitte 
sind Hyperbeln. Die Flüche selbst besteht aus 19 gesonderten Theilen, 
die unter einander nur mittelst der 16 singulüren Punkte in Verbindung 
stehen; etc, 

Salmon, Anal, Geom. d. Raumes, П. 22 
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Doppeltangenten von Hesse*) gegeben ist, beweist тап zz) den 
Satz: Durch jede gegebene ebene Curve vierter Ord- 
nung kann man sechs verschiedene vierfach unend- 
liche Schaaren von Flächen vierter Ordnung mit 16 
singulären Punkten hindurchlegen. 


Jede singuläre Tangentenebene der Fläche schneidet dann 
aus der Ebene der Curve eine Doppeltangente derselben aus und 
wenn man alle sechs Flächen dieser Art durch eine solche Curve 
hindurchlegt, so bestimmen ihre singulären Tangentenebenen alle 
28 Doppeltangenten derselben in mehrfacher Wiederholung. 


Durch jeden Punkt des Raumes gehen (Artikel 18) 12 Ge- 
rade, welche die allgemeine Fläche vierter Ordnung zweimal be- 
rühren. Alle solche Linien bilden ein Strahlensystem, das 
man als von der 12' Ordnung bezeichnen kann und welches 
die Fläche vierter Ordnung zur Brennfläche hat, Wird die Fläche 
durch eine beliebige Ebene geschnitten, so enthält dieselbe 28 
Strahlen des Systems, die 28 Doppeltangenten der bezüglichen 
Schnitteurve; man kann also das Strahlensystem als von der 
28' Klasse bezeichnen. 

Ist insbesondere die Brennfläche des Strahlensystems von der 
hier betrachteten Art, so kann man die Strahlen aussondern, 
welche die 16 singulären Tangentenebenen vollständig erfüllen, 
da jede Linie in einer solchen eine Doppeltangente ist; und das 
Strahlensystem wird dann ebenso von der 12!°" Klasse wie von 
der 12'"^ Ordnung. Die Untersuchung zeigt ferner, dass dieses 
Strahlensystem zusammengesetzt ist aus vier Strahlensystemen 
2'r Ordnung und Klasse und einem Strahlensystem vierter Ord- 
nung und Klasse. Das vollständige Strahlensystem 12!“ 
Ordnung und 28'" Klasse, welches eine allgemeine 
Fläche Air Ordnung zur Brennfläche hat, besteht, 
wenn diese, 16 singuläre Punkte enthält, erstens aus 
16 ebenen Strahlensystemen, zweitens aus 4 Strahlen- 
systemen 2'* Ordnung und Klasse und drittens aus 
einem Strahlensystem 4'* Ordnung und Klasse. 


Für die Fresnel'sche Wellenfläche und ihre Collinearver- 


*) „Crelle’s Journal“, Bd. IL, p. 301. 
**) Vgl, Kummer, a. a. О, р. 255. 
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wandten zerfällt das Strahlensystem 4'^* Ordnung und Klasse noch 
in 2 Strahlensysteme 2' Ordnung und Klasse. 

Denkt man die beliebige Ebene, in welcher die 12 Strahlen 
der 4 Systeme 2' und des Systems Ai Ordnung und Klasse 
liegen, als eine Tangentenebene der Brennfläche, so fallen је 
zwei der 12 Strahlen zusammen und man erhält die sechs Tan- 
genten der Fläche in jenem Berührungspunkte, welche sie zu- 
gleich noch an je einem zweiten Punkte berühren. 

244. Wir betrachten ferner die Parallelfläche einer 
Fläche zweiten Grades, d. h. die Fläche, welche als Enve- 
loppe derjenigen Ebenen zu definieren ist, die den Tangenten- 
ebenen der Fläche zweiten Grades parallel und in einem gegebe- 
nen normalen Abstande von ihnen liegen; oder auch als der Ort 
der Punkte, welche auf den Normalen der Fläche durch eine 
constante Entfernung von ihr bezeichnet werden. 

Offenbar berührt die Kugel von einem dieser Entfernung 
gleichen Radius stets die Originalflàche, so lange ihr Centrum 
der Parallelflache angehört. Und wir bilden am einfachsten die 
Gleichung der Parallelfláche, indem wir nach Artikel 127, Band I 
die Bedingung ausdrücken, unter welcher die Fläche zweiten 
Grades 


2? 


2 
x у Р" 


M 
| 
e 


с? La 
durch die Kugel 

(c—«* + (y—8* He- == к 
berührt wird. Diess geschieht durch die Bildung der Discrimi- 
nante nach £ von einer biquadratischen Gleichung, deren Coeffi- 
cienten Band I, Artikel 147 gegeben worden sind, welche sich 
aber in der einfachen Form 

ta? tg? tyris ^ 

"m сос. 
schreiben lässt. 

Das Resultat repräsentiert eine Fläche von der zwölften Ord- 
nung. 

Für den speciellen Fall & — 0 reduciert sie sich auf die 
doppelt zu zählende Fläche zweiten Grades und die imaginäre 
abwickelbare Fläche, welche alle der gegebenen confocalen Flä- 
chen zweiten Grades umhüllt (vergleiche Band I, Artikel 203). 
22* 
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Diess geht direct aus der Form hervor, in welcher soeben die 
fragliche biquadratische Gleichung geschrieben worden ist.*) 
Man erhält dabei die Gleichung der Fläche in der Form 


5% = 271%, 


wenn S und 7 die Invarianten der biquadratischen Form be- 
zeichnen. 

245. Der Ort der Fusspunkte der Normalen, die man von 
einem festen Punkte auf die Tangentenebenen einer Fläche fällen 
kann, wird als die Fusspunktfläche der Originalfläche 
(Podaire bei den Franzosen, Pedal bei den englischen Schrift- 
stellern) bezeichnet. 

Beispiel. Für das auf seine Achsen а, b, c bezogene Ellipsoid und 
den Punkt (œ, B, у) als Pol erhält man die Gleichung der Fusspunktflüche 
durch Elimination von £4, y,, 2, aus den Gleichungen des Ellipsoids, der 
Tangentenebenen desselben und der Normale der letztern vom Pol in der 
Form 
{а (аа) + (0—8) 4-2 (27) y =e e—a) +o (y — B? 4-e* (— у). 

Die Fusspunktflächen der Cylinderfächen redueieren sich auf ebene 
Curven, die Fusspunkteurven ihrer Normalschnitte; die der Kegelllächen 
auf sphärische Linien der aus dem Pol beschriebenen Supplementarkegel 
und derjenigen Kugel, welche über der Verbindungslinie der Spitze mit 
dem Pol steht; ebenso die aller abwickelbaren Flächen auf Curven, die 
auf dem Supplementarkegel des Pols liegen. 

Wenn man aus der Fusspunktfláche nach demselben Verfah- 
ren eine neue Fläche ableitet und auf diese wieder das nämliche 
Verfahren anwendet, so erhält man eine Reihe derivierter Flächen, 
die man als die erste, zweite, dritte, etc, Fusspunktfläche 
bezeichnet. Wenn man ferner die Enveloppe der zu den Radien 
vectoren der Fläche in ihren Endpunkten-normalen Ebenen, d. i. 
eine Fläche, von welcher die gegebene Fläche die erste Fuss- 
punktfläche ist, die erste negative Fusspunktfläche nennt, 
so kann man von dieser nach derselben Methode zur zweiten, drit- 
ten, etc. negativen Fusspunktlläche fortschreiten.**) 


*) Vgl. Cayley, „Annali di Matem.“, t. IIT, p. 345, wo auch eine 
andere interessante Auflösung von W. Roberts mitgetheilt ist. Oder 
die Abhandlung des Herausgebers im „Archiv der Mathem. und Physik‘, 
Bd. XXXIX, p. 19 f. 

**) Von der reichen Literatur der Fusspunktflüchen sind zu nennen 
die Arbeiten von W. Roberts, „Journal de Mathem.", t. X, XII; 
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Von den allgemeinen Eigenschaften solcher Flächen 
mögen hier die wesentlichsten dargestellt werden, sofern sie nicht 
die Quadratur, Cubatur, ete. derselben betreffen. 

Wenn 0 der Fusspunkt der Normalen ist, welche von 0 auf 
die Tangentenebene im Punkte P gefällt wird, so berührt die 
über OP als Durchmesser beschriebene Kugel die Fusspunktflàche 
in О; daher geht die Normale der Fusspunktflàche in irgend 
einem Punkte 0 durch den Mittelpunkt des entsprechenden Ra- 
dius vector ОР. 

Daraus folgt auch sofort, dass die Normale OR auf die Tan- 
gentenebene in 0 in der Ebene РОО liegt, und dass die Winkel- 


gleichheit 
L ООВ = L РОО 


besteht, so dass die rechtwinkligen Dreiecke QOR und РОО ein- 
ander ähnlich sind. Für die Bezeichnung des Winkels QOR durch 


B. Tortolini, „Journal für Mathem,“, Bd. XXXI; T. A. Hirst, 
„Annali di Matem.", t. II; „Quarterly Journal of Math.“, Vol. III; 
„Journal für Math.*, Bd. LXII. Die letztere Arbeit kann die beson- 
dere Literatur der Quadratur und Cubatur, etc. der derivierten Flüchen 
reprüsentieren, auf die hier nur hingedeutet werden kann; die vorletzte 
behandelt besonders die Krümmungsverhältnisse derselben, In der letz- 
ten werden die Sätze von Steiner („Journal für Math,'5, Bd. XXI, 
p. 57) und Raabe (ibid. Bd, L, p. 193) über die Fusspunkteurven auf 
Flächen ausgedehnt. Wenn man unter Volumen der Fusspunktfläche 
den Inhalt des Kegels aus dem Anfangspunkt versteht, dessen Basis 
der Theil der Fusspunktfläche ist, welcher dem betrachteten Theil der 
gegebenen Fläche entspricht, so zeigt Hirst: Die Anfangspunkte 
für alleFusspunktflächen von constantem Volumen liegen, 
welches auch die Natur der Originalfläche sei, auf einer 
Fläche dritter Ordnung. 

Der Ort derselben Punkte für alle geschlossenen Flä- 
chen ist vom zweiten Grade und alle Oerter dieser Art bil- 
den ein System ähnlicher und ähnlich gelegener Flächen, 
dessen Centrum der Anfangspunkt der Fusspunktfläche des 
kleinsten Volumens ist, 

Zahlreiche specielle Sätze entspringen dem sehr einfachen Beweise 
noch für die Flächen zweiten Grades. Vgl. anch Magener, „Cubatur 
des Fusspunktenkörpers eines Ellipsoids**, „Grunert’s Archiv“, Bd, 34, 
p. 450 f, und Fischer „de superfieierum pedalium theorematibus qui- 
busdam, Berlin 1859. Uebrigens geht der Ursprung der Theorie der 
successiven Derivation auf Mac-Laurin zurück. (Vergl. ,,Philoso- 
phical Transactions‘‘ vom Jahre 1718, No. 356.) 
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о ist somit die erste Normale 00 mit dem Radius vector durch 
die Gleichung 


р == о cose 
verbunden; die zweite Normale OR ist sodann 
== 0 cosa 


u. s. w. Der Radius vector der »'* Fusspunktfläche ist durch 
о cos” « 

gegeben, und bildet mit dem Radius vector des Originals den 

Winkel no.*) 

Wenn wir die reciproken Polaren einer Fläche A und ihrer 
Fusspunktfläche В bilden, so erhalten wir eine Fläche а und eine 
Fläche b, welche letztere jene zur Fusspunktfläche hat. Die Re- 
ciprocalflüchen einer Fläche S und ihrer auf einander folgenden 
Fusspunktflächen S,, S}, ..., S, bilden somit eine Reihe 

NS бол Ө оу DEA 
da offenbar die letzten Derivierten zu den negativen Fusspunkt- 
flächen gehören. 

Man erkennt auch, dass die erste Fusspunktfläche die inverse 
Fläche der reciproken Polare der gegebenen Fläche ist, d. h. die 
Fläche, welche aus ihr durch die Substitution des reciproken 
Werths des Radius vector an Stelle des letztern in ihre Gleichung 
hervorgeht; so dass die Reihe der Fläche S,, 8,, ..., S, durch 
Inversion die andere Reihe S', S 4, S s, ..., 5'_„ erzeugt. 


*) Nach dieser Definition der Ableitung, die wir betrachten, hat 
W: Roberts die Theorie auf gebrochene Derivierte so zu sagen aus- 
gedehnt. Für л == } erhält man aus dem Ellipsoid eine Fläche, der 
er den Namen Cassinoide giebt, weil sie den Cassini'schen Curven 
ganz entspricht, die für denselben Werth aus der Ellipse abgeleitet 
werden, Ihre Gleichung ist für das Ellipsoid 


stpata-h 
22* 2y? 22% 
е KE Т ЕТИ? 
wenn 
= фифа 


ist. Man sieht daraus, dass sie der Ort eines Systems sphürischer 
Kegelschnitte ist, das durch confocale Ellipsoide bestimmt wird. Ueber 
die interessanten Eigenschaften dieser Fläche vergleiche man die schöne 
Arbeit уоп W. Roberts, „Annali di Matem.“, t, V, p. 133—153. 
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Man kommt so zu den allgemeinen Sätzen: Die Reciprocal- 
fläche der mier Fusspunktfläche von S ist die —n!° Fusspunkt- 
flàche der Reciprocalífliche von S und die (— n» — 1)'° Fusspunkt- 
flache der inversen Fläche von S. Die inverse Fläche der aen 
Fusspunktfläche von S ist die —n!° Fusspunktfläche der inversen 
Fläche von S und die (— » + 1)" Fusspunktfläche der Recipro- 
calfláche von sS. 

Wenn S vom zweiten Grade ist, so ist es auch die inverse 
Fläche S' und ebenso sind S , und S. von derselben Ordnung 
und S, ist daher die Reciprocalfläche, $,,; die inverse Fläche 
einer Fläche von derselben Ordnung. 

Die centralen Fusspunktflàchen des Ellipsoids geben dazu 
eine gute Erläuterung; seine erste positive Fusspunktfläche ist die 
Elasticitätsfläche von Fresnel, die erste negative eine von 
Tortolini und Cayley untersuchte Fläche. Wir kommen auf 
beide sogleich zurück. (Artikel 247 u. 248.) 

246. Zuvor stellen wir übersichtlich die allgemeinen Ei- 
genschaften der inversen Flüchen zusammen.*) 

1) Drei Paare entsprechender Punkte in zwei inversen Flä- 
chen liegen in der nämlichen Kugelflàche, sowie zwei Punkte ent- 
sprechender Punkte in dem nàmlichen Kreise; jene schneidet die 
mit einem der Einheit. gleichen Halbmesser aus dem Anfangspunkt 
beschriebene Kugel orthogonal. 

2) Nach der Eigenschaft eines dem Kreise eingeschriebenen 
Vierecks bildet die gerade Verbindungslinie irgend zweier Punkte 
а, b einer Curve mit dem Radius vector Oa denselben Winkel, 
wie die gerade Verbimdungslinie der entsprechenden Punkte o, b' 
mit dem Radius vector 0b’. Wenn also «b die Tangente in irgend 
einem Punkte a ist, so schliesst sie denselben Winkel mit dem 
Radius vector. von а ein, wie die Tangente der inversen Curve 
in dem entsprechenden Punkte а. 

3) Die analogen Eigenschaften ergeben sich für die Fláchen. 
Entsprechende Tangentenebenen sind gleich geneigt gegen den 
Radius vector; die entsprechenden Normalen liegen mit ihm in 
derselben Ebene. Sie bilden mit ihm ein gleichschenkliges Drei- 
eck, welches den Abschnitt des Radius vectors zur Basis hat. 

4) Der Winkel, welchen zwei Curven in irgend einem Punkte 


ж) Vergl. Hirst, „Annali di Matemat.“, t. II, p. 165 f. 
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mit einander bilden, ist stets dem Winkel der inversen Curven 
im entsprechenden Punkte gleich. Diess folgt aus 2). 

5) Der Winkel, welchen zwei Flächen mit einander in irgend 
einem Punkte bilden, ist dem Winkel gleich, welchen die in in- 
versen Flächen im entsprechenden Punkte einschliessen. Diess 
folgt aus 3). 

6) Einer geraden Linie und einer Ebene entspringen durch 
Inversion ein Kreis und eine Kugel respective, die den Anfangs- 
punkt enthalten. 

7) Da ein Kreis stets als Durchschnitt einer Ebene und einer 
durch den Anfangspunkt gehenden Kugellläche 4 angesehen wer- 
den kann, so ist die inverse Curve stets ein Kreis; derselbe ist 
einer der Kreisschnitte zweiter Art desjenigen Kegels, welcher 
aus dem Anfangspunkt über dem gegebenen Kreis beschrieben ist. 

S) Das Centrum des zweiten Kreises liegt in der geraden 
Linie, welche den Anfangspunkt mit dem Scheitel а des geraden 
Kegels verbindet, der der Kugel 4 nach dem ersten Kreise um- ^ 
geschrieben ist. 

Denn А ist das Centrum einer Kugel B, welche die Kugel 4 
orthogonal durchschneidet. Die Ebene, welche durch Inversion 
aus 4 entspringt, schneidet die Inverse B^ von B orthogonal, 
d. h. in einem grössten Kreise, dessen Centrum mit dem ihren 
also zusammenfällt. Aber die Centra von B und von 3’ liegen 
nothwendig in einer den Anfangspunkt enthaltenden Geraden. 

Dieser Satz ist die Grundlage der stereographischen Projection.*) 

9) Einem Kreise, welcher eine Curve osculiert, entspricht 
ein Kreis, welcher die inverse Curve osculiert. 

10) Für inverse Flächen liegen die Krümmungscentra zweier 
entsprechender Normalschnitte in gerader Linie mit dem Anfangs- 
punkte. Dem Normalschnitt e in irgend einem Punkte m ent- 
spricht eine Curve о auf einer durch den Anfangspunkt gehenden 
Kugel A; der osculierende Kreis e von « ist die inverse Curve 
des osculierenden Kreises с von e. Ist mun е, der Normalschnitt, 
welcher « im Punkte m’ berührt, so ist nach dem Theorem von 


*) Sein letzter Theil ist wohl von Chasles zuerst ausgesprochen 
worden (1817). Uebrigens haben W. Thompson, „Journal de Mathem.‘, 
t. X und Liouville ,,ibid.", t, XII, die nämliche Methode der Trans- 
formation, der letztere als Methode der reciproken Radien vectoren in 
analytischer Form studiert. 
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Meunier das Centrum von c' die Projection des Centrums von 
сү oder vom osculierenden Kreise von с; auf seine Ebene. Aber 
die Normale m'e, berührt offenbar die Kugel 4 in m', so dass с, 
der Scheitel des ihr nach c'.umgeschriebenen Kegels ist; somit 
ergiebt sich 10) aus 8). 

11) Den beiden Normalschnitten in m, deren Krümmungs- 
centra äusserste Lagen in der Normale von m einnehmen, ent- 
sprechen nothwendig zwei Schnitte der inversen Fläche von der- 
selben Eigenschaft. Die beiden Hauptschnitte der einen Fläche 
entsprechen daher den Hauptschnitten der andern und einer Krüm- 
mungslinie der einen Fläche entspricht eine Krümmungslinie der 
andern. Dadurch lassen sich auch die Krümmungsverhältnisse 
dieser Flächenfamilie allgemein erledigen. 

247. Die erste Fusspunktfláche des Ellipsoids 

x? 2 2? 
atrptz=! 
hat als Inverse des reciproken Ellipsoids die Gleichung 
at? p by? H rel + y + ai 

Sie ist die Elasticitátsflàche von Fresnel. Das inverse 
System einer Reihe von confocalen Flächen, welche sich recht- 
winklig schneiden, ist offenbar eine Reihe von Elasticitätsllächen, 
die zu einander orthogonal sind. Die Krümmungslinien der Ela- 
stieitätsläche sind daher bestimmt als die Durchsehnittslinien der- 
selben mit zwei Flächenfamilien derselben Natur, die aus con- 
cyclischen Flächen zweiten Grades abgeleitet sind. 

Der Anfangspunkt ist ein Doppelpunkt der Fläche und der 
imaginäre Kreis, welchen eine beliebige Kugel mit der unendlich 
entfernten Ebene gemein hat, ist eine Doppellinie derselben. 

248. Die Gleichung der ersten negativen Fusspunkt- 
fläche einer Fläche zweiten Grades, d. h. der Enveloppe 
der Ebenen, welche zu den centralen Radien vectoren derselben 
in ihren Endpunkten normal sind, ist zuerst von Cayley gegeben 
worden. 

Wenn wir durch das Centrum der Fläche zweiten Grades 
eine Kugel beschrieben denken, welche dieselbe in einem Punkte 
(æ, у, 2) berührt, so ist offenbar der Punkt (а, y, z) der deri- 
vierten Fläche, welcher dem Punkte (а, у, z) entspricht, der 
Endpunkt desjenigen Durchmessers dieser Kugel, welcher durch 
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das Centrum der Fläche geht. Wir erhalten also für 


{== а? py 4 2° 
die Ausdrücke : 
, t , t 
а 


[ 
(a 2). 
Die Auflösung dieser Gleichungen für a", у, z und die Sub- 
stitution der erhaltenen Werthe in die beiden Gleichungen 


eg + yy trat + у? + 2°, 


а vi 2? 
ab + ra al Ae 1 
liefert die Gleichungen 
а? gu 2 2? 
DOE 7——R Ss теб 
(2-2) (2-8%) ч 


ЧЕ 96-9 268-2 


Da die zweite dieser Gleichungen durch Differentiation der 
ersten nach / entsteht, so ist die betrachtete Fläche durch die 
Discriminante dieser Gleichung darstellbar. Wir bilden dieselbe 
leicht, da die Gleichung vom vierten Grade ist. Sie ist 
t! — (PH c?) PF { 40202 с2а? а) + а?а? + Py? petty 

— {84b + 2 (b? 4-с?) а?а? + 2 (c* Ha?) ^y? 4-2 (a? + 07) с Y ı 
+ 4b (x? + y?+ 2?) == 0. 
Wenn wir sie in der Form 
AU + ABD +60? +4D 4 Е = 0 
schreiben, so sehen wir, dass A und B die Grössen v, y, z 
nicht enthalten, während jede der Grössen C, D, E sie im zwei- 
ten Grade enthält. Nun ist die Discriminante vom sechsten Grade 
in den Coefficienten und von der Form 
АФ + Bp; 
sie kann also æ, y, z nur im zehnten Grade enthalten und diess 
ist daher die Ordnungszahl der betrachteten Fläche. 
Ihr Querschnitt in einer der Hauptebenen besteht aus der 
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ersten negativen Fusspunktcurve des entsprechenden Hauptschnit- 
tes des Ellipsoids, éiner Curve sechster Ordnung, und einem 
zweifach zu zählenden Kegelschnitt, welcher eine Doppelcurve der 
Fläche ist. 

Die Doppelpunkte in den Hauptebenen entsprechen deu Punk- 
ten des Ellipsoids, für welche 

x? { oy? o£? — 2a? oder t = 90, 1 = 92 
respective ist, wie diess leicht aus den oben für æ, y, z gege- 
benen Ausdrücken hervorgeht. Ueberdiess besitzt die Fläche einen 
Cuspidalkegelschnitt in unendlicher Entfernung und eine endliche 
Cuspidalcurve von der sechszehnten Ordnung. Dieselbe entspricht 
der Durchschnittscurve des Ellipsoids mit der Fläche vierter Ord- 
nung 


a? у? 2? Г n DH 1 1 1 


+3 (e y? + z’) 


= 05) 


а%?с? 
249. Das nämliche Problem ist von W. Roberts auf einem 

anderen Wege gelóst worden. Er hat bewiesen, dass die Be- 
stimmung der ersten negativen Fusspunktfläche identisch ist mit 
der Bildung der Gleichung der Parallelfláche. Jenes fordert die 
Bestimmung der Enveloppe der Ebene 

ea La + 22 = xy? + 2°, 
wo а, y', z' der Gleichung der Fläche genügen; dieses, als die 
Bestimmung der Enveloppe einer Kugel, deren Centrum in der 
Fläche liegt und deren Radius == a ist, fordert die Enveloppe 
von 

(c— a? + yy? + (6—2) e 


oder 
EZ 2yy + 222 = wk 2—4 x db 2° 
darzustellen. Bei der Bestimmung dieser Enveloppe sind die nicht 
accentuierten Buchstaben als Constante zu behandeln und es geht 
daraus hervor, dass beide Probleme specielle Fälle desjenigen 
sind, in welchem unter denselben Bedingungen die Enveloppe von 


*) Eine Discussion der Fläche mit Untersuchung der verschiedenen 
Formen, die sie und die Cuspidal- und Doppelcurven derselben für ver- 
schiedene Werthe von 1°, 0°, с? annehmen, gab Cayley. (Vgl. „Phi- 
losoph. Transactions'*, 1858, oder „Annali di Matem.'*, t. II, p. 168.) 
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verlangt wird. Und ferner, dass aus der Gleichung der Parallel- 
fläche die Gleichung der ersten negativen Fusspunktlläche hervor- 
geht, indem man in ihr für А?, 2, y, z die Substitutionen 

(«2 Lok 2), ks фу, ks 
respective vollzieht. 

Wenn wir so nach Artikel 244 die Gleichung der Parallel- 
flüche einer Fläche zweiten Grades erhalten haben, so konnen 
wir durch die hier angegebenen Substitutionen die Gleichung der 
ersten negativen Fusspunktflàche finden, für einen beliebigen An- 
fangspunkt eben so wohl als für den im Centrum gedachten. 

Wenn wir ferner für % die Substitution & + E und dann 
für Æ die vorige Substitution machen, so erhalten wir die einem 
beliebigen Anfangspunkt entsprechende erste negative Fusspunkt- 
fläche der Parallelfláche der Fläche zweiten Grades, d. h. die 
Lósung eines Problems, welches schwerlich in anderer Weise zu 
lósen sein móchte. 

Haben wir wie oben die Gleichung der ersten negativen 
Fusspunktfläche der Fläche zweiten Grades gefunden, so brauchen 
wir nur die Gleichung der inversen Flàche derselben zu bilden, 
um nach Artikel 245 darin die Gleichung ihrer zweiten positiven 
Fusspunktflàche zu bilden. 


Beispiel 1. Man soll die Enveloppe E Ebenen bestimmen , welche 
normal zu den Radien vectoren der Ebene 


ах + by + cez 4 а == 0 
in ihren Enden gelegt sind. 
Da die Parallelfläche hier aus einem Ebenenpaar besteht, dessen 


Gleichung 
(« + by + ez + dp = k 
ist, so ist die der Enveloppe 


(ах + by + с: + 0 а р H 2. 
Beispiel 2. Man soll die erste negative Fusspunktfläche der Kugel. 


(к — 9)? + (у — В) + (2 — 0) == т 
bestimmen. 
Die Parallelfläche besteht aus dem Paar von concentrischen Kugeln 
-(c— e + (y —8* + (— A = (r t 0 
die Enveloppe ist daher 
(2—20)? + (у — 28+ (2—20) = {2r + V? + 0? zs 


d. h. eine Umdrehungsfläche zweiten Grades. 
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250. Durch Dupin ist die Fläche studiert worden,*) welche 
die Enveloppe aller derjenigen Kugeln ist, welche drei gegebene 
Kugeln berühren. Er hat ihr den Namen Cyclide gegeben. Die 
Eigenschaften derselben können mit Leichtigkeit durch Inversion aus 
denen der Ringflüche abgeleitet werden, welche durch Drehung 
eines Kreises um eine in seiner Ebene gelegene Achse erzeugt 
wird. (Vergl. Artikel 177.) Denn aus den allgemeinen Grund- 
sätzen der Inversion im Artikel 246 geht sofort hervor, dass eine 
Gruppe von drei Kugeln stets in eine Gruppe von drei andern 
Kugeln transformiert werden kann, deren Centra in einer gera- 
den Linie liegen. Der Ort der Anfangspunkte der Inversion ist 
die Peripherie des Orthogonalkreises der in der Ebene ihrer 
Centra liegenden grössten Kreise der Kugeln. Sind aber die 
Centra der Kugeln in gerader Linie, so ist die Enveloppe der 
berührenden Kugeln offenbar aus vier Kreisringllächen zusammen- 
gesetzt, für welche jene Gerade die gemeinschaftliche Achse ist. 
Die Berührungspunkte der festen Kugeln mit der veränderlichen 
bilden Kreise im speciellen wie im allgemeinen Fall. Daher besteht 
die Cyelide im Allgemeinen aus vier Mänteln; dieselben schneiden 
sich paarweise nach Kreisperipherien, welche Krümmungslinien 
der Fläche sind, unter constanten Winkeln, 

Alle Krümmungslinien der Cyclide sind Kreise; denn auf 
jenen Ringflächen sind sie Meridian und Parallelkreise. Die Ebene 
einer Krümmungslinie schneidet die Fläche unter constantem 
Winkel. 

Da man durch einen beliebigen Punkt des Raumes stets 
zwei Kugelllächen legen kann, welche die Ringfläche berühren 
und zwar nach je zwei Curven, nämlich nach Meridianen oder 
Parallelkreisen, so besitzt die Cyclide nothwendig zwei Tangenten- 
ebenen, welche sie nach Krümmungslinien berühren. 

Wenn man ebenso die Kugeln betrachtet, welche durch einen 
beliebigen Punkt des Raumes und die Kreise der Ringlläche be- 
stimmt sind, so findet man, dass sie zwei Schaaren bilden, deren 
jede eine Kreislinie gemeinschaftlich enthält und erhält den Satz: 
Die Ebenen der kreisfórmigen Krümmungslinien der Cyclide bil- 
den zwei Büschel, deren Scheitelkanten zu einander rechtwinklig 
sind. Die Centra dieser Kreise bilden zwei ebene Curven, welche 


*) Vergl. „Applications de Géométrie", p. 200. 
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Fusspunkteurven von Kegelschnitten sind. Die Krümmungscentra 
der Cyclide bilden zwei Kegelschnitte in Ebenen, welche zu ein- 
ander normal sind. » . 

Da die Kreisringfläche durch jede doppelt berührende Ebene 
in zwei Kreisen geschnitten wird, so muss jede die Cyclide dop- 
pelt berührende Kugel sie in zwei Kreisen durchschneiden, deren 
Ebenen selbst die Cyclide doppelt berühren. 

Die Gleichung der Cyclide ist 

(4А—«?)? = 4 (B + 2bcaa) 
für « als einen willkürlichen Parameter und 
di= +’ +++, 
B = (bV 4 с) а? + ey + br? + е". 

(Vgl. den Anhang „Ueber die Systeme der Orthogonalflàchen*, 
Artikel Sos 202 

Ihre erste negative Fusspunktfläche wird durch Substitution 
von (« + k) für e und nach dem Theorem des vorigen Artikels 
in der Form 

(ei — 9 — c?) а? + (a? — e?) y? + (a? — 0?) z* — Aabca: 

+ ei — 2o? (b? + c?) + (с? Lë yy = 

4 (bex + ab? + ac? — о?) (£? + y? + 23) 
erhalten. Durch die Substitution von 2 — a', y — y, z —z für 
а, у, z respective erhält man sie statt für den Anfangspunkt der 
Coordinaten für einen beliebigen Punkt im Raume. 

251. Die Ergebnisse des vorigen Artikels kónnen vervoll- 
ständigt werden durch eine allgemeinere Theorie der Flächen 
vierter Ordnung, auf welchen Schaaren von Kegel- 
schnitten gelegen sind. *) 

Wenn eine Flüche vierter Ordnung einen Kegelschnitt ent- 
hält, so muss die Ebene desselben aus ihr noch einen zweiten 
Kegelschnitt herausschneiden; die vier reellen oder imaginären 
Punkte, welche beide Kegelschnitte mit einander gemein haben, 
müssen nothwendig entweder Doppelpunkte der Fläche oder Be- 
rührungspunkte derselben mit der Ebene der Kegelschnitte sein. 
Andererseits bedingt die Existenz von vier Doppelpunkten im 
ebenen Schnitt einer Fläche vierter Ordnung die Zusammen- 


*) Man verdankt diese Theorie Kummer. Vgl. ,,Monatsberichte 
der kön. Preuss. Akad, d. W. zu Berlin“, 1863, p. 324. 


http://rcin.org.pl 


setzung derselben aus Curven niederer Ordnungen, da eine eigent- 
liche Curve vierter Ordnung nur drei Doppelpunkte haben kann; 
liegen drei von den Doppelpunkten in gerader Linie, so sind 
jene eben diese Gerade und eine Curve dritter Ordnung. Bei 
mehr als vier Doppelpunkten ist der betrachtete Schnitt nothwen- 
dig eine Verbindung zweier Geraden und eines Kegelschnitts, als 
welcher Fall fünf, oder eine Verbindung von vier Geraden, als 
welcher Fall sechs Doppelpunkten entspricht. 

Die uneigentlichen Flächen vierter Ordnung, welche durch 
die Verbindung zweier Flächen zweiter Ordnung repräsentiert 
werden, und die Kegelllächen vierten Grades, als welche für alle 
durch einen Punkt. (im letzteren Falle die Spitze) gehende Ebenen 
Kegelschnittpaare ergeben, bleiben hier ausgeschlossen. 

Es bleiben folgende Fälle zu unterscheiden: 1) Die Schaar 
der Ebenen der Kegelschnittpaare berührt die Fläche nicht. 

2) Sie besteht aus einfachen Tangentenebenen der Fläche. 

3) Sie besteht aus Doppeltangentenebenen der Fläche. 

Die Fälle der dreifach berührenden Ebenen und der längs 
einer Geraden berührenden Ebenen sind unwichtig, der Letztere 
insbesondere beschränkt auf die osculierenden Ebenen der ab- 
wickelbaren Flächen vierter Ordnung. 

252. 1) Wenn die Ebenen der Kegelschnittpaare 
die Fläche nicht berühren, so enthält jede derselben noth- 
wendig vier Doppelpunkte der Fläche. Ist keiner dieser Doppel- 
punkte für alle Ebenen der Schaar gemeinschaftlich, so besitzt 
die Fläche eine Doppeleurve vierter Ordnung und muss aus zwei 
Flächen zweiten Grades bestehen. 

Ist einer der Doppelpunkte allen den Ebenen der Kegel- 
schnittpaare gemeinschaftlich, d. h. bilden dieselben ein Netz, so 
besitzt die Fläche nothwendig eine Doppeleurve dritter Ordnung, 
die jenen Punkt nicht enthält; auch diess ist nur möglich in den 
ausgeschlossenen Fällen der uneigentlichen Flächen vierter Ord- 
nung. 

Die Gemeinsamkeit von zwei Doppelpunkten für alle Ebenen 
der Schaar oder die Voraussetzung, dass diese ein Büschel bil- 
den, erfordert eine Doppelcurve zweiten Grades, welche jene 
festen Punkte nicht enthält. Und die Existenz einer solchen Dop- 
peleurve und zweier Doppelpunkte ausser ihr macht die Ebenen 
des durch diese bestimmten Büschels zu Ebenen der Kegelschnitt- 
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paare, wenn uicht die Verbindungslinie jener Doppelpunkte den 
Doppelkegelschnitt schneidet, wo sie dann der Fläche ganz an- 
gehórt. 

Die Gleichung einer solchen Fläche ist von der Form 

g = LA? 
wenn ф und «p ganze rationale Functionen zweiten Grades und p 
eine lineare Function der drei Veränderlichen bezeichnen. Nimmt 
man hier ap als Product der linearen Functionen g und r, also 
g == Ap'gr, 
so hat man die allgemeine Gleichung der Flächen vierter 
Ordnung, die ausser dem Doppelkegelschnitt zwei 
Doppelpunkte haben, ohne dass ihre gerade Verbindungslinie 
der Fläche angehört. Hier ist 
9 = 0, р=0 
die Doppelcurve und die Punkte 
q'em 0 табу Лу 109 
die Schnitte einer Geraden mit einer Fläche zweiten Grades, sind 
die Doppelpunkte der Fläche. Alle Ebenen des Büschels 
7 == 0, т = 
schneiden Kegelschnittpaare, die Ebenen 
4 = 0, eat 
selbst sind singuläre Tangentenebenen, denn sie berühren die 
Flächen nach den Kegelschnitten, welche sie enthalten. 

Denken wir ausser dem Doppelkegelschnitt zwei 
Paare von Doppelpunkten in der Fläche, so entspringen 
zwei Büschel von Ebenen der Kegelschnittpaare; man hat die 
allgemeine Gleichung solcher Flächen 

(p* + gr — st? = Apr, 
oder was dasselbe ist 
(02 — qr + st = Ay'st, 


р + Ver ys == 0 
wenn p, q, 7, $, t lineare Functionen der Veränderlichen sind. 
Die Ebenenbüschel 
ok А = 0, 5+ш=0 
sind die Ebenen der Kegelschnittpaare, die vier Ebenen 


oder 
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qe. sale 
berühren die Fläche nach Kegelschnitten. 
Die Doppeleurve ist durch 
p= 0, qr—st = 0 > 
bestimmt und die vier einzelnen Doppelpunkte sind in Paaren 


durch 


1 


0, r=(, р? — st = 0, 
$ == 


0. «1 0, p?—4r— 0 

dargestellt. Веі genauerer Untersuchung ihrer Lage findet man, 
dass von den sechs Geraden, welche sie verbinden, vier die Dop- 
pelcurve zweiten Grades schneiden und also der Fläche selbst 
angehóren, so dass eben nur die übrigen zwei Verbindungslinien 


ld 


gi—0.-5z£20 ВЕЛНЕ 
als Achsen der Ebenenbüschel der Kegelschnittpaare bleiben. 

Zu dieser Gruppe von Flächen gehört die Dupin '- 
sche Cyclide, wie die Vergleichung mit den Sätzen des Arti- 
kel 250 zeigt; ihre Doppelcurve liegt ganz im Unendlichen und 
von den vier Doppelpunkten sind stets zwei imaginär. Ihrer 
Gleichung kann die Form 

0° = {(ах — ek) + Uy? + (ex — a? — b22} 
gegeben werden. 

253. Wenn jede Ebene der Kegelschnittpaare durch mehr 
als zwei feste Doppelpunkte geht, so muss die gemeinsame Achse 
ihres Büschels der Flüche selbst als eine gerade Doppellinie an- 
gehören. Aus jeder Fläche vierter Ordnung mit einer 
geraden Doppellinie schneiden die Ebenen, welche 
dieselbe enthalten, Kegelschnitte aus. Die Gleichung 
solcher Flächen hat die Form 


р^ + 2pqg9, + з = 0, 
wenn $, q,, 9, Functionen zweiten Grades, p, 4 lineare Func- 
tionen der Veränderlichen sind. ` Die Doppellinie ist 
pocqrcq 

Es bleibt hiernach nur die Untersuchung der Fälle übrig, 
wo die Kegelschnittpaare der Fläche als einander berührend vor- 
ausgesetzt werden. Daraus entspringt zuerst eine specielle Art 
der Flächen 

p? = Apr, 
Salmon, Anal, Geom. d, Raumes. II. 23 
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bei welcher die beiden einzelnen Doppelpunkte sich unendlich 
nahe liegen. Bemerkenswerther ist die Familie von Flächen, deren 
Kegelschnittpaare eine doppelte Berührung haben, Flächen also, 
die in zwei verschiedenen Punkten sich selbst berühren. Alle 
durch diese beiden Selbstberührungspunkte gehenden Ebenen 
schneiden die Fläche in Kegelschnittpaaren, die sich in ihnen 
berühren. Sie haben die Gleichung 
g^ = ap! + 40% + 6ep'q? + Adpg + eg‘, 
wo ф eine Function zweiten Grades, р, 4 lineare Functionen, 
а, b, c, d, e Constanten bezeichnen. Die Schnittpunkte der Fläche 
zweiten Grades und der Geraden 
ф = 0, p=0, ;=0 

sind die Punkte der Berührung. 

Die vier Ebenen, deren algebraische Ausdrücke die linearen 
Factoren der Function vierten Grades sind, die die rechte Seite 
der Gleichung bildet, sind sioguláre Tangentenebenen der Fläche; 
sie schneiden aus ihr Kegelschnittpaare aus, welche sich decken. 
Wenn die bezeichnete biquadratische Function zwei gleiche lineare 
Factoren hat, so fallen zwei jener Ebenen zusammen und die 
Fläche besitzt dann in dieser eine Doppelcurve. 

Diess ist aber das allgemeine Resultat der Untersuchung: 
Alle Flächen vierter Ordnung, aus denen Schaaren 
von nicht berührenden Ebenen Kegelschnittpaare 
schneiden, können als erzeugt durch Drehung eines 
veränderlichen Kegelschnitts um eine feste Achse an- 
gesehen werden. 

Es liegt hier nahe, an die Umdrehungsflächen zu den- 
ken, welche durch Drehung eines Kegelschnitts um 
eine nicht in seiner Ebene gelegene Achse erzeugt 
werden?) Sie besitzen einen doppelten Parallelkreis, der zu 
einem conjugierten und zu einem imaginären Kreise werden kann. 
Eine zweite Schaar von generierenden Kegelschnitten wird be- 
stimmt durch den zu einem von der ersten Schaar in Bezug auf 
eine beliebige Meridianebene symmetrischen Kegelschnitt. Jede 
Ebene, welche einen Kegelschnitt der ersten Schaar enthält, schnei- 


*) Ueber die allgemeine Fläche dieser Art mag man die Note von 


de la Gournerie vergleichen, ,,Liouville's Journ.“, t, VIIT, Zem" Serie 


р. 52, 
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det die Fläche ferner in einem Kegelschnitt der zweiten Schaar 
und berührt sie in zwei Punkten. Jede Fläche zweiten Grades, 
welche einen dieser Kegelschnitte und den Doppelkreis enthält, 
geht durch einen Kegelschnitt der andern Reihe und berührt die 
Fläche in den zwei Schnittpunkten beider. 

Die doppelt berührenden Ebenen der Fläche theilen sich in 
drei Schaaren und jeder solchen Schaar entsprechen zwei Reihen 
identischer erzeugender Kegelschnitte; es gehen also durch jeden 
Punkt der Fläche sechs Kegelschnitte ausser dem Parallelkreis 
des Punktes; etc. 

Wenn eine der Achsen des erzeugenden Kegelschnitts bei 
der Rotation eine Ebene beschreibt, so ist der Doppelparallelkreis 
unendlich entfernt; etc. 

Man kann durch die collineare Transformation zum allge- 
meineren Falle übergehen. 

254. 2) Wenn die Ebenen der Kegelschnittpaare die Fläche 
einfach berühren, so gehen sie nothwendig durch drei Doppel- 
punkte der Fläche hindurch und diese Bedingung ist zugleich 
hinreichend, wenn nicht der Berührungspunkt mit zweien dieser 
Doppelpunkte in einer Geraden liegt, die dann ganz der Fläche 
angehören muss. Wenn die Ebenen der Schaar* nicht sämmtlich 
einen festen Doppelpunkt der Fläche enthalten, so muss der Ort 
der drei Doppelpunkte, welche jede enthält, eine Doppelcurve 
dritter Ordnung in der Fläche sein. Der Fall? dass der Berüh- 
rungspunkt mit zweien der übrigen Doppelpunkte in einer Gera- 
den liegt, tritt stets und nur dann ein, wenn die Fläche eine 
Regelfláche ist. Alle Flächen vierter Ordnung also, welche eine 
Doppelpunktscurve dritter Ordnung haben, werden von ihren 
sämmtlichen Tangentenebenen in Kegelschnittpaaren geschnitten; 
aus den Regelllächen vierten Grades schneiden die einfach be- 
rührenden Ebenen stets Gerade mit Curven dritter Ordnung aus. 

Die Doppelcurve kann entweder eine Raumcurve dritter Ord- 
nung, oder die Vereinigung einer Geradeu und eines Kegelschnitts 
oder die von drei Geraden sein. Die Flächen der ersten Art 
sind nothwendig Regelllächen. Die Flächen der zweiten Art sind 
ebenfalls Regelllächen und es ist nölhig, dass die gerade Doppel- 
linie den Doppelkegelschnitt in einem Punkte schneidet. 

Drei Doppelgerade können existieren im Falle der Regelflàchen, 
einmal als zusammenfallend in eine dreifache Linie der Fläche; 

23* 
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das anderemal als ein Paar Gerade, die nicht in einer Ebene 
liegen, aber von- der dritten geschnitten werden. Nur der Fall, 
dass die drei Doppelgeraden durch einen Punkt gehen, 
bleibt zu betrachten. Die allgemeine Gleichung der Fläche ist dann 
Aq? + Br*p? + Cpe + 2Dpgrs = 0 

mit p, q, r, s als linearen Functionen der Coordinaten und 
A, B, С, D als Constanten. Die drei Ebenen 

p=0, 4=0, r=0 
schneiden sich in den Doppelgeraden der Fläche und bestimmen 
den dreifachen Punkt derselben. 

Unendlich viele Schaaren von Kegelschnitten liegen auf die- 
ser Fläche. Durch jeden beliebigen Punkt des Raumes geht eine 
Schaar von Ebenen, welche Kegelschnittpaare aus ihr schneiden; 
alle Ebenen einer solchen Schaar umhüllen einen Kegel sechsten 
Grades, welcher die Fläche einhüllt, Durch jeden Punkt auf der 
Flüche gehen unendlich viele Kegelschnitte derselben, deren Ebe- 
nen einen Kegel vierten Grades einhüllen; wenn der Punkt auf 
einer der drei Doppellinien liegt, so wird derselbe zu einem 
Kegel zweiten Grades. ` 

Diese merkwürdige Art von Flächen hatte J. Steiner ent- 
deckt und ihre Haupteigenschaften erkannt. An den Satz anknül: 
pfend: Wenn man durch einen Punkt einer Fläche zweiten Gra- 
des drei Sehnens parallel zu einem System conjugierter Durch- 
messer einer andern Fläche zweiten Grades zieht, so liegen ihre 
Endpunkte in einer Ebene, die stets durch einen festen Punkt p 
geht*) — betrachtete er die Punkte p, welche den Flächen eines 
Büschels entsprechen und fand, dass sie einen Kegelschnitt bil- 
den. Denkt man dann drei Flächen zweiten Grades und durch 
die Schnittlinie der beiden ersten eine neue gelegt, sodann wie- 
der eine durch den Durchschnitt dieser und der dritten, so er- 
hält man ein System von Flächen zweiten Grades, die den Punk- 
ten einer Ebene so entsprechen, dass jeder Geraden in ihr ein 
Büschel von Flächen entspricht. Die Pole derselben bilden eine 
Fläche, auf der unendlich viele Schaaren von Kegelschnitten lie- 


*) Von Hesse bereits 1837 bewiesen in ,,Crelle's Journal“, Bd, 
ХҮШ, p. 110. Im I. Bande, Artikel 117, Beispiel 9 ist ein specieller 
Fall desselben gegeben, von dem man durch Transformation zum all- 
gemeinen leicht übergehen kann. 
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gen, oder die auf unendlich viele Arten durch Bewegung eines 
Kegelschnitts erzeugt werden kann.*) 
Die Gleichung 

ya? + LL p wy — 2cayz = 0 
giebt eine solche Steiner'sche Fläche, in der die drei Doppel- 
geraden auf einander senkrecht stehen, und gleiche Abschnitte 
in derselben besitzen; sie setzen sich weiterhin als isolierte Linien 
fort. Die vier singulären Tangentenebenen, welche sie nach Krei- 
sen berühren, — d.i. in zwei zusammenfallenden Kegelschnitten 
schneiden — trennen durch diese die convex-convexen Theile der 
Fläche von den convex-concaven; die Tangentenebenen in jenen 
Theilen bestimmen mit der Fläche nur imaginäre, die in diesen 
Theilen reelle Kegelschnittpaare. Die allgemeinste Steiner’sche 
Fläche geht hieraus durch collineare Transformation hervor; ihre 
Gleichung enthält fünfzehn wesentliche Constanten. 

255. Die Voraussetzung, dass die Schaar der Tangen- 
tenebenen der Kegelschnittpaare einen festen Dop- 
pelpunkt der Fläche enthält, bedingt die Existenz 
einer Doppelcurve zweiten Grades in der Fläche. Ihre 
allgemeine Gleichung ist 


ф? == 4 p, 
wenn 
Фф ef 
einen Kegel zweiten Grades und 
9 = 0 


eine durch seinen Scheitel gehende Fläche zweiten Grades dar- 
stell. Der Scheitel des Kegels ist ein Doppelpunkt der Fläche 
und die Schaar der den Kegel zweiten Grades berührenden Ebe- 
nen schneidet Kegelschnittpaare aus derselben aus und berührt sie. 

Der Berührungskegel zweiten Grades, welcher der Fläche 
für den Doppelpunkt entspricht, kann auch als ein solcher be- 
trachtet werden, dessen Tangentenebenen zugleich die Fläche — 
jedoch sämmtlich im Doppelpunkte — berühren; die von ihnen 
in der Flüche bestimmten Curven haben in diesem Punkte eine 


*) Eine synthetische Untersuchung dieser Flüche ist von Sehró- 
ter ausgeführt worden; ,,Monatsberichte der kön. Preuss. Akad. d. W. 
zu Berlin*, 1863, p. 520. 


http://rcin.org.pl 


—— EEN — 


Spitze und ausser ihm zwei Doppelpunkte, sind also eigentliche 
Curven vierter Ordnung. 

Der Fall des Büschels einfach berührender Ebenen durch 
zwei Doppelpunkte kann nur statt haben, wenn die gerade Ver- 
bindungslinie der Doppelpunkte der Fläche ganz angehört, und 
giebt keine neue Art solcher Flächen. 

256. Wenn eine zweifach berührende Ebene aus der Fläche 
ein Kegelschnittpaar schneiden soll, so muss sie durch zwei Dop- 
pelpunkte der Fläche gehen; und soll eine Schaar von Ebenen 
dieser Art existieren, so muss die Fläche eine Doppelcurve zwei- 
ten Grades besitzen. 

Die Flächen vierter Ordnung, welche eine Dop- 
pelcurve zweiten Grades besitzeu, werden von allen 
doppelt berührenden Ebenen in Kegelschnittpaaren 
geschnitten. Man kann die Gleichung solcher Flächen 

g = LA 
in der Form 
(p + 214p? = A p? (p + ip + XP) 
darstellen, in der A eine beliebige Constante bedeutet. Bestimmt 
man diese so, dass 
p + ip Vp = 0 
eine Kegelfläche darstellt, so wird die Fläche vierter Ordnung 
von derselben doppelt eingehüllt; jede ihrer Tangentenebenen 
ist eine Doppeltangentenebene der Fläche und schneidet ein Kegel- 
schnittpaar aus ihr heraus. 

Die Bedingung, unter welcher 

Y + ip qp O 
eine Kegelfläche ist, führt auf eine Gleichung fünften Grades für 
А, d. h. es giebt im Allgemeinen fünf verschiedene 
Kegel zweiten Grades, deren Tangentenebenen eine 
Fläche vierter Ordnung mit einer Doppelcurve zwei- 
ten Grades zweifach berühren und Kegelschnittpaare 
aus ihr schneiden. 

Einer imaginären Wurzel dieser Gleichung entspricht eine 
Schaar imaginärer Ebenen dieser Art; der Gleichheit zweier Wur- 
zeln derselben entsprechen an Stelle der Schaaren doppelt be- 
rührender Ebenen zwei singuläre Tangentenebenen, welche sie 
in Kegelschnitten berühren, oder eine Schaar einfach berühren- 
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dem Ebenen, welche durch einen festen Doppelpunkt der Fläche 
gehen. Hat die Fläche ausser der Doppelcurve noch ein oder 
zwei Paar von Doppelpunkten, deren Verbindungslinien sie nicht 
schneiden, und daher eine oder zwei Schaaren von nicht berüh- 
renden Ebenen, welche Kegelschnittpaare aus ihr schneiden, so ` 
bleiben von den fünf Schaaren doppelt berührender Ebenen stets 
nur drei oder eine übrig und die übrigen werden zu singulären 
Tangentenebenen der Fläche. 

Für die Dupin'sche Cyelide hat jene Gleichung zwei Paare 
gleicher Wurzeln, denen die vier — zwei sind stets imaginär — 
singulären Tangentenebenen entsprechen; die fünfte Wurzel giebt 
einen reellen doppelt berührenden Kegel zweiten Grades, dessen 
Tangentenebenen Kegelschnittpaare — es sind Kreise — aus der 
Fläche schneiden. Sie sind von denen verschieden, deren Exi- 
stenz im Artikel 250 erkannt worden ist. 

Die Regelllächen vierter Ordnung besitzen doppelt berührende 
Ebenen, die ausser den beiden Erzeugenden, die sie enthalten, 
Kegelschnitte auf der Fläche bestimmen. 

257. Eine interessante Gruppe von Flächen verbindet sich 
mit einer Fläche zweiten Grades durch die allgemeine Theo- 
rie, welche das Normalenproblem als einen speciellen 
Fall enthält. Wir haben im I. Bande nur gelegentlich dieses 
Problems gedacht (Art. 135) und die allgemeinere Untersuchung 
erwähnt, deren auf Flächen bezügliche Resultate hierher gehören.*) 

Man wird finden, dass die im 1. Bande in den Artikeln 208— 
210 kurz gegebene Theorie der Fläche der Krümmungs- 
centra hier in einen allgemeineren Zusammenhang tritt. **) 


*) A. Clebsch, „Ueber das Problem der Normalen bei Curven 
und Oberflächen zweiter Ordnung." „Journal f. Math.“, Bd. LXII, 
р. 64 f. 

**) Zu der im Artikel 208 des ersten Bandes gegebenen Methode 
zur Bestimmung der Gleichung der Flüche der Centra fügen wir die 
folgende hinzu, welche aus den Artikeln 129 Band I und 33 des gegen- 
würtigen ihre Begründung empfüngt. Man bilde die Diseriminante von 


AU + {(@—а)* + (y—8* + G—y»* — RÄ 
für U == 0 als die Gleichung der Fläche; sie ist vom vierten Grade in 
A und ihre beiden Invarianten seien S und 7. Рапп entspringt aus 


N A emp 
dureh Elimination von A* die Gleichung der Fläche der Centra. 
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Wenn man das Problem der Normalen für Flächen mach 
den Gesetzen der Transformation verallgemeinert, so wie diess 
in den Artikeln 478, 479 der „Analyt. Geom. der Kegelschnitte‘“ 
für Curven zweiter Ordnung gezeigt worden ist, so entspringt 
die Aufgabe: Auf der Oberfläche zweiter Ordnung U— 0 
soll ein Punkt X so gefunden werden, dass die Polare 
eines gegebenen Punktes x in Bezug auf den von X 
an die Fláche zweiter Ordnung v — 0 gehenden Tan- 
gentenkegel mit der Tangentenebene von U —'0 im 
Punkte X zusammenfällt. 

Die Fläche v == 0 vertritt den imaginären Kreis der unend- 
lich entfernten Ebene, in Bezug auf welchen die Richtung der 
Normale und die Stellung der Tangentenebene Pol und Polare sind. 

Bezeichnen U, V homogene Functionen zweiten Grades mit 
den Veränderlichen X — nämlich X,, X, Aa, X, statt X, У, Z, W 
— und x, v dieselben mit den Veränderlichen æ und sind 


be geg HON ИРЕ 


ihre durch 2 dividierten partiellen Differentiale nach diesen Ver- 
änderlichen, so ist das Problem durch die Gleichungen 


v = ÀU, + и, 
v, = А0, + u Fs, 
vy = А0, + и Vs, 
v4, — А0, + «VF, 


mit A, u als unbestimmten Factoren ausgedrückt. Die Elimina- 
lion von A, X;, X}, X, zwischen ihnen führt auf eine Gleichung 


x А 
sechsten Grades für a welche in der den confocalen Flächen 


entsprechenden Form von Joachimsthal untersucht worden ist,*) 
Sind wu; und v; die Coefficienten von «u, v und 4 die aus 

den Elementen (Aw; + uvik) gebildete Determinante, Au. aber 

ihre Unterdeterminante, so folgt aus den vorigen Gleichungen 


А.Х, = ndo 545 + 43 + dus 
4. Xy = yn + %4„ + 545 + ysu 


*) Vergl. ibid, Bd, LIII, p. 153 f., dazu die schöne letzte Arbeit 
Joachimsthal's, ibid. Bd. LIX, p. 111 f, 
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und somit durch Einführung in U == 0 die gesuchte Endgleichung 
ZE E Zug, piv, Ак = 0. 

Bemerkt man, dass für eine Unterdeterminante zweiter Ord- 

nung Ар 
dn dat = Aik Agp — 4 . Aik,gp*)» 
so geht sie über in 
£ Zug y. ZZ GË EN — Al. E и Da Up {клр == 0. 

Da ferner u; als Differential des Elements (Аш + vix) 
nach 4 erscheint, so ist 
d (ZZvv, Ay) 


ал 
Х Уц, Zi == How ZZEZZugvQv, {кр == di 


ад’ 
und für 
Ә = 220,1 Ag 
daher die Endgleichung 


Betrachtet man A, ш als Constante, die æ als Veränderliche, 
so ist der Ausdruck links eine homogene Function zweiten Gra- 
des und die Gleichung bezeichnet eine Fläche zweiten Grades 
von folgender Entstehung: Wenn man durch die Schnittcurve von 
и == 0, v == 0 die Fläche des Büschels Au + uv == 0 legt, 
in Bezug auf sie die Polaren der Punkte von и == 0 und die 
Pole der Letzteren in Bezug auf v == 0 nimmt. 

258. Soll die Gleichung 1) zwei gleiche Wurzeln besitzen, 
so muss ihr Differentialquotient nach A zugleich mit ihr selbst 
verschwinden, d. h. | 


o d*a AR 


асн Br 
sein. Die Bedingungen 
=), 4—0 

erfülen beide Gleichungen, und man sieht daraus, dass die 
Discriminante von 1) den Ausdruck als Factor enthält, 
welcher gleich Null gesetzt das Resultat der Elimi- 
nation aus 2 = 0, 2 = 0 bildet. 

Ist wie hier, der Grad von & um Eins geringer als der von 
4, so lässt sich der übrig bleibende Factor leicht bilden. Nach 


*) Vergl. ,,Vorlesungen*', Artikel 19. 
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Potenzen von A geordnet hat man 
Q = ay + (n—1) dhu +. 
4 = b» RM. + ..., 
also statt 1) 
2) 0 = ab, rä +2 (n—1) dbiu +. 
und für zwei gleiche Wurzeln durch Differentiation nach à und u 
а А RR 
РИ 
== 2(%— 1) ab à? + 2 (п — 1) (2n — 3) dbArAu kt 


+ 


3) 
Q 2 5 -2(n—1)ab— +... 


du 

Da die beiden letzten Gleichungen für u = 0, b == 0 ver- 
schwinden, so ist b ein fernerer Factor der Discriminante. 

Und, wenn der Fall A — 0, 2 == 0 als Bedingung von 
zwei gleichen Wurzeln ausgeschlossen werden soll, so folgt aus 
2) und der ersten 3) 

d$, л dd 29, 


Ж ЛИК Xa 


= n (n— 1) abà?"— + 2n (n— 1) (1—9) ab’ A—5u + ..., 
wodurch in Verbindung mit der ersten Gleichung 3) die durch w 
theilbare Gleichung 
SS (a) o TRA a) 7 
= п (n—1) «biu +... 

entspringt. Mit ihrer Hilfe geht auch aus der zweiten Gleichung 
3) eine solche Gleichung hervor, іп der die Division durch ш 
nach den Formeln für homogene Functionen Q, 4 und ihre 
Differentialquotienten ausgeführt wird, 


ал а9, 
C 43 а SE e d* л 
K du ш däi 
a 2 
+4 (4-22) di 


Man erhält die ha Gleichungen (2n — 4)!" — in unserem 
Falle Am — Grades 
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dA CQ zur 1) d'A d'A Ее d*A AR 
ae 7 7 E TE dida айаш dX 
: = 0; 
dA CQ A ËR а9, A 
21—— — пи р — (1—1) ——— р 
4) ааш аан алаш du? ааш du 
PO dA 
7739 Im? = 0, 
dì? акш 
dA AR A ER A d 
Zen rh eg 00 ANI n4 


Multipliciert man sie mit 2"-?, Artu, ..., a", so erhält 
man 3 (n — 2) Gleichungen vom Grade Зл — 7, aus denen die 
3 (п — 2) Grössen A9"7, 19?—94, ..., u?—7 durch Bildung einer 
Determinante 

EI 
eliminiert werden, die für die Coefficienten von A8 sowohl als : 
von 4 von der Ordnung 3 (n— 2) ist. Ist dann F == 0 die aus 
2 = 0, А = 0 erhaltene Endgleichung, so ist 


А0976 


die gesuchte Determinante; sie ist im Allgemeinen von der Ord- 
nung (4n — 6) in den Coefficienten von 2 und 4, in unserem 
Falle von der 10'° Ordnung. 

259. Die Grösse F ist das vollständige Quadrat 
eines in lineare Factoren zerfällbaren Ausdrucks. 


Denn man kann die Gleichung F == 0 bilden, indem man 


die aus 4 = 0 für " entspringenden Werthe in den Ausdruck 


ZZ4,409,v, == Q 
einführt und alle so erhaltenen Werthe von & mit einander mul- 
tipliciert. Wenn 4 == 0 ist, kann man aber stets Zahlen e so 
bestimmen, dass 
due = Qp -Qq 
ist und damit geht Q in das Quadrat eines in den æ linearen 
Ausdrucks über. 

Diese linearen Ausdrücke aber haben zugleich die Eigen- 
schaft, dass durch sie beide Functionen u, v gleichzeitig in die 
Summen ihrer Quadrate übergeführt werden. Denn ist für £,, &,, ... 
als solche lineare Functionen der æ 
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u = рё? nb +... + mir, 
oe dir + hir +... + Qn Be 
so wird, wenn 4,2 für die E ebenso wie vorher für die x ge- 
bildet werden, 
4 = (ip, + ug) Qp, + ug)... pst opp), 
Q кы Л Le + ы ы + } 
Ар tum А» + um ў 
und somit, wenn man die Wurzel 


А { 
Sek dee G aus d = 0 
Pi 


H 

einführt, & mit &;? proportional. Nach der Theorie der Inva- 
rianten kann aber der so erhaltene Ausdruck von dem ursprüng- 
lichen nur durch einen constanten Factor verschieden sein, und 
es sind also die & von den oben gefundenen linearen Ausdrücken 
nur ebenso verschieden. Diess enthält für unseren Fall n = 4 
den Satz: Die Punkte, für welche zwei Lósungen des 
Problems zusammenfallen, bilden das doppelt gerech- 
nete gemeinsame Polartetraeder der Oberflächen 
и == 0, v = 0 (vgl. Band I, Artikel 126, 146), und ausser- 
dem eine Fläche zwólfter Ordnung G == 0. Macht man 
и == 0, v == 0 confocal, so wird die Fläche G mit der Fläche 
der Hauptkrümmungscentra von w identisch. Im Falle des ebenen 
Kegelschnitts tritt an ihre Stelle die Evolute desselben. 

260. Eine andere Bildung der Gleichung G == 0 wird wei- 
teres Licht über die Frage verbreiten. 

Die Gleichungen des Artikel 258, aus denen 6 == 0 abge- 
leitet worden, kónnen iu der Form 

4 + итә, = 0, 
dd а, 4 AR 
a TE йу у E D а 
geschrieben werden und erscheinen so als Bedingungen, unter 
denen eine Zahl m so bestimmbar ist, dass die Gleichung Aen Grades 
4 -FmugS-—0 

drei gleiche Wurzeln besitze. Die Existenz von drei gleichen 
Wurzeln der biquadratischen Gleichung wird aber durch das Ver- 
schwinden beider Fundamentalinvarianten angezeigt.) 


*) Vergl. des Herausgebers ,,Elemente der neueren Geometrie der 
Algebra der binüren Formen‘, p. 206. $ 


http://rcin.org.pl 


— 365 — 
Für 
А = b + AVI. + 60и? + ADT. + but, 
Q — aM + Зали + За Аи? + ew 
sind sie 


6.(#”” + ma") + 4 (> + т 1) (i + 3m £) 


2 
+ n2 EJ. 
D а " а 
b Y + mi E 
j= Kn V" or EE к LE 
d 


vr + m a” 


ser ту, V" + 3m 


und wenn man sie in der kurzen Form 
i = 4 + 2mA + mA, 
j = В + 3mB, + Зт?В, + т?В, 
darstellt, so ist G — 0 als das Eliminationsresultat von 
$0, 42m 0 
zu bilden, d. i. 


A 
0 
Б) -C= 0 = |0, 02 uio Te A 
EE ET, Te E 
0s, aB „ЭҢ, 0B, В. 
oder auch in der äquivalenten Form*) als Resultante von drei 
quadratischen Gleichungen 
3B,4—24,B, 3B,A— А,В, B,4 


6) & = 0 = | B4, ‚ ЗВ, 4, — AB; , 3 B,4,—24A,B,- 
A H 24, , 4, 
Da endlich unsere Gleichung 
AR dd 
4 dr A a 0 


ausdrückt, dass die Gleichung 
4 + ти = 0 


*) Vergl. für beide die ,,Elemente'*, p. 107, 110 f. 
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zwei gleiche Wurzeln habe, so kann sie durch die Discriminante 
dieser Gleichung vierten Grades i? — 277? == 0 ersetzt werden, 
d. i. durch 
7) (A+ 2m4, + m? А) —927 (B 4-3 B, +3m?B, + m? B, = 0. 

261. Diese Form führt auf einige Fälle, in denen das Pro- 
blem algebraisch lósbar ist. Zuerst für 

AA, — А? = 0. 

Denn die vorige Gleichung giebt mit .4 multipliciert das 

Product der beiden cubischen Gleichungen 


(4 + mA)’ = + y27A.(B-- 32m + 3 Bai + Bym’). 
Dem entsprechend giebt der Werth von G mit А? multi- 


pliciert 
(BA? — 3.B,A44,? + 3B,4*A, — Ball = 0. 


Diess giebt den Satz: Das Problem ist algebraisch 
lösbar für alle Punkte einer Fläche vierter Ordnung F 
44, — 4° = 0, 
welche die Fläche € == 0 in einer Curve D’ berührt, 

durch die eine Fläche sechster Ordnung 
BA? — 32,44? + 32,434, — B,45 = 0 
sich legen lässt. 
Sodann für 
B: B = B: B= В: B; oder Pie ВВ,, BB, = В.В. 
Denn dann giebt die Gleichung durch Multiplication mit 2° 
das Product der drei quadratischen Gleichungen 
(4+ 24m + Ат) }/ B! == 3(B + mDj, 
und G == 0 verwandelt sich mit 2° multipliciert eben dadurch in 
(B2A, —2BB,4, + BA = 0, 
so dass man den Satz erhält: Das Problem ist algebraisch 
lösbar für alle Punkte einer Curve vier und zwanzig- 
ster Ordnung, die sich als Schnitt zweier Flächen 
vierter und sechster Ordnung 
B, — BB, = 0, BB, — BB, = 0 
darstellt; sie berührt die Fläche G = 0 dreipunktig 
in den sechs und neunzig Punkten, in denen sie ihr 
begegnet und die Berührungspunkte liegen auf der 
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Fläche vierter Ordnung 
BA, — 2BBA + ВА = 0. 

Endlich für den Fall, wo die sechs Wurzeln der 
Gleichung 7) eine Involution bilden. Man kann dann die 
ungeraden Potenzen der Unbekannten durch eine lineare Trans- 
formation verschwinden machen; aber durch die Substitution 

DOE 2 В 
TER 
geht die Gleichung in die neue 


(A 29и + Au)? — 27 (9 + 338,4 + 3 Bu? + Bu’)? = 0 
über und man erhält also die Fläche durch die Eliminatign von 
€, B, y, д aus dem System 
AA, == 27BB,, 49,3 + 69,90,91 = 27 (VB, + 933,9,), 
AA = 27 BBa, 

welches die Eliminationsresultanten der Systeme 
FPE SUR 3 st, 58, = 0; A, 22:0, 8, = 0, 38, = 0 
als Factoren enthalten muss, weil diese Systeme auch jene Gruppe 
erfüllen. 

262. Wir betrachten ferner die Werthsysteme der æ, für 
welche drei Lósungen des Problems zusammenfallen. 

Ersetzt man die Gleichung 


d $, dd 
ROC WR at 
durch die beiden Gleichungen 
dd d 9 
8 4+ т9 = 0, a + m ег = 0 (u= 1 gesetzt), 


so hat jene zwei gleiche Wurzeln, wenn diese noch bestehen, 
während man von A und m zu 4 + dà und m + dm übergeht. 
Diess giebt die Bedingungen 
d*A 
A. dm = 0, (Ss 
und man erhält daraus entweder 
d sid 2 0, 


d* 9, dQ 
+ m Ts) ал d. g 9" == ®: 


d. h. 
Р-== 0, 
oder 
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ал d$, 
9) Mic c К ai 
а A Ф 9, 
di m KO == 0, d.h. 6€ = 0. 


Sollen drei Wurzeln gleich werden, so kann man in dem 
vorigen System der Bedingungen wieder A und m durch 
à + dà, m + dm 
ersetzen und erhält 


а9, d'a BA 
—-— т == BEEN ? 
di алат + Qam 0, es + m а) dà 

(£2 27 D) аа its ата. + 72 та = 0 
ta di? di = Aria ак 


so dass es zwei Klassen von Werthsystemen giebt, denen drei 
gleiche Wurzeln 4 entsprechen. Die erste genügt den ersten Be- 
dingungen beider Gruppen durch 

==, dess, 


die andere durch 
dm = 0, iio = 0; 


jene liefert ferner 
Bus, Hemd, MA qu E cs di, 
dà d 
10) ER e 
r Jer Aba 
für sie verschwinden also ES F und G und sie stellen 
somit den unvollständigen Schnitt des Polartetraeders mit der 


Fläche G = 0 dar. 
Die zugehörigen Werthsysteme der æ besitzen eine merk- 


würdige allgemeine Eigenschaft. Setzen wir 


/ = de, + 2 Ei Ж, sob аһ 


so folgt aus den eode 5) das Paar 
ws + т09 = 0, 


d$ dQ 
H (Gs + m — = di + 7, dm + md e d = 0, 


und hier reduciert sich die zweite Gleichung auf 
d$, 
di 
wenn man sich so fortbewegt, dass die a stets der Gleichung 


dm EE 
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G == 0 genügen; somit erhält man für diesen Fall aus beiden 
Gleichungen 
19, d, 
A.d S no Q 0 
Die Tangentenebene der Fläche G == 0 ist daher durch die 
Formel 
d? Q, 45, d$, 
(o qe E ee LAN == 
12) © а dà da; ал =н die; 0 

dargestellt, Diese Gleichung wie die vorige wird aber für gewisse 
Systeme der ж, welche den Gleichungen F = 0, G == 0 zu- 


gleich genügen, illusorisch, da für sie & zu einem vollständigen 
Quadrat wird, und daher 0, mit & zugleich verschwindet. 
Gehen wir daher in. 11) zu unendlich kleinen Gróssen hóherer 
Ordnung über, so erhalten wir mit Hinweglassung der verschwin- 
denden Glieder 2, 62 


d£, 49, у 
4 атал + тё Pu di + móó$Q, = 0, 
welehes nach der zweiten Gleichung der Gruppe 11) auf 
009, = 0 


reduciert wird. Und diess ist für 
Q == (ах, + dm sso cS) i 
wie es in diesen Punkten ist, wenn man statt dæ die Veränder- 
liche А” setzt, 
fe E lt, 
oder für einen Theil der Werthsysteme, welche zugleich F = 0, 


G == 0 erfüllen, fallen beide Gleichungen bis auf Grössen zwei- 
ter Ordnung zusammen; und für & == 4: Die Schnitteurven 
der Fläche G — 0 mit dem Polartetraeder sind zum 


Theil ebene Rückkehrcurven R der Flächen, deren 
Tangentenebenen die Flächen des Tetraeders selbst 
sind. 
Die zweite Gruppe 
dü ==), dm E 
liefert. ferner 


14 14 
dA + тә = (0, "i Tom d 0, 
13) а? д + d'A CR d 4 d |. 0 
dëi TT o ' we TT op d 
Salmon, Anal, Geom, d, Raumes Il, 24 
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was sich kurz dadurch ersetzen lässt, dass bei passender Bestim- 
mung von m die Gleichung 

dA + mQ = 0 
vier gleiche Wurzeln besitze. 

Die analoge Untersuchung der Werthsysteme von æ, für 
welche vier Lösungen des Problems zusammenfallen, führt zu 
der Einsicht, dass diess für и — 4 nur möglich ist in den Schnitt- 
punkten der Curven des vorher besprochenen Systems mit denen 
des so eben aufgestellten. (Vergl. Artikel 266.) 

263. Die Werthsysteme der æ, für welche zwei Wurzelpaare 
der gegebenen Gleichung zusammenfallen, sondern sich in drei 
Klassen, je nachdem für beide Wurzelpaare F, oder für beide С, 
oder für das eine F und für das andere @ verschwindet. 

Der ersten Klasse entspricht der Satz: Für die Punkte 
der Kanten des Polartetraeders fallen zweimal zwei 
Lösungen des Problems zusammen. 

Für die zweite Klasse sind die Gleichungen 9) im Artikel 262 
auf doppelte Weise erfüllbar und man kann für beide Werthe 
von A dann die Gleichung 11) bilden, d. h. man erhält zwei Tan- 
gentenebenen, die betreffenden Punkte bilden eine Dop- 
peleurve D von G — 0. 

Die zweite Determinantenform von G im Artikel 260 setzt 
als dritte der Gleichungen 

A d 24,m + Am = 0 

voraus, diese muss somit in der cubischen Gleichung 

D + 3B,m -+ 3 B,m* + B, m? == 0 
als ein Factor enthalten sein, d. h. man hat für den andern Factor 

(p + gm) 
die Bedingungen 
BE» SR == 2p4 # 04, 

3B, = p4, + 294,, В, = 443, 

und kommt damit durch Elimination der p, ў zu den Gleichungen 
14) [Р = В (44,2 — A44, — 62,44, + 3В„ = 0, 
0 = 2B4,4, — 3,44, + В„4? = 0. 

Sie sind Gleichungen von Flüchen vierter und 
sechster Ordnung, deren Durchschnittslinie die Dop- 
peleurve D vier und zwanzigsten Grades von G = ist. 
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Man kann in Folge dessen 6 darstellen wie folgt 
£. G = AP! —94,PQ + 40%. 

Aber diese Curve P = 0, 0 — 0 hat noch eine andere 

Eigenschaft, welche wir bemerken wollen. Es ist 

ÆG == (40 — AP? + (44, — A?) P?, 
d. h. die Curve P = 0, 0 = 0 liegt mit der Curve D. 
in welcher die Fläche 44, — 4,? = 0 (Artikel 261) die 
Fläche G = 0 berührt, auf der nämlichen Fläche 
sechster Ordnung 40 — 4,P = 0. 

Die dritte Klasse von Systemen, für welche zwei Wurzel- 
paare zusammenfallen, bildet mit den aus der Gruppe 10, Arti- 
kel 262 erhaltenen Systemen zusammen den vollständigen 
Schnitt des Polartetraeders mit G — 0. Derselbe zerfällt 
in vier Paar ebener Curven, von denen je eine eine Rückkehr- 
curve der Fläche ist. Für die zweite Gruppe jener Curven liefert 
die erwähnte Gruppe 10, Artikel 262, ausser 4 — 0, 9, = 0 


noch 
dd 29, dA ао 
d dB аа 
Für А als eine Wurzel von 4 = 0, also & = 1, erhält 
man ausser y == 0, d.i. der Gleichung einer Fläche des Polar- 
tetraeders noch in dieser letzten Gleichung die Gleichung einer 
Fläche zweiten Grades und die vier Rückkehrcurven R sind 
also Kegelschnitte. 
264. Die anderen Curven erhält man, indem man die Gleich- 


ungen 


dd 19, AR 
15) I+Hm2=0, ui u са ER "us 0 


aus welchen G hervorging, mit 


D 


4 29, R' = 0, 
in denen A‘, verschieden von A, an Stelle von A gesetzt gedacht 
ist. Setzt man 


ovd —u. А> о—9/ 
4 ae TF 1и , 9, = RE д Li 
so giebt die vorige Gruppe 
E н 42 dë d PR — 
2 Ema = 0, atta п "дг ech 
24* 


http://rcin.org.pl 


200000. == 


Das Resultat der Elimination ist eine Fläche sechster Ord- 
nung, welche von der Ebene 7 == 0 in der fraglichen Curve 
geschnitten wird. 

Die vier Curven sechster Ordnung S, für deren Punkte so 
zweimal zwei Lösungen A zusammenfallen, stehen mit den Rück- 
kehreurven in einfacher Verbindung; jede von ihnen schneidet 
die drei Kegelschnitte, welche nicht in ihrer Ebene liegen, in je 
zwei Punkten, in denen nämlich, in welchen die Gleichungen 

A se, set, 4—0, H ss 0, 
16) ал29 а9 Фа 
d di а а? ` 

gleichzeitig bestehen. Sie liegen wegen AU = 0, Q = 0 in 
den Kanten des Polartetraeders und somit hat jede der Cur- 
ven sechster Ordnung sechs Rückkehrpunkte, deren 
Tangenten drei Kanten des Polartetraeders sind und 
welche zu zweimal zwei auf den sechs Kegelschnitten 
liegen. Die Durchschnittspunkte derselben Curven 
mit der Doppelcurve P = 0, 0 = 0 liefern für jede 
von ihnen vier Doppelpunkte. 

Ebenso gehören zum Schnitt einer Fläche des Polartetraeders 
mit der Doppeleurve die zwölf Punkte, in denen die betreffende 
Curve sechster Ordnung den entsprechenden Kegelschnitt schnei- 
det. Denn für sie bestehen die Gleichungen 15) für zwei Werth- 
systeme A, m und die Gleichungen 4 = 0, 2 = 0, in denen 
à einen der beiden gedachten "Werthe selbst annimmt, d. h. die 
Bedingungen der Doppelcurve, sind zugleich erfüllt. Andere Schnitt- 
punkte der Doppeleurve mit dem Polartetraeder existieren nicht, 
und in der That zeigt die nähere Untersuchung, dass jede der 
vier Curven sechster Ordnung S den ihr entsprechen- 
den Kegelschnitt R in vier verschiedenen Punkten 7 
berührt, in denen beide auch von der Doppelcurve be- 
rührt werden. 

Diese Berührungspunkte zählen doppelt; die übrigen vier 
Schnittpunkte P des Kegelschnitts mit der Curve sechster Ord- 
nung sind Rückkehrpunkte der Doppeleurve und daher dreifach 
zu zählen, so dass die richtige Zahl 24 — 4 + 4.2 +4.3 er- 
halten. wird. 

Die Doppelcurve wird von jeder Seitenfläche des 
Polartetraeders in vier Punkten berührt; sie hat über- 
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diess sechszehn Rückkehrpunkte, deren immer vier 
in einer Fläche des Polartetraeders liegen, mit die- 
ser Fläche als gemeinsamer Tangentenebene.*) 

265. Es giebt ausser den Rückkehreurven noch andere, für 
deren Punkte drei Wurzeln A zusammenfallen. Sie sind durch 
die Gleichungen 13) des Artikel 262 bestimmt, oder für sie wird 


4 + mQ = (p + 40% 
Sind 4, ..., 4" die Wurzeln von 4 — 0 und 1/2, ...,n” 
die entsprechenden Werthe von &, so hat man durch Substitution 


17) т ym (р + Ф), ..., wx" Ут = (р 4 4")? 
und die Elimination von p*, 2 рд, g? aus diesen vier Gleichungen 
giebt i 
ae Ж, з 
ент Р бее E 
Е LAE S 
4". 1, Im, am 


жа E 


sie repräsentiert für alle Vorzeichenwechsel der y acht verschie- 
dene Ebenen, in welchen die fraglichen Punkte Curven bilden. 
Man bildet aber aus denselben Gleichungen auch 


Val. 1, 20| = 0, 


y^, 15 1o 


wó i, К, h irgend drei verschiedene der Indices ', ", ^, "" þe- 
zeichnen; d. h. 
d om - ën — 34/949 oe (А д 
+ (А 4099 9,049 a — 102 01. 10) 
+ 4? (49 — An — 940,0 909 — 162 DI. Ae — O. 
Das ist die Gleichung eines Kegels zweiter Ordnung von der 
Spitze (7 = 0, dl = 0, d'H = 0) in einer Ecke des Polar- 


*) Man vergleiche die im Band I, Artikel 209 entwickelten Be- 
ziehungen der Flüche der Hauptkrümmungscentra zu den Hauptebenen 
und der unendlich entfernten Ebene.  Betreffs der Realitüt fügen wir 
hinzu: Von einem Punkte lassen sich an ein Ellipsoid sechs, vier oder 
zwei Normalen ziehen, je nachdem er innerhalb beider Theile der 
Fläche der Krümmungscentra oder innerhalb des einen und ausserhalb 
des andern, oder ausserhalb beider gelegen ist, 


http://rcin.org.pl 


— 374 — 


tetraeders, welcher durch alle Punkte jener Art geht, die in 
zweien der obigen acht Ebenen liegen, nämlich in denen, welche 
durch das Vorzeichen des vierten » unterschieden sind. Es exi- 
stieren also ausser den Rückkehrcurven auf der Fläche 
G = 0 noch acht Kegelschnitte €, für deren Punkte 
drei Wurzeln 4 zusammenfallen. Von ihren acht Ebe- 
nen Æ schneiden sich viermal zwei in jeder Fläche des 
Tetraeders, und die in zwei solchen Flächen enthal- 
tenen Kegelschnitte liegen auf einem Kegel zweiter 
Ordnung, dessen Spitze die gegenüberliegende Ecke 
des Tetraeders ist, so dass von jeder Ecke des Te- 
traeders vier Kegel ausgehen und jeder Kegelschnitt 
in vier Kegeln enthalten ist, deren Spitzeu die vier 
Ecken des Tetraeders sind. 

Die gegenseitige Abhängigkeit solcher Ebenen kann man so 
darstellen: Ist E eine derselben und sind Е, E,, К, Æ, die 
Geraden, die sie mit den Flächen des Tetraeders bestimmt, so 
bestimmt jede von ihnen mit der Gegenecke des Tetraeders eine 
Ebene. und man sucht zu den drei so durch diese Gerade gehen- 
den Ebenen die vierte harmonische Ebene, was vier Ebenen er- 
giebt; indem man dann die Schnittpunkte der ersten Ebene Æ 
mit zwei Gegenkanten des Tetraeders durch eine Gerade verbin- 
det, durch diese und je eine der besagten Kanten zwei Ebenen 
legt, um dann zu diesen drei Gruppen von drei Ebenen eines 
Büschels die vierten harmonischen Ebenen zu suchen, so sind 
diese die drei letzten Ebenen des Systems. 

266. Diese acht Ebenen enthalten zugleich fernere Punkte, 
für welche das Problem algebraisch lósbar ist. Denn ihre Gleichung 
ist die Bedingung, unter der 

А + mQ = 0 
zwei Paar gleiche Wurzeln besitzt, d. h. 
18) 4 + mQ = (p + 294 + rà? 
ist. Da aber jede Doppelwurzel dieser Gleichung eine Wurzel von 
19, ал 


ist, so hat man zwei Wurzeln dieser Gleichung, welche demsel- 
ben m entsprechen, ohne dass die entsprechenden A einander 
gleich sind. 
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Betrachten. wir ferner zwei der acht Ebenen, die sich in 
einer Ebene y schneiden; da die auf ihnen liegenden Kegelschnitte 
einem Kegel angehóren, so schneiden sich beide Kegelschnitte 
in zwei Punkten der Ebene x. Wenn man aber ihre Coordinaten 
aus den Gleichungen 17) bestimmt, indem man das » verschwin- 
den lässt, durch dessen Vorzeichen jene Ebenen sich unterschei- 
den, so ergeben sich aus ihnen für die übrigen y eindeutige Ver- 
hältnisse: Von den acht Kegelschnitten berühren sich 
viermal zwei in jeder Tetraederseite, so dass jeder 
Kegelschnitt sàmmtliche Flächen berührt. Die so auf 
jeder Tetraederseite entstehenden vier Berührungspunkte sind die- 
selben Punkte 7, in denen die entsprechende Curve sechster Ord- 
nung den in derselben Ebene liegenden Rückkehrkegelschnitt be- 
rührt. 
Es giebt sechszehn Punkte, für welche vier Ló- 
sungen des Problems zusammenfallen; von ihnen lie- 
gen je vier in jeder Tetraederseite, und sie sind die 
Berührungspunkte jedes Rückkehrkegelschnitts mit 
der betreffenden Curve sechster Ordnung. 

Wenn man die Richtung des Elements in dem betreffenden 
Punkte untersucht, so findet man für die Rückkehrcurven aus 
dem System 10) des Artikel 262 die Bedingungen 


a2 , 29, dQ Q 
„мен eg ES 
und für die Kegelschnitte aus dem System 13) an demselben Orte 
dg, daR 
ÒQ + Qdm = 0, d di EN E dm = 0, 
8“ KA 


dii + б dm = 0, 


d. i. für Q == 0 dieselben Gleichungen, die den Punkten selbst 
entsprechen. 

Also: Die vier Geraden z, in denen sich auf einer 
Tetraederseite immer zwei der acht Ebenen Z schnei- 
den; und immer zwei der acht Kegelschnitte € berüh- 
ren, sind Tangenten derRückkehrcurve Z in den Be- 
rührungspunkten derselben mit der betreffenden 
Curve sechster Ordnung 5 und mit der Doppelcurve. 
Sie bilden ein Viereck, dessen Diagonalen die drei entsprechen- 
den Kanten des Tetraeders sind. 
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267. Die Punkte, in welchen dreimal zwei Wurzeln der ge- 
gebenen Gleichung zusammenfallen, liegen entweder auf G — 0 
oder auf dem Polartetraeder. Sollen sie nur auf der ersten Flüche 
liegen, so muss auch die Gleichung in m drei Paare gleicher 
Wurzeln zulassen und da solche gleiche Wurzeln für Punkte von 
G == 0 überhaupt aus der Coexistenz der Gleichungen 

A + Ат + Ат? = 0, 

B + 3Bm + ЗВ,т? + Bym = 0 
hervorgehen, so kann diess dreifach nur geschehen für das gleich- 
zeitige Verschwinden aller Coefficienten in der ersten von ihnen, 
d. h. es ist im Allgemeinen nicht möglich, da 4 constant ist.*) 
Solche Punkte liegen also nur auf dem Polartetraeder und zwar 
entweder in seinen Ecken, für die drei Wurzeln von 4 == 0 
Doppelwurzeln der Gleichung sechsten Grades sind; oder in den 
Schnittpunkten seiner Kanten mit G == 0 oder denen seiner Fläche 
mit der Doppeleurve. Unter den Letzteren zählen die Punkte 
nicht, in denen sie die Flächen des Tetraeders berührt, denn 
sie geben vier zusammenfallende Lösungen, und diejenigen nicht, 
in denen die Rückkehreurven von den entsprechenden Curven 
sechster Ordnung geschnitten werden — ihnen entsprechen eine 
doppelte und eine dreifache Wurzel. Also: Es giebt zwanzig 
Punkte, für die dreimal zwei Lósungen des Problems 
zusammenfallen; sie sind die vier Ecken des Tetrae- 
ders und sechszehn Punkte, die zu vier auf seinen 
Flächen liegen und die Doppelpunkte der Сигуеп 
sechster Ordnung sind. 

Die Punkte der Fläche @ — 0 in den Tetraederkanten sind 
je vier dreipunktige Berührungspunkte und ihnen entsprechen 


*) Ist 4 = 0, so bestimmen die vier Wurzeln der Gleichung 4=0 
ein Doppelverhültniss, dessen Werth eine imaginäre Cubikwurzel aus 
— 1 ist, oder eine Reihe, deren fundamentale Doppelverhültnisse ein- 
nnder gleich sind. Dann wird 

G = BA} — 6B,4,4,? + 122,4, 4, — 8 B34, = 0; 
die Fläche 7 hat also eine dreifache Curve im Durchschnitt der Flä- 
chen zweiter und vierter Ordnung A, = 0, A, = 0, In diesem Falle 
hat jede der vier Curven 5, ihre vier Doppelpunkte im Durchschnitt 
des entsprechenden Kegelschnitts C mit cinem anderen Kegelschnitt 
und diese zwei Kegelschnitte berühren in ihnen die zugehörigen Tan- 
genten von $. ? 
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nach den Gleichungen 16), die sie repräsentieren, eine Wurzel 


von 4 = 0 als Doppelwurzel und eine andere als dreifache 
Wurzel. 

268. Punkte dieser Art — mit einer doppelten und einer 
dreifachen Wurzel — bilden die letzte Klasse von besondern Lö- 


sungen des Problems. Sie liegen einerseits nothwendig auf den 
Rückkehreurven oder auf einem der acht Kegelschnitte, anderer- 
seits auf der Doppelcurve oder auf den Curven sechster Ordnung 
oder auf den Tetraederkanten. Von den so bezeichneten Punkten 
gehören die wirklich hierher, in denen die Rückkehrcurven, die Cur- 
ven sechster Ordnung, die Kegelschnitte und die Doppeleurve sich 
berühren, so wie die sonstigen Schnittpunkte der letztern mit 
den acht Kegelschnitten, welche in den ferneren Schnittcurven 
der acht Ebenen mit der Fläche € == 0 liegen müssen. 

In folgender Weise lassen sich diese Verhältnisse aufhellen. 

Die Gleichung 1S) des Artikel 266 liefert durch Einführung 
der verschiedenen Zeichen der Wurzeln für die Ebenen die Gruppe 
der vier Gleichungen 

d Vm =p + 94У Mr... 
ГИ ym = p + 2g” + ri", 

Nach ihnen kann man p, 4, r als Coordinaten eines Punk- 
tes in einer der acht Ebenen ansehen, bezogen auf ein in ihr 
liegendes Coordinatensystem. Wir untersuchen den Schnitt. einer 
solchen Ebene mit der Fläche G — 0. Wird (p + 244 + ri?) 
ein Biquadrat, so erhält man den betreffenden Kegelschnitt, des- 
sen Gleichung also 

рг — Ф = 0 =D 
ist; er wird von p = 0, 4 = 0 in den Punkten von r = 0 
berührt. Die Identitàt 
(p + 244 + r1?) (p + 20и + rw) — {p +ga + u) + ray? 
== (pr— 4) (А -—wuW 
zeigt, dass er auch von den vier Geraden seiner Ebene in den 
Tetraederseiten berührt wird, wie schon nachgewiesen ist. 
Den Schnitt der betrachteten Ebene mit G — 0 findet man 


im Allgemeinen durch die Forderung, dass für einen gewissen 
Werth von m’ die Gleichung 


AJ kan = 0 
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drei gleiche Wurzeln habe. Diess geht, weil für die betrachtete 
Ebene 
А + mR = (р + 294 + ri)? 


identisch ist, in 
4 + 3z (p + 24% + rP? = 0 


Séi und für die Gleichheit dreier Wurzeln 


über, für 3z = — 
in dieser Gleichung müssen ihre beiden Invarianten verschwin- 
den; d. h. es sind 
== (b + 3xp?) WT + 32r?) — 4(У + 3«pq) (У” + Зд) 
T3(0 -x(pr-t2v)y == 0 


b + Зр? QU +3хру RF + ж(рг+24°) 
j = H +35 ‚ A" +x(pr+ 24°), V^ aur =0 
hr +x(pr+2 жш}, V" DT QUU ET 
die betreffenden Bedingungen. 
ny Für 
A = р" — 4 h ^y" 4 3 y? = А, 


2A, — SES Aur + 20° (pr 4-24) — AU" ра + V"p*) == 3M, 
A, == 12 (pr — ?)? = 12/7, 


B (ie it 4 9 V by" E bp"? Hs perpe Ber De a B, 
b ; v ^ р" Sp 
, b | Kr : p" ag ў p 
3B, — а; 3 v, b p r T (pr — 4 )4 — — 30 ЕЗ AD, 
Ру ому, 


зв, = зри, Raim, 
erhält man 
i = А + 3M» + 120° = 0, 
^a mt В+ (4D—390)x + 3DMz* + 9 Du = 0. 

Durch Elimination von x zwischen beiden entspringt die 
Gleichung des Schnittes in der Form 

£D — 340 —3BM, 34DM — 12BD*, 91I*A 
D, 4B ; 4D —120 , 3DM| = 

4 , 3M , 120° 

Bildet man erst die quadratische Gleichung 

4j — 3 Di = 4B + (AD — 120) х + 3DM»? = 0, 
so findet man durch Combination mit ; = 0 für den zweiten 
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Factor die Form 
0 = D. (4(12.8M — AD + 1249) (44D* —48D0 — 3M?) 
— D(16 BD — AM}?}, 
so dass 
0 — DÉI. d 
die vollständige Gleichung des Schnittes ist für 
p == 0 = 4 (12 2M — £D + 12 40) >< 

(440° — 48 DO — 3 M?) — D (16 BD— AM). 

Also: Jede der acht Ebenen berührt die Fläche 
G == 0 längs des in ihr liegenden Kegelschnitts C und 
diese Berührung ist von der zweiten Ordnung. 

Die Einführung von D == 0 in y = 0 giebt 

0 = M? (BM + 40), 

d. h. die Curve sechster Ordnung S', welche mit jedem 
Kegelschnitt C in einer Ebene liegt, berührt densel- 
ben in vier Punkten und schneidet ihn in vier andern 
Р". Jene liegen auf M — 0 und sind die vier Punkte, in denen 
auch das Tetraeder berührt wird. Die letzteren aber geben den 
Satz: Es giebt zwei und siebzig Punkte, für welche 
einmal zwei und einmal drei Wurzeln des Problems 
zusammenfallen; es sind die vier und zwanzig Punkte, 
in denen die Curven sechster Ordnung in den Tetrae- 
derflächen von den Kanten derselben berührt werden, 
die sechszehn Punkte, in denen jene Curven sich mit 
den entsprechenden Rückkehrkegelschnitten schnei- 
den, und die zwei und dreissig Punkte, in denen die 
acht Berührungskegelschnitte von den in ihren Ebenen 
liegenden Curven geschnitten werden. 

Die Gleichung a = 0 lässt die vier Doppelpunkte o 
leicht bestimmen, welche diese Curven sechster Ordnung besitzen. 
Denn die quadratischen Gleichungen 


i = 0, 4j—3Di = 0, 
aus denen sie entsprangen, geben zwei gemeinsame Wurzeln für 
4B: A = (Ар — 120): 3M = M:4D, 


20) 


oder 
16 Вр — АМ = 0, Ар — 1240 — 12 МВ = 0, 
44D? — 48 OD — 3 M? = 0; 


dann lehrt die Vergleichung der Form «p == 0, dass die Doppel- 
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punkte die Durchschnitte der Curven zweiten Grades 

168D — АМ = 0, А” — 1204 — 12MB = 0 
sind. Sie vervollständigen das Punktsystem, in dem jede der 
acht Ebenen die Doppelcurve trifft, auf 24, wenn man die Be- 
rührungspunkte mit den Rückkehreurven dreifach zählt. 

Endlich sei bemerkt: 

Die Curve D’ des Artikel 263 ber аһ die Geraden / in den 
Punkten 7, geht durch die Punkte 0, Q', und berührt die Ebe- 
пеп Æ in der zweiten Ordnung in den Punkten P’; in den Punk- 


ten P hat sie ihre Rückkehrpunkte und berührt die Tetraeder- ` 


seiten. 


270. Die sechs Geraden, welche von dem Punkte x 


nach den sechs Punkten X, den Lósungen des Pro- 
blems, gezogen werden, liegen immer in einem Kegel 
zweiter Ordnung.*) 
Da für die Punkte æ die Gleichungen 
AU; + ШУ; = 
stattfinden, so genügen sie der Bedingung 
Бә “Йу! ГА 
WA U,, Ke u, v| 0; 
Ugs У, u, % 
ОУУ weer, v1 
da aber für X — ж zweimal zwei Reihen dieser Determinante 
identisch werden, so verschwindet nicht nur X selbst, sondern 
auch seine Differentialquotienten sind Null, und die sechs Punkte 
X liegen also auf einem Kegel zweiten Grades, dessen 
Spitze in æ liegt. 
Derselbe Kegel geht durch die Ecken des Polar- 
tetraeders. Denn wenn X in eine solche Ecke rückt, so wird 


AU; + wi — 0, 
für = als eine Wurzel von 4 — 0. Es werden also zwei Reihen 


von A proportional und X mit Null identisch. 

Rückt æ auf einer Geraden nach einer Ecke des 
Tetraeders fort, so schneiden die entsprechenden 
Kegel die gegenüberliegende Seite des Tetraeders in 


*) Vergl. Band I, Artikel 185, '4 
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demselben Kegelschnitt und eine gewisse durch jene 
Ecke gehende Ebene ist gemeinsame Tangentenebene 
derselben. 

Denn bezeichnet 2: eine Tetraederecke, so hat man, um aus 
K das System solcher Kegel zu finden, nur æ durch æ + or zu 
ersetzen; dadurch geht X = 0 in die Form 

Q— Z + U,V,u,v, + о (Z + UV, uv, {+ 2 + UV} 
+. E+ UV, 
über, wo das letzte Glied nach den die Tetraederecke definieren- 
den Gleichungen 
verschwindet. Daher schneiden sich sämmtliche Kegel in der 
Schnitteurve der Flächen, welche durch das Verschwinden des 
ersten Gliedes und des Coelficienten von o dargestellt werden. 
Betrachtet man ferner die unentwickelte Form von A nach der 
Substitution 
0 = Z + UV, (uy + 0%) (v, + 0*4). 
multipliciert die einzelnen Reihen der Determinante mit z; und 
addiert, so entsteht die Reihe 1 
ZU, Z Via, ZUR; + о ид, Z vici + оъ ж 
oder Хн, Ee, ZUX, Zu (xi + од) a Zv; (xi + о). 

In der Tetraederfläche, welche 2 gegenüber liegt als der 
Polare dieses Punktes für и und v, verschwinden die beiden er- 
sten Glieder, die beiden andern kann man durch passende Wahl 
von o nach 

Хи; + uv; = 0 
gleichzeitig verschwinden machen. Wenn man also diesen Werth 
von g in die durch Substitution aus Æ gebildete Determinante 
einselzt, so zerfällt der Kegel in zwei Ebenen, deren eine 
2X; == 0 oder Zvi X; ==%; 

d. i. eine Tetraederseite ist, während die andere durch ж und 
die Tetraederecke gehend die Schnittcurve der Tetraederlläche 
mit K == 6 berührt. 

Speciell: Die sechs von einem Punkte an eine Fläche 
zweiter Ordnung gehenden Normalen liegen in einem 
Kegel, welcher das Centrum enthält unddreiden Haupt- 
achsen parallele Kanten hat, und der also unendlich 
viele Systeme von drei auf einander rechtwinkligen 
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Kanten besitzt. Rückt die Spitze dem Centrum in ge- 
rader Linie zu, so bleibt der Kegel sich stets parallel; 
rückt sie in einer Parallelen zu einer Achse fort, so 
enthält der Kegel stets einen in der entsprechenden 
Hauptebene gelegenen Kegelschnitt.*) 

Endlich ist hinzuzufügen, wie der Uebergang zu Ebenen- 
coordinaten zeigt, dass das Problem völlig ungeàndert 
bleibt, wenn man für v = 0 eine Fläche zweiter Ord- 
nung setzt, die von den zu и = 0, v = 0 gemeinsamen 
Tangentenebenen berührt wird. Deshall ist es für das 
‚engere Normalenproblem gleichgültig, welche zu и == 0 confocale 
Fläche man an Stelle von v == 0 wählt, um seine Lösung zu 
entwickeln und erlaubt, den imaginären Kreis im Unendlichen 
als solche zu nehmen, der der abwickelbaren Fläche des Systems 
der Confocalen als eine Grenzfläche eingeschrieben ist. (Vergl. 
Artikel SS, und Band I, Artikel 203.) 


*) Für die Erörterung der Ausnahmefälle, manche analytische Par- 
tien und allgemeine Betrachtungen, verweisen wir auf die Originalab- 
handlung. Man findet in ihr anch die gründliche Erledigung des Nor- 
malenproblems der Kegelschnitte. 
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V. Kapitel. 


Von den Flächen dritter Ordnung. 


271. Die allgemeine Theorie der Flächen, wie sie in den 
Artikeln 15 f. entwickelt worden ist, liefert, auf Flächen dritter 
Ordnung angewendet, die folgenden Resultate. 

Der aus einem beliebigen Punkte des Raumes beschriebene 
Tangentenkegel der Fläche ist im Allgemeinen von der 
sechsten Ordnung und besitzt sechs Rückkehrkanten, aber keine 
eigentliche Doppelkante; er ist daher von der zwölften Klasse 
und hat vier und zwanzig stationäre und sieben und zwanzig Dop- 
peltangentenebenen. 

Die Reciprocalfläche ist im Allgemeinen von der zwölf- 
ten Ordnung. Ihre Gleichung wird erhalten, indem man die 
Bedingung sucht, unter welcher die Ebene 


ex + Ву + 72 + до = 0 

die Fläche berührt. Multipliciert man die Gleichung der Fläche 
mit à? und eliminiert б» mit Hilfe der Gleichung der Ebene, 
so ist das Resultat eine in x, y, z homogene cubische Gleichung, 
welche auch e, В, y, 9 im dritten Grade enthält. Die Discri- 
minante dieser Gleichung ist vom zwölften Grade in ihren Coef- 
ficienten und daher vom sechs und dreissigsten Grade in с, В, y, д, 
und sie ist das Product der Gleichung der Reeiprocalfläche mit 
dem der Frage fremden Factor д^". 

Die Form der Discriminante einer homogenen Function drit- 
ten Grades in 2, y, z ist 

649° = 1; 

und diess ist daher auch die Form der Gleichung der Reciprocal- 
flache einer Fláche dritter Ordnung, oder die Gleichung einer 
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solchen Fläche in Ebenencoordinaten. Die Function c ist vom 
vierten, die Function т vom sechsten Grade in e, B, y, д, d. h. 
sie sind beide Contravarianten der gegebenen Gleichung der Flüche 
von den angegebenen Graden. Man erkennt leicht, dass sie auch 
in den Coefficienten der gegebenen Gleichung von denselben Gra- 
den sind.*) ' 

272. Fragen wir nach den vielfachen Punkten oder 
Linien der Fläche. 

Wenn eine Fläche eine Doppellinie von der Ordnung p ent- 
hält, so ist der Schnitt derselben mit. jeder Ebene nothwendig 
eine Curve mit p Doppelpunkten (Artikel 251 f.) Die Ordnung 
der Doppeleurve in einer Fläche 7'* Ordnung ist daher ganz in 
derselben Weise beschrünkt, wie die Zahl der Doppelpunkte in 
einer Curve n"e" Ordnung. Weil also eine Curve dritter Ordnung 
nur einen Doppelpunkt haben kann, so kann die Doppellinie 
einer Fläche dritter Ordnung, sofern sie eine solche 
enthält, nur eine gerade Linie sein.**). 


*) Sie stellen selbst nach Ebenencoordinaten interpretiert durch 
Gleichsetzung mit Null Flächen dar. 

Wenn S und 7 die entsprechenden Invarianten der Gleichung der 
ebenen Curve dritter Ordnung bezeichnen, so schneiden die Tangenten- 
ebenen der Fläche 


с = 0 
die Fläche dritter Ordnung in Curven, für welche 
8 = 0 


ist, d, h. für welche die Inflexionstangenten zu dreien durch einen 
Punkt gehen; ebenso schneiden die Tangentenebenen der Fläche 

т= 0 
dieselbe in Curven, für welche } 

T=0 
ist, d. h. für welche die Inflexionstangenten der Curve die Hesse’sche 
Determinante derselben und die der letzteren die erste berühren. (Vgl. 
A. Clebsch, „Journal f. Math", Bd. ТҮШ, p. 238.) Die gemein- 
schaftlichen Tangentenebenen der Flächen 6, т sind auch Tangenten- 
ebenen der Fläche dritter Ordnung selbst. Für solche verschwinden 
für ihre Schnitteurve mit der Fläche S und 7' gleichzeitig, und dieselbe 
hat daher im Berührungspunkte einen Rückkehrpunkt, d. h. diese 
letzteren Punkte bilden die Curve der parabolischen Punkte der Fläche. 
(Ibid. Bd, LIX, p. 59.) 

**) In dem Falle, in welchem die Flüche eine doppelte oder an- 

dere vielfache Linie enthält, verschwindet die nach der Methode des 
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Eine Fläche dritter Ordnung, welche eine Doppellinie ent- 
hält, ist eine Regelflàche,*) da jede die Doppelgerade enthaltende 
Ebene die Fläche ausser ihr, als welche doppelt zu zàhlen ist, 
nur in einer Geraden schneiden kann; diese Geraden bilden ein 
System von Erzeugenden, welche die Doppellinie durchschneiden. 
Denken wir die Doppellinie als Achse der z, so ist die Gleichung 
der Fläche nothwendig von der Form 
(ax? + 3bady + 3cay' + dy") + z (aa? + 2bay + су?) 

+ (аа? + 20у + су?) = 0, 
welches abkürzend in der Form 
и + ж, + v9 = 0 
geschrieben werden kann. In irgend einem durch die Coordinate 
z' bestimmten Punkt der Doppellinie ist das Pàar der Tangenten- 
ebenen durch 
zu, + v = 0 

dargestellt, und mit der Veränderung des z' entspringt daraus 
ein Büschel von Ebenen in Involution. Das Paar der Tan- 
gentenebenen in irgend einem Punkte der Doppellinie 
ist ein Paar von conjugierten Ebenen eines involuto- 
rischen Systems. Für zwei reelle oder imaginàre Werthe von 
z wird (z'u, + v4) ein vollständiges Quadrat, d. h. es giebt zwei 
Punkte in der Doppellinie, deren beide Tangentenebenen zusam- 
menfallen; jede durch einen dieser Punkte gehende Ebene schnei- 
det die Fläche in einer Curve, die in ihm einen Cuspidalpunkt hat. 

Wenn X? und Y? die Werthe dieser Quadrate sind, so kann 
offenbar jede der beiden Grössen и, und v, in der Form (LX?-4-m Y?) 
dargestellt werden. Denken wir also zu den Ebenen X = 0, Y = 0 
oder den Tangentenebenen der Cuspidalpunkte als Coordinaten- 


vorigen Artikels gebildete Gleichung der Reciprocalfläche identisch, weil 
dann jede Ebene der Flüche in einer Curve mit Doppelpunkt schnei- 
det, d, h. berührt, so dass die Ebene 


«з + Ву + ух + dw = 0 
unabhängig von irgend einer zwischen e, f, y, д bestehenden Relation 
als Berührungsebene anzusehen ist, Man findet in diesem Falle die 
Reciprocalgleichung durch Elimination von a, y, 2, w zwischen den 
Gleichungen 
U = 0, U, =g, О, = В, U; = 7, U, = д. 
*) Flächen dieser Art sind im Artikel 91 bei Gelegenheit der Classi 
fication der Curven 5'** Ordnung erwähnt worden, 


Salmon, Anal. Geom. d, Raumes, 11, 25 
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ebenen transformiert, so wird jedes Glied der Gleichung durch 
а? oder y? theilbar und dieselbe kann in der Form 
202 == wy! 
dargestellt. werden.*) | 
In dieser Form erkennt man, dass die Fläche durch Gerade 
yo. тезе 3% 
erzeugt wird, welche die zwei geraden Directrixen 
que 05 ЕЕ О: oem. 1 10 
so schneiden, dass die Punkte des Systems zw durch sie mit den 
nach gleichem Doppelverhältniss entsprechenden Punktepaaren 
einer Involution in zy verbunden werden. 

Jede Tangentenebene der Fläche schneidet sie in einer ge- 
raden Erzeugenden und einem Kegelschnitt, welcher jene im Be- 
rührungspunkte und in der Doppellinie durchschneidet. Diese 
Doppellinie schneidet alle in der Fläche gelegenen Kegelschnitte. 
Man erkennt daraus die Entstehung der Fläche durch Bewegung 
einer Geraden, welche zwei Kegelschnitte X, X, und eine Gerade 
D stets durchschneidet, welche je einen Punkt paarweise gemein 
haben. Die Ordnung einer solchen Fläche ist in der That 

= 2.2.2.1 —2— 2—1 = 3. 

Jede durch z = 0, w = 0 gehende Ebene schneidet die 
Fläche in einem Paar von geraden Linien und ist als eine Tan- 
gentenebene der Fläche in den Punkten zu betrachten, wo diese 
Geraden z — 0, w = 0 durchschneiden. So wie also die Linie 


*) Es ist dabei vorausgesetzt, dass die Ebenen X und F, die Dop- 

pelebenen der Involution, reell sind. Die Reduction auf die Form 
w (aè + 3) + 2zxy = 0 

ist dagegen stets ausführbar, und in ihr entspricht das untere Zeichen 
den imaginären, das obere den reellen Doppelebenen. Im ersteren Fall 
liegt die Doppellinie ganz als reelle Gerade in der Fläche, im letzte- 
ren Falle findet diess nur für einen begrenzten Theil der geraden Linie 
statt. In jenem Falle schneidet jede Ebene die Fläche in einer Curve 
mit reellem Doppelpunkt, in diesem findet diess nur für diejenigen 
Schnitte statt, welche die Doppelgerade in jener Strecke treffen, wäh- 
rend für alle andern diese Linie einen conjugierten Punkt des Schnit- 
tes bestimmt, Die Cuspidalpunkte begrenzen diese Strecke der Doppel- 
linie. Eine gerade Linie, in welcher jeder Punkt ein Cuspidalpunkt 
ist, kann nur dann in der Fläche dritter Ordnung existieren, wenn die- 
selbe eine Kegelflüche ist. 
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æ == 0), y = 0 eine Gerade ist, in welcher jeder Punkt ein 
Doppelpunkt ist, so ist die Linie z — 0, w == 0 eine Gerade, 
für welche jede sie enthaltende Ebene eine Doppeltangentenebene 
ist. Die Reciproke dieser Fläche, welche im Artikel 212 er- 
wähnt worden ist, ist von gleicher Natur mit ihr selbst. 

Der vorigen Erzeugung entspricht die andere durch die Be- 
wegung einer Geraden, die einen festen Kegelschnitt X und zwei 
feste Gerade D und E stets schneidet, wovon die eine D den 
Kegelschnitt X einfach schneidet. 

Der aus irgend einem Punkte des Raumes bestimmte Tan- 
gentenkegel, welcher die Fläche umhüllt, besteht aus der den 
Punkt mit der Doppellinie verbindenden Ebene, welche doppelt 
zu zählen ist und einem eigentlichen Tangentenkegel vierter Ord- 
nung. Wenn der Punkt in der Doppellinie gewählt wird, so re- 
duciert sich dadurch der Kegel auf die zweite Ordnung. 

273. Die erste Polarfläche eines Punktes in Bezug auf eine 
Regelflàche dritter Ordnung ist ein die Doppellinie D enthalten- 
des Hyperboloid (Artikel 11). Die Berührungsebenen der Fläche 
in den Rückkehrpunkten der Doppellinie berühren stets auch die- 
ses Hyperboloid, 

Da die ebenen Querschnitte der Fläche im Allgemeinen Cur- 
ven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte, also von der vier- 
ten Klasse sind, und bei solchen Curven die Verbindungslinie des 
Doppelpunktes mit dem Pol und die Tangente der conischen Polare 
den Tangenten der Curve im Doppelpunkte harmonisch conjugiert 
sind, so folgt, dass die Tangentenebenen der Fläche in einem 
Punkte der Doppellinie D mit den beiden Ebenen, welche als das 
Polarhyperboloid berührend und durch den Pol gehend bestimmt 
sind, eil harmonisches Büschel bilden; dass die gerade Directrix 
E durch die Tangentenebenen der Rückkehrpunkte und das Polar- 
hyperboloid eines beliebigen Punktes harmonisch getheilt wird; 
und dass also diese Gerade Z die Polarhyperboloide aller der 
Punkte berührt, welche in einer der durch die Rückkehrpunkte 
und Z selbst bestimmten Ebenen liegen. 

Das Polarhyperboloid wird insbesondere zu einem Kegel zwei- 
ten Grades für die Punkte der die Fläche in den Rückkehrpunkten 
berührenden Ebenen und diese Punkte selbst sind ihre Scheitel. 
Jene beiden Ebenen bilden somit die Fläche der Hesse'schen 
Determinante oder die Kernflàche der Regellläche dritter Ordnung 

25* 
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(Artikel 24). Die zweite oder ebene Polare eines Punktes schneidet 
die Directrix D in demjenigen Punkte,:in welchem eine den Pol 
enthaltende Ebene die Flüche berührt. 

Wir erórtern noch die Frage nach den besonderen Kegel- 
schnitten, d. h. den Parabeln, Kreisen und gleichseitigen Hyper- 
beln, welche unter den ebenen Schnitteurven der Regellläche 
dritter Ordnung auftreten, die eine Erzeugende enthalten. 

Die unendlich entfernten Punkte der Fläche bilden eine 
Curve dritter Ordnung und vierter Klasse mit einem Doppelpunkte, 
der Richtung von D. Diese schneidet den unendlich entfernten 
imaginären Kreis in sechs Punkten, welche paarweis drei reelle 
Gerade bestimmen; jede der Letzteren schneidet die Curve in 
einem dritten reellen Punkte, der als Richtung einer Erzeugen- 
den der Fläche gefasst mit ihr eine Tangentenebene der Fläche 
bestimmt, die diese offenbar nach einem Kreise schneiden muss. 
Unter den einer Regelfläche dritter Ordnung eingeschriebenen 
Kegelschnitten sind also drei Kreise. Hat die Fläche eine Er- 
zeugende in unendlicher Entfernung, so reduciert sich die Zahl 
der Kreisschnitte auf zwei. - 

In ähnlicher Weise erkennt man, dass drei gleichseitige Hy- 
perbeln unter jenen Kegelschnitten sind. 

Die Bemerkung, dass jede Gerade ab, welche jene unendlich 
eutfernte Curve in einem Punkte « berührt, sie noch in einem 
andern Punkte 5 schneidet, und dass eine Ebene von der durch 
ab bezeichneten Stellung, welche die Erzeugende von der Rich- 
tung b enthält, die Fläche in einem Kegelschnitt schneidet, wel- 
cher ab in a berührt, zeigt uns, dass durch jede Erzeugende 
zwei Ebenen parabolischer Schnitte gelegt werden können. Alle 
diese Ebenen umhüllen eine abwickelbare Fläche von der Ord- 
nung sechs und der Klasse vier, welche der Fläche selbst nach 
einer Raumeurve sechster Ordnung umgeschrieben ist. 

Wenn die parabolischen Schnittebenen reell sind, so bestim- 
men ihre Berührungspunkte in ihrer Erzeugenden ein Segment, 
dessen inneren Punkten nur elliptische und dessen äusseren Punk- 
ten nur hyperbolische Schnitte entsprechen; fallen sie zusammen, 
so sind alle Schnitte, den einen parabolischen ausgenommen, 
hyperbolisch; sind sie imaginär, so giebt. es nur hyperbolische 
Schnitte. 

Je nachdem der Doppelpunkt der unendlich fernen ebenen 


, 
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Schnittcurve ein Knotenpunkt oder ein isolierter Punkt ist, erhält 
man zwei Gattungen von Regelllächen dritter Ordnung, die man 
als solche mit zwei reellen Rückkehrpunkten' und solche ohne 
reelle Rückkehrpunkte unterscheiden kann. (Artikel 272.) Sind 
c, d jene Punkte, so kann entweder die zwischen « und b ge- 
legene Strecke oder die ausserhalb dieser Punkte: gelegene der 
Ort der Schnittpunkte je zweier reeller Erzeugenden sein, und 
in jenem Falle gehen durch jede Erzeugende der Fläche zwei 
parabolische Ebenen; in diesem geschieht diess nur für die auf 
das unendliche Segment der Doppelgeraden sich stützenden Er- 
zeugenden und es giebt dann zwei der Doppellinie parallele Er- 
zeugende, durch welche nur je ein parabolischer Schnitt möglich 
ist. Sind die Rückkehrpunkte nicht reell, so ist jeder Punkt der 
Doppellinie der Durchschnitt von zwei reellen Erzeugenden, von 
denen immer die eine zwei parabolische Schnitte giebt, mit Aus- 
nahme der beiden ihr parallelen, deren jeder ein parabolischer 
Schnitt entspricht.*) 

274. Es giebt einen von Cayley zuerst hervorgehobenen 
Fall, in welchem die Reduction auf die Form 

20: == wy? 
nicht möglich ist. Wenn die im Artikel 272 mit wu, und v, 
bezeichneten Polynome einen gemeinschaftlichen linearen Factor 
haben, so kann man die Gleichung der Fläche, indem man die 
durch jenen Factor repräsentierte Ebene zu einer Coordinaten- 
ebene macht, auf die Form 
y! + «(ж + шу) = 0 

bringen. Die Ebene 2 == 0 berührt dann die Fläche längs der 
ganzen Erstreckung der Doppellinie und schneidet die Fläche zu- 
gleich in ihr in drei zusammenfallenden Geraden. Die andere 
Tangentenebene in irgend einem Punkte derselben fällt mit der 
Tangentenebene des Hyperboloids 


zz + юу = 0 
zusammen. Dieser Fall kann als ein Grenzfall des vorigen Arti- 


*) Man vergleiche die hier mit benutzten trefflichen Arbeiten, 
welche L. Cremona über diese Fläche veröffentlicht hat. ,,Atti del 
R. Istituto Lombardo di scienze, lettere ed art", Vol. II, 1861. ,,Jour- 
nal für Mathematik“, Bd. LX. 
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kels betrachtet werden; nämlich als derjenige Fall desselben, wo 
die Doppeldirectrix D oder ж = y == 0 mit der einfachen Е 


oder » = z == 0 zusammenfällt. 
Diese Fläche kann folgendermassen erzeugt werden: Man 
nehme in z = y = 0 eine Reihe von Punkten und lege durch 


diese Gerade eine dieser Reihe nach gleichem Doppelverhältniss 
entsprechende oder homographische Reihe von Ebenen. Dann 
liegt die Erzeugende der Fläche dritter Ordnung, welche von 
irgend einem Punkte der Doppellinie ausgeht, in der jenem Punkte 
entsprechenden Ebene und schneidet eine ebene Curve dritter 
Ordnung, welche den Durchschnittspunkt ihrer Ebene mit der 
Doppeldirectrix zum Doppelpunkt hat. 

Oder die Kegelschnitte X, X, besitzen in ihren Schnittpunk- 
ten mit D Tangenten, welche sich schneiden. Dann existiert ein 
einziger Rückkehrpunkt in D, der Berührungspunkt der Ebene 
jener Tangenten mit der Fläche; er theilt die Gerade D in zwei 
unendliche Segmente, in deren einem sie von den Erzeugenden 
mit zwei reellen parabolischen Querschnitten getroffen wird. 

275. Die Gründe, welche beweisen, dass eine eigentliche 
Curve dritter Ordnung nicht mehr als einen Doppelpunkt haben 
kann, sind auf Flächen nicht anwendbar. Allerdings muss die 
Verbindungslinie zweier Doppelpunkte, weil sie als eine Gerade 
zu betrachten ist, welche die Fläche dritter Ordnung in vier 
Punkten schneidet, ganz in der Fläche enthalten sein. Daraus 
folgt jedoch nicht, dass die Fläche nun in Flächen geringerer 
Ordnung zerfallen müsste. 

Die Betrachtung des Tangentenkegels liefert aber für die 
Zahl der Doppelpunkte irgend einer Fläche eine Grenze; denn 
wir sahen im Artikel 18, dass der Tangentenkegel nothwendig 
eine gewisse Anzahl Doppelkanten und Rückkehrkanten besitzt, 
und da jeder Doppelpunkt der Fläche die Zahl der Doppelkanten 
des Tangentenkegels um Eins vermehrt, so kann die Fläche nie 
mehr Doppelpunkte besitzen, als welche die Gesammtzahl der 
Doppelkanten des Tangentenkegels zu der Maximalzahl ergänzen, 
welche ein solcher Kegel haben kann. Nun kann eine Curve 
sechster Ordnung mit sechs Rückkehrpunkten höchstens vier Dop- 
pelpunkte besitzen und die Fläche dritter Ordnung kann 
also, weil ihr Tangentenkegel vom sechsten Grade ist und sechs 
Rückkehrkanten hat, höchstens vier Doppelpunkte haben. 
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Wenn eine Fläche einen Doppelpunkt hat, so ist die Gerade, 
die diesen mit einem willkürlich gewählten Punkt verbindet, eine 
Doppelkante des Tangentenkegels aus diesem Punkt und die Tan- 
gentenebenen desselben längs dieser Doppelkante sind, wie man 
leicht erkennt, die Ebenen, welche durch diese Linie so gelegt 
sind, dass sie den durch die Tangenten der Fläche im Doppel- 
punkt erzeugten Kegel berühren. Wenn daher dieser Kegel in 
zwei Ebenen zerfällt, so muss der bezügliche Doppelpunkt in dem 
durch den angenommenen Punkt gehenden Tangentenkegel eine 
Rückkehrkante erzeugen. Eine Fläche dritter Ordnung kann da- 
her nicht mehr als drei solcher Doppelpunkte besitzen, deren 
Tangenten in zwei Ebenen enthalten sind. 

Die Reciprocallläche kann also, je nachdem ein Doppel- 
punkt oder mehrere derselben vorhanden sind, von irgend einer 
Ordnung zwischen zehn und drei sein, da jeder gewóhnliche 
Doppelpunkt diese Ordnungszahl um zwei, jeder solche specielle 
biplanare um drei Einheiten erniedrigt. 

Wenn die beiden Ebenen der Berührung in einem solchen 
biplanaren Doppelpunkt in eine Ebene zusammenfallen, so erzeugt 
dieser Punkt im Tangentenkegel eines beliebigen Punktes eine 
dreifache Kante und die Ordnungszahl der Reciprocallläche wird 
um sechs Einheiten reduciert. 

Beispiel 1. Welches ist die Ordnung der Reciprocalffáche von 

дут = ш? 

Da diese Fläche in der Ebene w = 0 drei biplanare Doppelpunkte 
enthält, so ist ihre Reciprocallläche von der dritten Ordnung. Für ein 
constantes w, d. h. die Lage jener Doppelpunkte in unendlicher Entfer- 
nung, ist diese Fläche der Ort der Durchschnittspunkte der Geraden, welche 
die Paare der Gegenkanten aller der Tetraeder halbieren, die — von den 


Coordinatenebenen mit einer veränderlichen Ebene gebildet — einen con- 
stanten Inhalt haben. 


Beispiel 2. Welches ist die Reeiprocalfläche von 
1 m n p 
— — — — — 0? 
Se E 
Da diese Fläche dritter Ordnung die Eckpunkte der Pyramide 
gef, у==0, 220, 0/50 


zu Doppelpunkten hat, so muss die Reciprocalffiche von der vierten Ord- 
nung sein, 
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Betrachtet man dann die Gleichung der Tangentenebene der Fläche 
in einem Punkte je yf, 2', w), welche in der Form 


my nz pw 
т? ESL у? tz: at 1? = 0 
darstellbar ist, so erhält man als die Bedingung, unter welcher die Ebene 


ax + Ву + yz + до = 0 


die Fläche berührt, d. h. als Gleichung der Reciprocallläche 


(I) + (mp)? + (nj) + (nä — o, 
die als vom vierten Grade durch Beseitigung der Wurzelgróssen erkannt 
wird, 
Allgemein ist die Gleichung der Reeiprocallläche von 
ac" + by" + c:" + pw" = 0 


von der Form 
n 


n n п 
Aari + ВВ" + Cy"-! + Dó"— — 0. 

Eine Fläche dritter Ordnung mit zwei Doppelpunkten ist auch die 

Enveloppe von 
aa? + bB? + cy? + 21By + 2mye + 2naß = 0, 

wo a, b, c, 1, m, n durch Gleichsetzung mit Null Ebenen repräsentieren 
"und &: y, B : y zwei veränderliche Parameter sind. Die Enveloppe ist 
offenbar von der dritten Ordnung, und dass sie von der vierten Klasse 
ist, geht daraus hervor, dass wir für die Substitution der Coordinaten 
zweier Punkte vier Ebenen des Systems aus der Gleichung erhalten, wel- 
chen dieselben angehören. 

Der aus irgend einem Punkte der Fläche aus einem beliebigen Punkte 
derselben enthält vier Doppelkanten und zerfällt daher, weil er vom vier- 
ten Grade ist, nothwendig in zwei Kegel zweiten Grades. 


276. Die Gleichung einer Fläche dritter Ordnung 
ohne vielfachen Punkt kann in die Form 
ax? + by? Lei + d + еи? = 0 
gebracht werden, wo 
ami Wem et e Re we 
Ebenen repräsentieren und die implicite ір ihnenent- 
haltenen Constanten so gewählt sind, dass die iden- 
tische Relation, welche nach Band I, Artikel 34 die Gleich- 
ungen von fünf beliebigen Ebenen mit einander ver" 
bindet, in der Form 
Pd yos d weg 


geschrieben werden kann. 
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In der That enthält die allgemeine Gleichung dritten Grades 
zwanzig Glieder und somit neunzehn unabhängige Constanten, und 
die gedachte Form fünf Glieder mit vier unabhängigen Constanten, 
während überdiess jedes dieser Glieder drei andere Constanten 
implicite enthält. Die Zahl der Constanten ist also in beiden 
Formen die nämliche. Damit ist jedoch die Möglichkeit der Re- 
duction der allgemeinen Form in die specielle nicht streng er- 
wiesen. *) Das von Sylvester 1851**) ohne Entwickelung seines 
Beweises nur mit dem Bemerken veröffentlichte Theorem, dass 
er einen solchen Beweis besitze, aus dem hervorgeht, wie die 
Reduction in einer einzigen Weise vollzogen werden kónne, ist 
dann von Glebsch***) zuerst bewiesen worden und wir kommen 
auf diesen Beweis zurück. 

Die so reducierte Form ist für die Untersuchung der Eigen- 
schaften der Flächen dritter Ordnung die zumeist vortheilhafte. 

. 277. Wenn wir die Gleichung der ersten Polare irgend eines 
Punktes in Bezug auf die Fläche z'* Ordnung U = 0 in der 
Form 

aU, + yU + ZU, + wU, = 0 

schreiben, so wird die Existenz eines Doppelpunktes in ihr durch 
die Erfüllung der Gleichungen 

Du + 01у + Л» + Uw = 0, 

Dag + Uny + Ung? + Uyw = 0, 

Оза" + Uny + Un? + Uyw = 0, 

De + Uny + Uy? + Uyw = 0 
in diesem Punkte bedingt. (Vergl. Artikel 24.) Wenn man zwi- 
schen denselben die Grössen 2, у, z, w eliminiert, welche in 
den zweiten Differentialen U,,, ... auftreten, so ist die Resul- 
tante, weil jede der vier Gleichungen vom Grade (n — 2) ist, in 
2, y, z, w vom Grade 4 (n — 2)? und repräsentiert, gleich Null 


*) Vergl. A. Clebsch, „Ueber Curven vierter Ordnung," „Journ. 

f. Math.‘“, Bd, LIX, p. 143. 

**) Vgl. ,SCambridge and Dublin Math. Journ.“, Vol, VI, p. 199. 

+*+) Vgl, „Journal f. Math.“, Bd. LIX, p. 193. J. Steiner gab das- 
selbe Theorem 1856 (ibid. Bd. LIII, p. 133) in der inhaltreichen Ab- 
handlung, „Ueber die Flächen dritten Grades“. ` Doch waren die mei- 
sten der schönen Resultate, die er fand, eine Reihe von Jahren vorher 
von englischen Geometern gefunden, die sich schon früher mit dem 
Gegenstande beschäftigt hatten, (Vergl. ArtikelY85.) 
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gesetzt, den Ort derjenigen Punkte, deren erste Polaren Doppel- 
punkte besitzen. (Vgl. Artikel 24, p. 25.) Oder auch: Repräsen- 
tieren wir die erstere, d. i. die Hesse'sche Fläche, durch 


PONO 
und die letztere, die conjugierte Kernflàche Steiner's, mit 
E — у; 


so ist jene der Ort der Punkte, deren quadratische Polaren Ke- 
gellláchen sind und diese der Ort der Scheitel solcher Kegel. In 
dem Fall der Flächen dritter Ordnung sind die vier obigen Gleich- 
ungen nach v, y, z, w und а", у, z w symmetrisch und daher 
die beiden Flächen 7 und X identisch, d.h. wenn die Polar- 
flàche zweiten Grades von einem Punkte 4 in Bezug 
auf eine Fläche dritter Ordnung ein Kegel vom Schei- 
tel P ist, so ist die Polarfläche zweiten Grades vom 
Punkte В in Bezug auf dieselbe ein Kegel vom Schei- 
tel A. Die Punkte 4 und B sind entsprechende Punkte der 
Hesse-Steiner'schen Flüche vierter Ordnung oder reciproke 
Pole. 

278. Die Tangentenebene der Hesse'schen Determi- 
nantenfläche der Fläche dritter Ordnung im Punkte A 
ist die Polarebene von В in Bezug auf diese Fläche 
dritter Ordnung. 

Denn wenn wir irgend einen dem Punkte 4 unendlich nahen 
Punkt 4’ der Hesse'schen Fläche betrachten, so muss der Pol 
irgend einer durch AA’ gehenden Ebene in der Durchschnitts- 
linie der ersten Polaren von A und 4’ gelegen sein und da diese 
einander unendlich nahe und zugleich beide Kegel sind, so muss 
der Scheitel B dieses Kegels der Pol einer durch A, 4’ gehen- 
den, d. h. der Pol der Tangentenebene in A sein. 

Und ebenso ist die Polarebene eines Punktes 4 
der Hesse'schen Fläche H allgemein die Tangenten- 
ebene der conjugierten Kernfläche X im entsprechen- 
den Punkte B. Insbesondere sind die Tangentenebenen der 
Fläche U längs der Curve parabolischer Punkte derselben Tan- 
gentenebenen der Fläche X, d. h. in dem Falle der Fläche drit- 
ter Ordnung: Die der Fläche dritter Ordnung nach der 
Curve ihrer parabolischen Punkte umgeschriebene 
abwickelbare Fläche ist zugleich auch ihrer Hesse: 
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schen Fläche (4, K) umgeschrieben.*) Wenn eine gerade 
Linie diese Hesse'sche Fläche in zwei entsprechenden Punkten 
A und B und überdiess in zwei andern Punkten € und D schnei- 
det, so durchschneiden sich die Tangentenebenen in 4 und В 
nach der Verbindungslinie der beiden Punkte, welche den Punk- 
ten € und D entsprechen. 

279. Wir wollen die vorhergehenden Sätze auch mittelst der 
reducierten Gleichungsform untersuchen. 

Die Gleichung der quadratischen Polare eines Punktes in 
Bezug auf 

ax? + by? Lei + d? + еи? = 0, 
wird nach den gewöhnlichen Regeln gebildet, wenn man an Stelle 
von w seinen Werth 
—-(e+y+:+9 
substituiert, da dann die Gleichung in Function von vier Verän- 
derlichen erscheint. Wir finden so 
аах? + byy? + сї? + dii + eww? == 0. 
Die Differentiation dieser Gleichung nach œ giebt, weil 
dw = — ах 
ist А » 
ac & == бош; 

und da der Scheitel der conischen Polarfläche den vier nach 
x, y, z, v gebildeten Diflerentialen genügen muss, so erkennen 
wir, dass die Coordinaten 2, y, z, v, w eines Punktes 4 der 
Hesse schen Fläche mit den Coordinaten a, y, z, v, w des ent- 
sprechenden Punktes B, des Scheitels der Polarkegellläche durch 
die Relationen 

aaa == Буу == сї: == dv == ею 
verbunden sind. Wenn wir den gemeinschaftlichen Werth dieser 
Gróssen gleich Eins setzen, was erlaubt ist, weil es sich nur um 
die Verhältnisse der Coordinaten handelt, so können wir die 
Werthe der Coordinaten von B durch 


кР c A rH NE 
^o aX" by’ сг’ dv’ ew 
LJ 
*) Der Satz gilt allgemein: Die einer Flüche nach ihrem 
Durchschnitt mit der Hesse'schen Flüche derselben umge- 
sehriebene abwickelbare Flüche ist auch der Steiner'schen 
Kernfläche derselben umgeschrieben, 
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ausdrücken und erhalten, da sie der Identitàt 
«+у-+{+-+ + 0 = 0 


genügen cn 


titititi, 

oder 
bcdeyzvw + cdeazvwx + deabvway + eabewayz + abedayzv = 0 
als Gleichung der Hesse’schen Fläche. 

Die Form dieser Gleichung zeigt, dass z. B. die Gerade 
v = (0, w = 0 ganz in der Hesse’schen Fläche liegt und dass 
der Punkt & = 0, y = 0, z = 0 ein Doppelpunkt in ihr ist. 
Da aber die fünf Ebenen 2 = 0, y = 0, z = 0, v = 0, w = 0 
zehn Combinationen erlauben, sowohl wenn sie zu zweien als 
wenn sie zu dreien genommen werden, so entspringt S ylvester's 
Theorem, nach welchem die fünf Ebenen ein Pentaeder 
bilden, dessen zehn Eckpunkte Doppelpunkte der 
Hesse'schen Fläche und dessen zehn Kanten ganz in 
derselben enthalten sind. 

Die quadratische Polare des Punktes œ = у = z = 0 ist 
nach dem Obigen 

| йуз? + eww? = 0 

und zerfällt also in zwei Ebenen, welche sich in der den Ebenen 
v == 0, w = 0 gemeinschaftlichen Geraden durchschneiden; jeder 
Punkt dieser Linie kann daher als der dem Punkt А (=y =z= 0) 
entsprechende Punkt В angesehen werden. Es existieren also 
für eine Fläche dritter Ordnung zehn Punkte, deren 
quadratische Polarflächen in Paare von Ebenen dege- 
nerieren; dieselben sind Doppelpunkte der Hesse'schen 
Fläche und die Durchschnittslinien der entsprechen- 
den Paare von Ebenen liegen in derselben; die Ebenen- 
paare sind harmonisch conjugiert in Bezug auf die 
entsprechenden Flächen des Pentaeders. 

Die Gleichung der Tangentenebene der Hesse schen Fläche 
in irgend einem Punkte kann in der Form 


ut; at At ognuna 


dv еш? 


Ar Sa, 1 
dargestellu werden, welche für die Substitutionen 2e a für 
D . 
v ec M 
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ахх + byy -Loez"7z: + diir + eww = 0 
übergeht; diess ist aber nach Artikel 278 die Polarebene des 
entsprechenden Punktes in Bezug auf U. 

Indem man diese Sätze unabhängig beweist,*) gelangt man 
zu dem Nachweis, dass die Reduction der allgemeinen Gleichung 
auf die Form einer Summe von fünf Cuben immer möglich ist. 

280. Diesen Beweis geben wir hier nach Clebsch's Dar- 
stellung,**) bevor wir zu weiteren Untersuchungen schreiten, weil 
das Pentaeder für das Verständniss der Theorie der Flächen 
dritter Ordnung von der gróssten Wichtigkeit ist. 

Wir gehen von den Gleichungen des Artikel 277 aus, indem 
wir 2, y, z, durch &,, 2,, Za, c, und «, у, z', w durch 
Vio Yz» Ha, y, der Operation mit Determinanten mehr entsprechend 
ersetzen. Wenn jene vier Gleichungen sich durch besondere 
Werthe der ж auf zwei von einander verschiedene reducieren, so 
liegt der Pol im Durchschnitt zweier Ebenen an beliebiger Stelle. 
Für einen solchen Punkt a verschwindet aber ausser der Deter- 
minanle Н auch das System ihrer zehn Unterdeterminanten 

1) Hg = 0- 

Es ist zu untersuchen, wie viele gemeinschaftliche Lösungen 
diese zehn Gleichungen zulassen, und man kann von den gemein- 
schaftlichen Lösungen irgend dreier unter ihnen ausgehen, um 
zu zeigen, welche von ihnen auch den sieben übrigen ent- 
sprechen. 

Wählen wir als solche die von 


А, Ha == 0, I, == 0, Hs == 0, 


welche als Oberflächen 3 (n — 2)'** Ordnung darstellend 27 (n—2y 
Schnittpunkte ergeben. Die Relationen der Unterdeterminanten 
geben dann y 


*) Der Abschnitt des letzten Kapitels „Ueber die Ordnung eines 
Systems von Gleichungen* beweist, dass eine symmetrische Determi- 
nante von p Reihen und Zeilen, deren Elemente siümmtlich Functionen 
der ле Ordnung in den Veründerlichen sind, eine Fläche von der »p'*" 
Ordnung darstellt, welche J p (р? — 1) л? Doppelpunkte enthält; dass 
somit die Hesse'sche Fläche für eine Fläche л‘ Ordnung stets 10 (n—2)* 
Doppelpunkte enthält. Die Vergleichung mit dem hier Folgenden ist 
von Interesse, 

**) Vergl. „Journ. f. Math., Bd. LIX, p. 193. 
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u Hy + ty Hy = Н, и Ну + Ug Hp = 0 
a) изә Hy + и» Hu = 0, uzy Hy, + uu Hy, = А, 
uss Ba + He Bu = 0, ugs Hy, + ua Hy, = 0 
us Hy, bu Ну = 0, ua Н» + ua Hyp = 0 

Diese Gleichungen können im Allgemeinen nur bestehen für 
2) н=0, H4 = 0, Н, = 0, H4,—0, Hp = 0; 
Ausnahmen bilden nur die Fälle, in denen jedes der Systeme 
a), b) sich auf ein Paar von Gleichungen zur Bestimmung der 
vier letztern Grössen reduciert, bei deren einer wenigstens rechts 
nicht Null steht; diess kann nur für 

3) us = 0, иц = 0, иц = 0 
der Fall sein. Es müsste denn H = 0 sein, und jedes der 
Systeme a), b) sich auf eine Gleichung reducieren, was nur 
‚möglich ist, wenn eine Grösse A sich so bestimmen lässt, dass 
4) ug = Aug, Ugy = Ate, maa = Aug, иң = Au, 
wird. 

Von den drei Möglichkeiten gemeinschaftlicher Lösungen ent- 
spricht der ersten, bei welcher die Gleichungen 3) bestehen, die 
Anzahl (n — 2)? einfacher Lösungen der Gleichungen A, ohne 
eine gemeinsame Lösung von 1). 

Denn wenn das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen 1) 
durch das Verschwinden von 


Uj Up, Шз, -Wigs Y1 
Uiz»: Ups Hax Мы, Ya 
Ө = (ug, иӊ, изз, им, Уз 
Hu: Чоц, Шы, Чи, Yı 
D, Yz» У, > O 
für alle у ersetzt wird, so zeigt die aus 3) entspringende Form 


"Mu, tos Шз», Mu: V 
Uns Uns Un, Ha: Уо 
Bi as Let 0 ea 
Du: Up 0, 0, y, 
Yo» Ma, 3» A, 0 
dass nur die Coefficienten von y;?, Y3, y, y, verschwinden. 
281. Den Gleichungen 4) entspricht das Verschwinden von 
Hs, Н, Man, Н, So dass nur A,,, Ha, H,, von Null ver- 
schieden bleiben; die Elimination der æ aus 4) giebt eine Resul- 
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tante, welche für die Coefficienten jeder der Gleichungen vom 
Grade (n — 2)*, also für die Coefficienten von и und für А vom 
Grade 4 (n — 2)? ist, d. h. sie geben 4 (n — 2)? Werthsysteme 
der æ. Dieselben gehören aber überdiess den Gleichungen А) 
mehrfach an. Denn wenn man die Differentiale von Z,,, Hys, Н,» 
bildet, indem man etwa in Ө die Grössen y,, y, durch Null er- 
setzt, so dass 


= — (Huy? + Hay? + 2Hayıya} 

wird, und 46 bildet, so entspringt mit Rücksicht auf 4) 
us Шо, Ds, үү, Yı 
Шз, Uag, dugg, Шш, Ya 

dO = |u, ч, dus, U, 0 | + 
Us Uggs ds, шү, 0 


Us М), Шз, dü Di 
Hu, Чоу, Man: Ay, Ya 
Mun, Man, Man, diggs 0 
ш, Шуу, Uggs du, 0 


Yi» Y2, 0, 0,0 м, 5, 0, 0,0 
Uy, Ujo, its s. Wia Yii 
Hu, Usg, Чи» > Uas Me 
Hu, Uog, изз e U 
du 

"Der: dug — 5, (ps. d) + 
Yo Yz» 0 e 8:76 
Hu, ща. Му, Cg, » Yı 
Hu, Wen, Ugg, ra EE: 

D Mg, Uggs ` Mag, Фи Ti 


0 H 0, 0 , duu TX Tu 0 
Yı , y» 5 0, 0 , 0 


Vaso fag Mason 
S {duu — 258 i "e Ups МЧ), Ha, Yaj, 
Шз, Uggs Maa, 0 
Vu yo,» 0, 0 
Die Differentialien von Dun, Han, Mig unterscheiden sich also 
für die Gleichungen 4) nur durch einen Factor und die drei 
durch Gleichsetzung dieser Gróssen mit Null dargestellten Ober- 
flächen haben in jedem den 4) entsprechenden Schnittpunkte eine 
gemeinsame Tangentenebene; daraus folgt, dass diese Punkte 
vierfach zu zählen sind, da in einem Berührungspunkte dreier 
Flächen im Allgemeinen vier Schnittpunkte derselben zusammen- 


w^ 
E 
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fallen.*) Die Gleichungen 4) vertreten also 16 (n — 2)? gemein- 
schaftliche Punkte der A. 
Wenn weder die Gleichungen 3) noch die 4) stattfinden, so 
geben die letzten Gleichungen der Systeme a), b) к 
Hag — 0; Hy = 0, Н,==0, H4 = 0, 
also 
H = 0; 

also kann man zu a), b) noch hinzufügen 

ud + uy HS, = 0, uH, + gau = 0, 

изНз Ru Hy, == 0, una Hy, + nau = 0, 
so dass nothwendig 

Hyg = 0, Н = 0, А, = 0 
sind, d. h. sämmtliche Ha verschwinden. Und die Anzahl solcher 
Lósungen ist 
== 27 (n— 2)? — (n—2) — 16 (n— 2)? = 10 (n—2); 

also speciell für Flächen dritter Ordnung — 10. 

282. Eben für diese kann die Gleichung der zehn Knoten- 
punkte in Ebenencoordinaten leicht aufgestellt werden. Sind 
т, Vg, 04, v, die Coordinaten einer durch den Knotenpunkt 
4,4, 25, Za, ©, gelegten Ebene, so ist 

5) ма + v + ух, + ма, = 0. 

Multiplieiert man diese Gleichung mit den zehn Quadraten 
und Producten der 2, so erhält man zehn in den Producten 
ажал lineare Gleichungen und kann aus ihnen zusammen mit 
den zehn in denselben Grössen linearen Gleichungen 7; == 0 
die zwanzig Grössen агг» eliminieren. Die entspringende Deter- 
minante ist das Product der Gleichungen der zehn Knotenpunkte. 

Setzt man 

v; = ш + Ab; (i = 1, 2, 3, 4), 
wo die a, b beliebige Constanten sind, so dass nach 5) 
Pes, ead a2, E _аул, Е 2 gata + аа, 
HCH + bod, Eu заз + bum, 
ist, so verwandelt sich jene Gleichung in eine Gleichung zehnten 


*) Wir wollen bemerken, dass die drei Tangentenpaare der Schnitt- 
curven der gemeinschaftlichen Tangentenebene mit den Flächen ein 
involutorisches Büschel bilden, dessen Doppelstrahlen den möglichen 
stationären Berührungen entsprechen. 


Faden 


дА EA $i 0. Ä 


Grades für A, 
deren Wurzeln vorläufig durch 


Än, Алд» Ауаз» Rigas Passo Aus: Aogas Aogas am: Азау 
bezeichnet werden mógen. 
Für ш als einen unbestimmten Factor hat man zugleich 


7) ge, — fi ax, = Г, (А0), ax = Гу (0), um, = Г, (4). 

Sie ist auflösbar mit Hilfe einer Gleichung fünften Grades. 
Ihre Eigenschaften geben geometrische Eigenschaften der Fläche 
dritter Ordnung wieder. 

Ist a' einer der zehn Knotenpunkte, so ist die Gleichung 
seiner Polare 

Z Zu дацк = 0, 

wenn o das bezeichnet, was durch Substitution der Coordinaten 
von A aus uj, hervorgeht; diese Polare ist ein Ebenenpaar, weil 
die aus den vo zu bildenden Partialdeterminanten sämmtlich ver- 
schwinden, so dass stets 


ZEN qam == (aa, аза desig T eq.) (Biti e Bars Bao Виц) 
ist; da für die Schnittlinie des Ebenenpaars die Differentialquo- 
tienten links wie rechts nach sämmtlichen а: verschwinden, so 
bestehen die auf zwei verschiedene zurückkommenden vier Gleich- 
ungen 
8) u + Wirt, + Чаа + ид, == 0, 
die Gleichungen der dem Knotenpunkte entsprechenden Geraden. 
Diess giebt den Hauptsatz des Artikel 279. 
In jenen Geraden liegen aber selbst Doppelpunkte der Flüche 

H = 0. Der durch die Gleichungen 7) nicht völlig bestimmte 
Punkt a lässt sich so wählen, dass für ihn selbst sämmtliche Ну 
verschwinden, oder dass die symmetrische Determinante 6 des 
Artikel 280 unabhängig von den Werthen der y gleich Null 
wird. Multipliciert man die Determinante Ө mit dem Quadrate von 

TERT EP e, Maier 

№, Pa» Рз, Ру, 0 

=, d»» da» d» 0| 

A vr 

06535030:5:04, Од 
wo die p, 9, 7 Constanten sind, für welche D nicht verschwin- 
det, so erhàlt man für 

Salmon, Anal, Gom. d, Raumes, II, 26 
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Upg = 22щкр фк, Yp == Ру + Ур + YsPs + Ууру, ir, 
EN, Met Т А ГУ 
0, Upps иш, upr, Ур 
0, ир Чад, ugr, Уд 
0 Uprs Hor: Urs Yr 
Ух, Ур» Уд» Yrs 0 
Ирр» Чрд, Upr 
ERT (y) Upg» Uggs Чат | 5 
Ире, Чу, Urr 


d. h. man erhält bei Geltung der Gleichungen S) die Erfüllung 
sämmtlicher Gleichungen Ну — 0 für die Gleichheit der letzt- 
geschriebenen Determinante mit Null für beliebige Werthe von 
р, 9, т. Da jene beiden linear sind und diese vom dritten Grade 
ist, so genügen ihnen drei Werthsysteme, d. h. es giebt auf jeder 
der zehn Geraden drei Knotenpunkte. Auch muss а” nach 8) auf 
der dem Knotenpunkt x entsprechenden Geraden liegen, mithin 
auf allen drei Geraden, welche den so eben bestimmten Punkten 
entsprechen. Denken wir das Coordinaten-Tetraeder so gewählt, 
dass für den Knotenpunkt a, = a, = x, == 0 und für die ent- 
sprechende Gerade cz, == a, == 0 ist, so kann man die zehn 
Gleichungen Hi == 0 durch das System 
9) va = «к + fie 

ersetzen, wo «œ, В Constante und 

oun + «Qm» + «ух; + «л, = 0, 

Pızı + Bux. + Ву, + Bei = 0 
die Gleichungen der Ebenen sind, in welche die Polare des aus 
8) gefundenen Knotenpunktes zerfällt. 

Darnach liegen dann auf den durch einen Knotenpunkt а 
gehenden Geraden im Ganzen sieben Punkte und die zugehórige 
Gerade e enthält die drei übrigen 5, c, d; denken wir ihnen die 
Geraden В, у, ò entsprechend, so gehen durch b, c, d noch je 
zwei andere Gerade, die zu zweien auch durch die ausser « auf 
B. y, 9 liegenden Punkte gehen. Die durch b gehenden Geraden, 
welche den auf 6 liegenden Punkten entsprechen, dürfen die 
Linie 8 selbst nicht treffen, jede von ihnen geht durch einen 
Punkt in y und einen in д, so dass beide zusammen beide Punkte 
von y und beide von à treffen. Ebenso treffen die durch c gehen- 
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den Geraden die Punkte von 8 und д, die durch d gehenden die 
Punkte von 8 und y. бо entstehen drei vollstándige Vierecke, 
gebildet aus je zweien der Geraden 8, y, d und aus je einem 
der durch b, c, d gehenden Paare; zu ihnen treten dann noch 
zwei eben solehe, die durch « gehen und von den durch 5, c, d 
gehenden andern Geraden immer je eine enthalten. Sie bilden 
das Pentaeder. 
Sind 1, 2, 3, 4, 5 die Ebenen desselben, so sind 


123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 345 
und. (AB; 35, 24,225, Dé, GA. se 14, 13, 12 
die entsprechenden Ecken und Kanten. Jene entsprechen den 
Wurzeln der Gleichung. 

283. Die Eigenschaften dieser Gleichung ergeben sich dar- 
nach mit Leichtigkeit. 

Bezeichnen A, A", X” drei Wurzeln entsprechend drei Punk- 
ten derselben Geraden und A die Wurzel für den entsprechenden 
Punkt, so finden zwischen den Coordinaten eines der ersten drei 
Gleichungen, zwei lineare und eine cubische, statt, deren Coef- 
ficienten nur von den zu A gehörigen Coordinaten abhängen, Ver- 
bindet man etwa die zu A gehörigen drei Gleichungen mit 
0 = (a,2, + ac, + ах + amu) + A (ba + bzw, Horg dE 
und eliminiert 2, A, ,, шү, so erhält man für A eine cubi- 
sche Gleichung, deren Wurzeln 4, А”, X” sind; ihre Coefficienten 
hängen von den Coordinaten von A oder ihren Verhältnissen ab 
und lassen sich mit Hilfe der Gleichungen 7) durch А ausdrücken. 
Man kann also alle symmetrischen Verbindungen von 
X, A, A" als rationale Functionen von A darstellen. 
Und ebenso für die neun übrigen Combinationen die- 
ser Art, also jede symmetrische Function 


von 55%, Aiza» Aios durch ДЗ, 
VOD Aan: Азу, Aiso durch Ay, etc.; 
endlich von ` Än, A455, Agga durch ` 445, 
und von Aisi» Aus, А durch ` 2454. 
Ist dann 
X3 Аф (0) + K(i) — x à) = 0 
die cubische Gleichung von den Wurzeln A, 2", A", so besteht 
eine ähnliche Gleichung, die ebenfalls A zur Wurzel hat, für 
jedes A, dessen entsprechende Gerade durch den zu A gehörigen 
26 * 
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Punkt geht; solcher Geraden giebt es drei und wenn A, A,, A, 
die entsprechenden Wurzeln sind, so gelten auch die Gleichungen 
4% — Ko (h) + Vy (u) — x (M) = 0, 

АЗ — Dep + Kap (А) — z (5) = 0. 

Aus ihnen bestimmt sich A vollständig, denn es giebt nur 
einen Punkt, welcher auf den drei zu A, A,, A, gehörigen Gera- 
den liegt. Man erhält aber 

ER 
wo & eine rationale symmetrische Function ist, d. h. jede Wur- 
zel der Gleichung 6) ist eine rationale symmetrische 
Function von drei andern. 

Wenn nun ф eine symmetrische Function von vier Argumen- 
ten bezeichnet und 


yi == Ф (Азза, Ja, Ja, Ay)» Y2 == Ф (Дз, Maso Aus, 3343); 
Vs = 9 (Мо, Aa, Aa, А5), Ya == Ф (opo Aas, Азу» 4535), 
Уу = Ф (эз, Йэ, Юз, Aoga)» 
so können mit Hilfe des vorletzten Salzes diese Grössen y trans- 
formiert werden; man kann z. B. y, ebensowohl als eine symme- 
trische Function von 
Аза, Aan und zugleich von ` Les, Ass; 
als von A,4,, Аду und zugleich von А35, Азау 
und von 2,34, Азу und zugleich von A445, Азу 
ansehen, also nach jenem Salze als eine symmetrische Function 
von Аы, Аз» VOM Азур, Ар, УОП o A, bau: 
so dass 
y; = A Uu, dg) = A (Азм, А) = # (ы, дви) 
und somit 
Зуу" = Q" (hiss Aagi) + S^ (hg, tin) + An (laso Ази) 
ist. Ebenso findet man 
3y," = Q" (lisos Aaga) + S7 (izgs Ads) H 9" (оз, dogs) ete., 
Зуу" = Q” (Аа, Aas) + Aa, bas) H S^ (As, 353) 
und daraus die Summe 
6 (y^ +y” +... +y”) 
= Q" (hay, Mas) + 9" (Дд, Aag) + Ar (aos, Agas) 
+ Ar (his lgs) HS" (ә, ago) H A" (hios Ausl 


+ 9" (Mas A43) + An Ha, Aya) H R” (Agiss 353); 
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in welcher sich die Zeilen der rechten Seite nach eben jenem 
Satze als je eine symmetrische Function von 2,55, À,5,, etc. er- 
geben, so dass die ganze rechte Seite auf rationale Weise durch 
die Coefficienten der gegebenen Gleichung ausdrückbar ist. Da ` 
nun also die Potenzsummen der y sich für jedes ф durch be- 
kannte Grössen ausdrücken lassen, so kann man stets eine 
Gleichung fünften Grades 


10) f(y) = y^ — A* + B — Cy? + Dj — E 


aufstellen, deren Wurzeln y,, Ya, уз, y,» 4, sind. Nach Auf- 
lösung derselben sind aber sämmtliche Wurzeln A der 
Gleichung zehnten Grades 6) bekannt. Denn man kann 
fünf Gleichungen 


» — «4? + B — y + 9, — 0, 
V com al gw + Ach 


M ai ER AE do d 

bilden von den respectiven Wurzelgruppen 

Азза, Aan: Roas» Za? Дуза» Aus, Zus, 43455 

Än, Aua: Азд» Aan? 
um z. B. die e zu berechnen, bildet man die Summe 

а == уу”, + уо, + уу", + уу", + Ys", 

in welcher jedes Glied eine "symmetrische Function derselben Art, 
wie vorher ф ist, so dass sich die Summe wie vorher die aller 


y" durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung ausdrückt 
und man also erhält 


a e E + Kéi + 91 Tue s 
^h + 0% + hn * "ala H "we , 


o 


а, 


a, — ayı'+ ey! + «уу; + awi + «уу, 
Gleichungen, deren linke Seiten sich durch bekannte Grössen 
rational ausdrücken lassen. Mittelst derselben drückt man die с 
durch die у und die Coefficienten der gegebenen Gleichung aus; 
durch ähnliche Systeme die В, у, д. Man kann also, wenn 
sämmtliche Wurzeln von 10) bekannt, die fünf gedachten Gleich- 
ungen bilden und ihre Wurzeln, d. h. die sämmtlichen Wurzeln 


http://rcin.org.pl 


= 6 -= 


der Gleichung zehnten Grades bestimmen, da je zwei von ihnen 
stets eine und nur eine gemeinsame Wurzel haben. 

284. Sind nun v, a/, а” drei in einer Geraden gelegene 
 Knotenpunkte, so hat man nach 9) folgende drei Systeme von 
zehn Gleichungen 1 

uj == oct + Вак, uw = а В + Ber, 
шк = 9 В" + Ве", 
in denen die с, 8 die Coordinaten der drei Ebenenpaare sind, 
in welche die Polaren der Punkte x, x, x" zerfallen. Da diese 
Punkte aber in einer Geraden liegen, so giebt es Factoren u, ш”, ш”, 
so dass für jedes ; 
pa; + ша + ша = 0 
und somit, da die wj; lineare Functionen der æ sind, auch 
pus + шшк + wur = 0 
ist. Setzt man hier die Меге von wj, etc. ein, multipliciert 
die Gleichung mit den laufenden Coordinaten А; X; und summiert 
nach ; und Ж, so erhält man für 
4 — eX, +9 +, + eX, — 0, 
B= ВХ, + bX, + b; + pX = 0, 
etc. als die Gleichungen der Ebenen, in welche die Polaren zer- 
fallen, 
11) AB + ШАВ + uw" "B" = 0, 
welche für alle Werthe der .Y bestehen muss, also eine der 
gegenseitigen Lage der sechs Ebenen zukommende Eigenschaft 
ausspricht. In der That kann man aus ihnen mit Beachtung 
dessen, was man von dieser Lage schon weiss, drei lineare Aus- 
drücke E, Е, E" so bestimmen, dass 
АВ = ШЕ" — w'E?, АВ = ШЕ — pE”, 
4A" p" = uE? — ШЕ? 
ist, oder darf setzen 
A = EF + Е yw, В = Е" үг — E yw, 
А = Е yw" + Е уи, B =E үч —E yu, 
4 = Е yu + Е yv, В = Е үш — E yv, 
. h. man hat den letzten Satz des Artikel 279. 
Man kann die Coefficienten der Æ und x so bestimmen, dass 
in ihnen nur Summen und Differenzen der Æ erscheinen. Setzt 
man dann 


d 
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EU = сда + cO x, + сда + с|#л,, 


so erhält man aus 9) das System der zehn Gleichungen 


193 3193 mm em „144 mg (8) (8) 
и 6 = є; Ch Ci Wi , и 6 == Ci €, — Ci Wi ; 
Ia, 5995. € 1 dui Aba АЕ 
345 9345 __ (1) (1) mm 
üg © = Ci Cp — Ci Cko 


in welchen die с constante Factoren bedeuten und stets 


ef? <= — ah, etg, 
ist, überdiess aber 
аву «бу __ (0) (д) (в) (е) 
Ч: не 0р c 


so gebildet ist, dass («Вудг) eine positive Permutation der Reihe 
(12345) ist. 

Sie sind aus vieren unter ihnen, die vermóge der passenden 
Annahme der absoluten Werthe der c angenommen werden kón- 
nen, bestimmt durch die in den Gleichungen 


13) o". at deam . ar Loo „ach = 0 


gegebenen Bedingungen, dass zehnmal drei Punkte = in einer 
Geraden liegen. 

Dass die c diesen Gleichungen gemäss bestimmbar sind, 
zeigt folgende Betrachtung. Man kann die absoluten Werthe der 
æ so bestimmen, dass unabhängig von den Werthen der z 


Ду, э |. 9: 1 24 | 

а а а а 
Хуг = A GC Ө MIT 

DC e, (баз, А uti 
e, e, eg, c, 
womit zugleich die obige Bedingung erfüllt ist, dass durch Ver- 
tauschung zweier Indices die Coordinaten eines Punktes c ihr 
Zeichen ändern sollen. Dann aber reducieren sich die Gleichun- 


gen 13) auf die für alle z erfüllte Relation 


Ps cf, с a^? cb DN ie + с" с", 2, 

д ef Soo A с, o Hoo, Sl. 
Bu el, D ant + coh? + e, o?" 2, =,0 
ф Dé co^ + co? or e, o, 2 


Diese erfordert die Voraussetzungen 
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6 = e. cf. ci, 


3 3 4 4 5 5 
14) 19109 = :9 c 0 TN TA E. TA TAE P к=), 
3 4 
BO c, + 7 c, + 79 e, +9 D + 70 c, ке; 
Damit sind die absoluten Werthe der ж bis auf einen in den 
т enthaltenen allen gemeinsamen Factor fixiert und ebenso kön- 
nen die c nur noch die Quadratwurzel dieses Factors enthalten. 


Die Polare von z^" geht in die Form 
(Г? + r'^, (pe — г“ == 
über; diese beiden Ebenen sollen die Ebenen F heissen, und wir 


wollen ebenso die Ebenen G, Z, J diejenigen nennen, deren 
Gleichungen in den Formeln 
r9 e r9 ге ug, 
pO + pÓ 4 p^ + pe — 0, 
DUORI"URIUPIVUPIPIS 
respective enthalten sind. Dann erhält man die von Clebsch 
zuerst ausgesprochenen Sätze: 

Solche 6 Ebenen F, in welche die Polaren dreier 
in einer Geraden liegenden Knotenpunkte zerfallen, 
schneiden sich viermal zu drei in einer Geraden /; 
solcher Geraden giebt es 40, jede der Ebenen F ent- 
hält 3 Paare derselben. Betrachtet man zwei durch 
eine Gerade f gehende Ebenen F als zugeordnet har- 
monisch, so geht die der dritten zugeordnete vierte 
harmonische immer durch eine von 60 Geraden g, in 
welcher die mit der dritten in einer Polare vereinigte 
Ebene F von der durch die Doppellinien derjenigen 
Polaren gelegten Pentaederfläche geschnitten wird, 
welche in den beiden einander zugeordneten Ebenen 
des harmonischen Büschels liegen. Diese 60 Gera- 
den g liegen in den 40 Ebenen б, jede in zweien der- 
selben; je vier Ebenen G gehen durch jede Ecke des 
Pentaeders, und je zwei solcher vier, die mit einer 
Ebene F und einer Ebene E sich durchschneiden, 
bilden mit einander ein harmonisches Büschel. Die 
Ebenen G werden überdiess von den Ebenen Z in 
80 Geraden A geschnitten, durch welche ausserdem 
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noch immer zwei der 40 Ebenen A gehen; und 4 so 
durch eine Gerade "gehende Ebenen bilden stets ein 
harmonisches Büschel. 

Es schneiden sich 180mal zwei Ebenen 6 in einer 
Ebene F. Dievierte harmonische zu solchen 3 Ebenen 
geht immer durch eine von 60 Geraden i, in denen 
sich zwei Ebenen H mit zwei Ebenen F schneiden; 
und zwar gehen durch jede Gerade ; vier Ebenen der 
gedachten Art, die zugleich immer mit einer Ebene 7 
und den beiden Ebenen F ein harmonisches Büschel 
bilden; auch bilden die zwei Ebenen F immer mit den 
zwei Ebenen Z selbst ein harmonisches Büschel. Die 
Geraden i, f bilden mit den Kanten des Pentaeders 
das vollständige System der Schnittlinien der Ebenen 
F. Die Ebenen Н werden von den Ebenen Æ ausser 
in den A in 40 anderen Geraden E geschnitten, die 
zugleich unter den Durchschnittslinien der Ebenen J 
sind, und zwar bilden solche durch eine Gerade k 
gehende vier Ebenen immer ein harmonisches Büschel. 
Diese Ebenen J durchschneiden sich ausserdem noch 
in 80 Geraden /, deren jede zugleich einer der Ebenen 
F und einer der Ebenen б angehört, welche dann mit 
den durch die Schnittlinie gehenden Ebenen J ein 
harmonisches Büschel bilden. Auf jeder Ebene F 
liegen vier, auf jeder G zwei dieser Geraden. 

285. Endlich ergiebt sich aus den Gleichungen 12) die Dar- 
stellung дег Function м als Summe von fünf Cuben. Bestimmt 
man fünf Grössen w so, dass:sie für alle z 


(1 (1 1 1 1 
|2”, су d ed, Aë e 


15) 220m — | 


"(5 5 5 5 5 
29, hs s ex, e, e, | 


machen, so nehmen die Gleichungen 12) mit Rücksicht auf 14) 
die Form an 

Шү, Шу, Mika » Wiky | 
ell. el, eil, el 


2 2 2 2)! 
e, 9, af. of, с, 


4 |, £ f; 
16) m =w” wH е9) — 99), etc., 
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wo m einen unbestimmten Factor bedeutet. Sieht man in diesen 
Gleichungen die Grössen e als bekannt, die и als unbekannt 
an, so muss ug; sich immer als lineare Function von c;c dar- 
stellen, ebenso auch von c;c} und von ce, und zwar können bei 
jener Darstellung die Coefficienten nur noch vom Index A, bei 
der zweiten von &, bei der dritten von i abhängig sein. Diess 
ist nur möglich, wenn uj; die Form annimmt 


17) wu — X. o c кыр 9) се), 
Durch Einführung in 16) erhält man 


5 5) 
e e, : ey‘ d e, | 
0) 057 0 9,9 1 
+ o? c9 c (e LOIRE varier iP et = { A ce Pm, 
9 o oe ә} 


1С 7 €» H сз H с, 
etc., oder nach 15)  * 
LM o? x Ka „® н 2 o? р c, - apt 
ipai 


"es e 8 Я ei Kt Re 


m 


für alle Werthe von 7 und £, d. h. 


(4) (5) (а) 
т w w 
gn e —@®=—,‚ ete, dies 


Aus 17) erhält man somit, indem allen Gleichungen 16) ge- 
nügt ist, 


1 
Hu == — = dëi m c? c? c, 


und durch Multiplication mit д, жк, æa und Summierung nach 
i,h,k 

MEL es ait и) ga» Tu) po» qu po» +0) Е? kel ETA Е 
die Darstellung als Summe von fünf Сиреп. Zwischen 


den fünf Gróssen E besteht eine lineare Beziehung, denn indem 
man in 15) die Substitution 


к. po sf = po 
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vollzieht, verschwindet die rechte Seite der Gleichung und bleibt 

O — wll gi 4 wP BO + uu ЕЎ A. wl pi | 09 po) 

(Vergl. Artikel 276.) : 

286. Wir gehen in der am Ende des Artikel 279 abgebroche- 
nen Betrachtung der Eigenschaften der Fläche dritter Ordnung 
weiter. 

Die Polarebenen aller Punkte einer Ebene um- 
hüllen eine Fläche, welche zugleich der Ort der 
Punkte ist, deren Polarflächen zweiten Grades die 
gegebene Ebene berühren. Da die Parameter im zweiten 
Grade in der Gleichung der veränderlichen Ebene auftreten, so 
ist das Problem das im 2. Beispiel des Artikel 275 betrachtete 
und die Enveloppe ist eine Fläche dritter Ordnung mit 
vier Doppelpunkten, also von der vierten Klasse. 

Da die Polarebenen der Durchschnittspunkte der Ebene mit 
der Fläche dritter Ordnung selbst die Tangentenebenen derselben 
in diesen Punkten sind, so ist diese cubische Polarfläche der ge- 
gebenen Ebene der abwickelbaren Fläche eingeschrieben, welche 
die Tangentenebenen der Fläche dritter Ordnung längs ihres 
Schnittes mit der gegebenen Ebene erzeugen. 

Die Polarebene irgend eines Punktes A des Durchschnitts 
der Ebene mit der Hesse'schen Fläche berührt nach Artikel 278 
diese Letztere und ist daher eine gemeinschaftliche Tangenten- 
ebene derselben mit der hier betrachteten cubischen Polarfläche. 
Da aber die Polarflàche zweiten Grades von dem entsprechenden 
Punkte В ein Kegel vom Scheitel 4 und somit als die betrachtete 
Ebene berührend anzusehen ist, so ist auch В der Berührungs- 
punkt dieser Polarebene mit der cubischen Polarfläche. D. h. 
wir erhalten den Steiner'schen Satz: Die cubische Polar- 
flàche irgend einer Ebene berührt die Hesse'sche 
Fläche längs einer gewissen Curve. Diese Curve ist der 
Ort der Punkte B, welche den Punkten der Schnittcurve der 
Hesse'schen Fläche mit der gegebenen Ebene entsprechen. 

Wenn aber Punkte in einer Ebene 


ko + ту + nz +4 р» + фо = 0 


liegen, so liegen die entsprechenden Punkte in der Fläche vier- 
ter Ordnung 
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der Durchschnitt dieser Fläche mit der Kernfläche ist von der 
sechszehnten Ordnung und enthält die zehn Geraden 

E UN, iuvat. 

Die übrigbleibende Curve sechster Ordnung ist daher die 
Curve, längs welcher die cubische Polarflüche der gegebenen 
Ebene die Kernfläche berührt. Die vier Doppelpunkte jener Polar- 
Näche liegen in dieser Curve, sie sind diejenigen Punkte, deren 
Polarflächen zweiten Grades Kegel sind, welche die gegebene 
Ebene berühren. 

287. Wenn wir in der geraden Verbindungslinie zweier 
Punkte (a'y'z), Le'w" 2") einen Punkt Le + Aa”, у + Ay", ...) 
willkürlich annehmen, so ist die Gleichung seiner Polarebene 
von der Form 

Pa + АР + АР = 0, 
wenn P, = 0, Pj, = 0 die Polarebenen der gegebenen Punkte 
darstellen, und Ру, == 0 die Polarebene des eihen Punktes in 
Bezug auf die quadratische Polarfläche des andern bezeichnet. 
Wenn man A als veränderlich betrachtet, so ist die Enveloppe 
der betrachteten Polarebene offenbar ein Kegel zweiten Grades, 
welcher den Durchschnittspunkt der drei bezeichneten Ebenen 
zum Scheitel hat. ` 

Dieser Kegel ist Tangentenkegel der cubischen Polarfläche 
irgend einer durch jene gerade Linie gehenden Ebene und sein 
Scheitel ist ein Punkt in dieser Polarfläche. 

Sind die beiden angenommenen Punkte entsprechende Punkte 
der Hesse schen Fläche, so verschwindet P,, identisch, denn 
die Gleichung der Polarebene des Scheitelpunktes eines Kegels in 
Bezug auf diesen selbst ist eine Identität. Man hat also den Satz: 
Die Polarebene eines beliebigen Punktes in der gera- 
den Verbindungslinie zweier entsprechenden Punkte 
der Hesse’schen Fläche geht durch den Durchschnitt 
der Tangentenebenen der Hesse schen Fläche in die- 
sen Punkten.*) 


*) J. Steiner sagt (a. a. O. p. 141), dass es 100 Gerade gebe, 
deren zweite Polare sich auf eine Gerade reduciert. Der Satz im Texte 
scheint an Stelle dieses Ausspruchs treten zu müssen. 
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In einer beliebigen Ebene liegen drei gerade Linien, welche 
entsprechende. Punkte der Hesse'schen Fläche mit einander ver- 
binden, denn die im letzten Artikel betrachtete Curve sechster 
Ordnung schneidet jene Ebene in drei Paaren entsprechender 
Punkte. Somit enthält die cubische Polarfläche einer Ebene im- 
mer drei gerade Linien. Wir werden aus der allgemeinen Theorie 
der geraden Linien in Flächen dritter Ordnung, zu der wir uns 
nun wenden, das Nämliche bestätigen. 

288. Schon in der Anmerkung, Artikel 1, ist bemerkt wor- 
den, dass eine Fläche dritter Ordnung nothwendig gerade Linien 
enthalten müsse; wir sind jetzt im Stande, die Zahl dieser 
Geraden im allgemeinen Falle zu bestimmen. *) 

Wir bemerken zuerst, dass jede durch eine solche in der 
Fläche enthaltene Gerade gehende Ebene eine Doppeltangenten- 
ebene der Fläche sein muss, weil sie die Fläche in einer Gera- 
den und einem Kegelschnitt, d. h. in einer Curve mit drei Dop- 
pelpunkten, durchschneidet. Somit sind die Ebenen, welche einen 
beliebig angenommenen Punkt mit den geraden Linien der Fláche 
verbinden, Doppeltangentenebenen der Fläche und somit auch 
Doppeltangentenebenen des aus dem gewählten Punkte an die 
Fläche gehenden Tangentenkegels. Die Zahl solcher Ebenen ist 
aber im Artikel 271 nach der allgemeinen 'Theorie (Artikel 15 f.) 
bestimmt worden, sie ist sieben und zwanzig und diess somit die 
Anzahl der fraglichen Geraden. 

Diess Resultat kann aber ferner wie folgt begründet werden. 
Angenommen, dass eine Fläche dritter Ordnung eine gerade Linie 
enthalte, so untersuchen wir, in wie vielen Lagen eine durch die- 
selbe gehende Ebene die Fläche in einem in. zwei gerade Linien 
degenerierten Kegelschnitt schneidet. 

Sei w = z = ( diese gerade Linie und 

wU = zF 4 


*) Die Theorie der geraden Linien auf Flüchen dritter Ordnung 
ward zuerst im Jahre 1849 in einer Correspondenz zwischen Cayley 
und Salmon studiert, und die Ergebnisse derselben sind im ,,Cambridge 
and Dublin Math. Journ.", Vol. IV, p. 118, 252 veröffentlicht worden. 
Von Cayley ward zuerst die Bemerkung gemacht, dass eine bestimmte 
Zahl von geraden Linien in der Flüche liegen müsse; die Bestimmung 
dieser Zahl in der im Text gegebenen Art und die Discussion des Ar- 
tikel 291 ward von Salmon gegeben, 
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die Gleichung der Fläche, so substituieren wir w — uz, divi- 
dieren durch z und bilden die Discriminante der resultierenden 
Gleichung zweiten Grades in 2, y, z. Die Coefficienten von 
«2, vy, y? in derselben enthalten u nur im ersten Grade, die 
von az und yz enthalten dieselbe Grósse im zweiten und das 
Glied von z? enthàlt sie im dritten Grade. Die Gleichung, welche 
man durch Gleichsetzung der Discriminante mit Null erhält, ist 
` daher vom fünften Grade und man erhält den Satz: Durch jede 
gerade Linie in einer Fläche dritter Ordnung gehen 
fünf Ebenen, welche die Fláche in einem andern Paar 
von geraden Linien durchschneiden. Also auch: Jede 
gerade Linie in einer Flàche dritter Ordnung wird 
von zehn andern Geraden in dieser Fläche geschnitten. 

Betrachten wir nun den Schnitt der Fläche mit einer der 
eben gefundenen Ebenen. Jede gerade Linie in der Fläche muss 
in irgend einem Punkte diesen Schnitt treffen, d. h. irgend eine 
der drei geraden Linien dieser Ebenen durchschneiden. Jede 
dieser Linien wird aber von acht geraden Linien in der Fläche 
geschnitten, ausser den beiden, die mit ihr in jener Ebene lie- 
gen; es liegen also ausser der Ebene vier und zwanzig Gerade 
in der Fläche, d. h. dieselbe enthält in Allem sieben und zwanzig 
Gerade. 

Wir werden nachher zeigen, wie eine Fläche neunter Ord- 
nung gebildet wird, welche die gegebene Flüche in dieser Gera- 
den durchschneidet. 

289. Da die Gleichung einer Ebene drei unabhängige Con- 
stanten enthält, so kann eine Ebene durch irgend drei Bedingun- 
gen bestimmt werden, und es giebt daher.eine endliche Zahl von 
Ebenen, welche eine gegebene Fläche in drei Punkten berühren. 
Wir können diese Zahl in dem Falle einer Fläche dritter Ordnung 
bestimmen. Denn wir sahen, dass durch jede der sieben und 
zwanzig geraden Linien fünf dreifach berührende Ebenen gehen, 
da jede Ebene, welche die Fläche in drei geraden Linien schnei- 
det, sie in den drei Ecken des von ihnen gebildeten Dreiecks 
berührt, weil dieselben Doppelpunkte des Schnittes sind. 

Die Zahl 5 »« 27 muss aber durch drei dividiert werden, 
weil jede der betrachteten Ebenen drei Gerade enthält. Es exi- 
slieren daher in Allem fünf und vierzig dreifach be- 
rührende Ebenen. 
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290. Jede Ebene, welche eine gerade Linie der 
Fläche enthält, ist eine Doppeltangentenebene und 
die Paare der Berührungspunkte bilden ein involuto- 
risches System. 

Wenn wir annehmen, dass die Achse z in der Flàche ent- 
halten ist und dass der Theil ihrer Gleichung, welcher in a und y 
vom ersten Grade ist, 

ala? + bz + с) +yl + bz 4 с) 
sei, so werden die beiden Berührungspunkte der Fläche mit der 
Ebene | 
у = ux 
durch die Gleichung 
(az? + bz + c) + uld? + bz + е) = 0 
bestimmt, welche eim involutorisches System bezeichnet. (Vergl. 
„Analyt. Geom. d. Kegelschnitte“, Artikel 423.) Aus den bekann- 
ten Eigenschaften der Involution ergiebt sich dann, dass durch 
eine gerade Linie der Fläche zwei Ebenen gelegt werden können, 
welche sie im zwei zusammenfallenden Punkten berühren, d. h. 
welche sie ausser ihr in einem Kegelschnitt durchschneiden, der 
sie berührt. Die Berührungspunkte dieser besonderen Doppeltan- 
gentenebenen mit der Fläche gehören nothwendig der paraboli- 
schen Curve der Flüche an und es ist im Artikel 26 bewiesen 
worden, dass die geraden Linien diese Curve berühren; wir 
haben hier die erste Bestätigung dafür, dass diese Berührung 
2 (n— 2) fach sei. "Die beiden Punkte, in welchen eine der 
sieben und zwanzig Geraden die parabolische Curve der 
Fläche berührt, bilden mit den Berührungspunkten 
irgend einer durch sie gehenden Ebene ein harmoni- 
sches System. Sie sind entsprechende Punkte der Hesse'schen 
oder Kernfläche. Diese beiden Berührungspunkte können übrigens 
imaginär werden. 

291. Die Zahl der geraden Linien kann auch in folgender 
Weise bestimmt werden. 

Die Form 

ace == bdf, 


wo a = 0, b = 0, ete. Ebenen repräsentieren, ist eine der 
Formen, auf welche die allgemeine Gleichung der Fläche dritter 
Ordnung reduciert werden kann, da sie implicite neunzehn un- 
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abhängige Constanten enthält; man findet speciell, dass diese Re 
duction in 120 verschiedenen Arten möglich ist. *) 
Nach jener Gleichungsform enthält die Fläche die neun ge- 


raden Linien 
п zm RW emm eic. 


Eine durch die erste von ihnen gelegte Ebene 
1 а = pb, 
welche die Fläche in geraden Linien schneidet, schneidet offen- 
bar das Hyperboloid 
pce — df 
in den nàmlichen Geraden, dieselben sind also Erzeugende dieser 
Fläche von verschiedenen Systemen. Die eine von ihnen schnei- 


det die Geraden . 
ёз. ш; е Е зке Цу; 


die andern die Geraden 
c —f-—0, deze. 
Und da в drei Werthe hat, so giebt es drei Linien, welche 
dës beet cmd" se fe 
durchschneiden. Das Nämliche ergiebt sich auch daraus, dass 


das durch diese Geraden bestimmte Hyperboloid die Fläche in 
drei weiteren Geraden schneiden muss. (Artikel 83.) **) 


45.32 

6.2 
Steiner (a. a. O. p. 137). Die Scheitel irgend eines Paares derselben 
sind entsprechende Punkte der Kernfläche. 

**) Die Entstehung der Hyperboloide als Durchschnittsort collinea- 
rer Ebenenbüschel leitet zu der Erzeugungsart der Flächen dritter Ord- 
nung aus den Grundgebilden der Geometrie der Lage. Wenn man den 
Inbegriff aller durch einen Punkt gehenden Ebenen ein Ebenenbiindel 
und zwei Ebenenbündel projectiviseh nennt, wenn jeder Ebene des 
einen nur eine Ebene des andern entspricht und umgekehrt, eine Be- 
ziehung, welche durch vier willkürlich als entsprechend angenommene 
Paare von Ebenen (von denen sich nicht je drei in derselben Geraden 
schneiden) vollständig bestimmt ist, so gilt der Satz: Drei beliebig 
im Raume liegende collineare Ebenenbündel erzeugen eine 
allgemeine Fläche dritter Ordnung als Ort des Schnittpunk- 
tes je dreier entsprechender Ebenen, Die Ableitung der 27 Ge- 
raden aus dieser Entstehungsart beruht auf dem allgemeinen Satze: 
Bei drei beliebig gegebenen collinearen Ebenenbündeln 
kommt es im Allgemeinen sechsmal vor, dass drei entspre- 


*) Dem. entspringen die == 120 Paare conjugierter Trieder von 
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Es existieren aber sechs derartige Hyperboloide, nämlich 
ab, cd, ef; ab, cf, de; ete,, 

durch welche somit achtzehn gerade Linien bestimmt werden zu 
den neun, welche in der Form der Gleichung direct enthalten 
sind; d. h. sowie vorher sie enthält sieben und zwanzig Gerade.*) 

Wenn wir jede der achtzehn Geraden durch die drei unter 
jenen neun bezeichnen, welche sie schneidet, so können die sie- 
ben und zwanzig Geraden folgendermassen aufgezählt werden. 
Die ursprünglichen neun sind 


ab, ad, af, cb, cd, cf, eb, ed, ef; 
dazu kommen die drei Linien wie 
(ab .cd.ef),, (ab.cd.ef),, (ab.cd.ef), 
von jeder der sechs Gruppen 


(ab.ed.ef), (ab.ef.de), (ad . be . ef), 
(ad .be .cf), (af.be.de), (af.be.cd). 


Die fünf Ebenen, welche durch eine der Geraden z. B. ab 
gehen, sind die Ebenen а und b, welche die Fläche respective 
in den Linienpaaren ad, af; bc, be schneiden, und die drei Ebenen, 
welche sie in 

(ab . cd . ef), (ab.cf.de); 
(ab . cd . ef), (ab ..cf.de),; 
(ab . cd . ef), (ab. cf . de); 


schneiden. Die fünf Ebenen, welche durch eine der übrigen Ge- 
raden, z. B. (ab . cd . ef), gehen, schneiden sie in den Paaren 


ab, (ab . cf . de); cd, (af. са. be); ef, (ad . bc . ef), 
und in 


(ad .be .cf),, of. be. йе); (ad.be.cf),, (af. be. ае). 


chende Ebenen sich in einer Geraden schneiden. Man ver- 
gleiche die schöne Abhandlung von Schröter im LXII. Bde, des 
„Journal für die Mathematik“ (p. 265 f.) In dieser Entstehung liegt 
der einem bekannten Satz der Planimetrie analoge Satz: Wenn die 
vier Flüchen eines Tetraeders durch feste Punkte gehen 
und die drei Kanten einer Flüche auf festen Ebenen sich 
bewegen, so beschreibt die ihr gegenüberliegende Ecke 
eine Flüche dritter Ordnung. (Vergl. das Beispiel des Artikel 76 
oben und im I. Bande dieses Werkes Artikel 117, Beispiel 23.) 

*) Andere Betrachtungen über das System dieser Geraden gaben 
Hart und Brioschi. (Vergl. „Annali di Scienze matem.“, t. VI.) 

Salmon, Anal, Geom. d, Raumes. Il, 21 
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292. Eine neue Anordnung der Linien des Systems, welche 
zu einer einfachen Bezeichnung und einer klaren Vorstellung des- 
selben leitet, ist von Schläfli gegeben worden.*) 

Wenn wir die beiden Gruppen von nicht sich schneidenden 
Geraden wie folgt schreiben 

ab, cd, ef, (ad . be . cf),, (ad.be.cf),, (ad.be.cf),, 

cf, be, ad, (ab . cd . ef),, (ab . cd . ef), (ab . ed . ef)z, 
so wird leicht erkannt, dass irgend eine Linie der einen Gruppe 
die mit ihr in derselben Verticale stehende Linie der andern 
nicht, aber alle übrigen Linien derselben durchschneidet. Schrei- 
ben wir diese beiden Gruppen 

045 09, 045 645 Ags 06; 

bi, bas Ug, bg, b5, 065 
sie bilden, was Schläfli einen Doppelsechs genannt hat. Man 
sieht leicht aus der vorhergehenden Bezeichnung, dass die Linie, 
welche in der Ebene von a,, b, liegt, die nämliche ist, welche 
in der Ebene von «,, b, liegt: daher können die fünfzehn an- 
dern geraden Linien durch die Bezeichnung сү„, сз, ete. darge- 
stellt werden, wo су die in der Ebene von а, b, gelegene Ge- 
rade bezeichnet. Es giebt offenbar fünfzehn Combinationen zu 
zweien aus den sechs Zahlen 1, 2, 3, etc. Die fünf Ebenen, 
welche durch сү, so gelegt werden kónnen, dass sie in Paaren 
von geraden Linien die Fläche schneiden, enthalten als solche 
die Paare 

ab, азы, und сүс, Cus Сдв» 36645: 

Es giebt dreissig Ebenen, von denen jede eine der Geraden 
von den Systemen а, b, c enthält, und fünfzehn Ebenen, welche 
drei Gerade c enthalten. Aus den sieben und zwanzig Geraden 


können sechs und dreissig ( == 210) Doppelsechssysteme gebil- 
з : 27.16 Е чр ё 
del werden, denn es giebt "uem 216 Linienpaare, die sich 


nicht schneiden. 

293. Wir kónnen nun ein System von sieben und zwan- 
zig Geraden, welches zu einer Fläche dritter Ordnung 
gehört, geometrisch construieren. 


*) Vergl. Quarterly Journal of Mathem.“, Vol. IL p. 116, 
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Wir wählen eine Gerade a, willkürlieh und ebenso fünf an- 
dere, welche sie durchschneiden, b}, by, b,, bg, be  Dieselben 
bestimmen eine Fläche dritter Ordnung, denn wenn wir eine 
solche Fläche durch vier von den Punkten beschrieben denken, 
in denen «, durch die andern Geraden geschnitten wird, und 
durch drei weitere Punkte in jeder dieser Geraden, so enthält 
diese durch neunzehn Punkte bestimmte Fläche alle diese Gera- 
den, weil jede Linie vier Punkte mit der Fläche gemein hat. 
Wir kónnen aber, wenn vier Linien gegeben sind, von denen 
keine zwei sich durchschneiden, im Allgemeinen zwei Transver- 
salen bestimmen, welche alle vier durchschneiden; denn das durch 
drei von ihnen bestimmte Hyperboloid schneidet die vierte in 
zwei Punkten, durch welche die fraglichen Transversalen als Er- 
zeugende der andern Art gehen.*) Durch jede vier der Linien, 
z. B. b4, by, bg, bg können wir daher ausser der Linie а, eine 
andere Transversale a, legen, welche auch in der Fläche liegen 
muss, da sie vier Punkte mit derselben gemein hat. In dieser 
Art construieren wir die fünf neuen Geraden az, dg, v4, dg, а. 


*) Wenn das Hyperboloid der drei ersten die vierte Gerade berührt, 
so giebt es nur eine solche gemeinschaftliche Transversale; und es ist 
offenbar, dass das durch irgend drei andere unter ihnen bestimmte 
Hyperboloid die letzte ebenfalls berührt, — was von Cayley zuerst 
bemerkt zu sein scheint. 

Wenn wir die Linien durch 1, 2, 3, 4 und die Bedingung des Durch- 
schnitts von zweien unter ihnen z. B. 1 und 2 durch (12) bezeichnen, 
so ist die Bedingung, unter welcher vier Gerade nur eine gemeinschaft- 
liche Transversale besitzen, durch die Vergleichung der Determinante 

0, (12, (13, (14) 

(21), 0 , (28), (24) 

(31), (32), 0 , (34) 

(41), (42), (42), о 
mit Null dargestellt. Das Verschwinden der in derselben Art aus fünf 
Geraden gebildeten Determinante ist die Bedingung, unter welcher sie 
alle eine gemeinschaftliche Transversale besitzen. Das Verschwinden 
der gleichen Determinante für sechs Linien drückt eine Relation dieser 
Linien aus, welche man als „Involution der sechs Linien“ bezeichnet 
hat und welche dann immer erfüllt ist, wenn diese Linien die Wir- 
kungslinien von sechs Kräften sein können, die Gleichgewicht hervor- 
bringen. Verschiedene interessante Mittheilungen über diesen Gegen- 
stand gaben Sylvester, Cayley und Chasles in den ,,Comptes ren- 
dus“, 1861, I, 


27° 
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Wenn wir dann irgend eine Transversale bestimmen, welche die 
vier ersten unter diesen Geraden schneidet, so zeigt die vorher 
auseinander gesetzte Theorie, dass sie eine Linie 5, sein wird, 
welche auch die fünfte schneidet. Damit ist ein Doppelsechs- 
system construiert. 

Alle übrigen Geraden gehen aus demselben hervor, denn 
indem man die Ebene a,b, nimmt, erhält man in ihren Schnitt- 
punkten mit den Linien а,, b, Punkte, welche in der Linie c,c, 
liegen. 

294. Die verschiedenen Arten der Fläche dritter 
Ordnung in Bezug auf die Realität der sieben und 
zwanzig Geraden sind gleichfalls von Schläfli (a. a. О.) unter- 
sucht worden. Er erhält fünf Arten, nämlich: 

A) Alle Linien und Ebenen sind reell. 

B) Fünfzehn Linien und fünfzehn Ebenen sind reell; die 
zwölf imaginären Geraden bilden ein Doppelsechssystem, in des- 
sen beiden Gruppen je eine von zwei conjugierten sich findet, so 
dass neun der imaginären Linien einen reellen Punkt besitzen. 
Zwei Paare von conjugierten imaginären Linien werden durch 
eine reelle Gerade geschnitten, 

С) Sieben Linien und fünf Ebenen sind reell. Es giebt 
nämlich eine reelle Gerade, ‚durch welche fünf reelle Ebenen 
gehen, von denen aber nur drei reelle Dreiecke enthalten; in 
jeder der beiden andern bestehen die Dreiecke aus der reellen 
Originallinie und zwei imaginären Linien, die sich in einem reel- 
len Punkte durchschneiden. T 

D) Drei Linien uud dreizehn Ebenen sind reell; jene bilden 
ein reelles Dreieck, durch dessen Seiten ausser der seinen je vier 
reelle Ebenen gehen. 

E) Drei Linien uud sieben Ebenen sind reell; jene bilden 
ein reelles Dreieck, durch dessen Seiten ausser der seinen je zwei 
reelle Ebenen gehen. | 

Bezüglich der Gleichungsform 

ace = һар 
gehen daraus dreizehn verschiedene Fälle der Realität und der 
imaginären Zuordnung der linearen Polynome derselben hervor, 
Sie können sämmtlich reell sein in den Arten 4 und B; a und b7 
c und d, e und f sind einander conjugiert in den Arten B und C; 
d und f sind einander conjugiert, die übrigen reell in den Arten 
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D und E; c und e, d und f sind conjugiert, e, b reell in C und 
E; etc. Alle sind imaginär und nicht conjugiert, а und b haben 
einen reellen Punkt, c und d so wie e und f eine reelle Gerade 
mit einander gemein im Falle C; etc. Alle sind imaginär und 
nicht conjugiert und а, b; c, d; e, f haben je einen reellen 
Punkt gemein in Æ, 

Der Verfasser hat früher*) eine Aufzählung der Modifica- 
tionen gegeben, welche die allgemeine Theorie der 
Fläche in dem Falle erfährt, wenn die Fläche einen 
Doppelpunkt oder mehrere Doppelpunkte besitzt. Dass 
die Fläche dritter Ordnung sieben und zwanzig gerade Linien 
enthält, und fünf und vierzig dreifach berührende Ebenen hat, 
bleibt wahr, wenn man eine Linie oder Ebene zweifach zählt, 
die durch einen Doppelpunkt geht, eine solche vierfach, die 
durch zwei Doppelpunkte geht, und diejenige achtfach, welche 
drei Doppelpunkte enthält, 

Wenn die Fläche einen Doppelpunkt besitzt, so giebt es 
sechs gerade Linien in ihr, welche ihn enthalten und fünfzehn 
andere Gerade in den durch dieselben paarweis bestimmten Ebenen; 
ferner fünfzehn dreifach berührende Ebenen, die jenen Punkt 
nicht enthalten. Man hat so 


2.6 + 15 = 27, 2.15 + 15 = 45. 


Wenn die Fläche vier Doppelpunkte enthält, so werden die 
Linien von den sechs sie verbindenden Geraden, welche vierfach 
zählen, und von drei andern in einer Ebene liegenden Geraden 
gebildet, deren jede zwei Gegenkanten der Pyramide der Doppel- 
punkte schneidet. Die dreifach berührenden Ebenen sind die 
Ebene dieser drei Geraden, welche einfach zählt, die sechs Ebe- 
nen, welche je eine dieser Geraden und eine Kante der Pyramide 
enthalten, welche zweifach, und die vier Flächen der Pyramide, 
welche achtfach gezählt werden müssen.**) 

Beispiel. Eben diese Fläche mag hier noch als Beispiel dienen. 
(Vergl. Artikel 275, Beispiel 2.) Nimmt man die vier Doppelpunkte als 
Ecken des Fundamentaltetraeders, so ist 


*) Vergl. „Cambridge and Dublin Mathem. Journ.‘‘, Vol. IV, p. 256. 
**) Die andern Fülle vergleiche man in der angeführten Abhand- 
lung. 
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ihre Gleichung. Sie enthält die acht und zwanzig Punkte, welche die den 
Punkten einer Ebene 


lx + my + nz + pw = 0 

conjugiert harmonischen Puukte der Verbindungslinien der acht Punkte 
bezeichnen, deren Coordinaten die nachfolgenden Verhältnisse haben 

абез 5 —a:b:e:id ; а:—Ь:с:а ; a:b: —c:A 3 

a:b:c:—d; —a:b:c:—d; —a:b:—c:d; —a:—b:c:d.*) 

Für eine Tangentenebene der Fläche im Punkte (o, y, z, w) hat 

man 

(mb?zw + nc?wy + pd?yz) X + (в? + newe + pd?xz) Y 
+ (la*yw: + троа pd?zy) 2 + (layz + mb?zx + neay) W = 0, 
wenn X, Y,.. die laufenden Coordinaten bezeichnen; also für die den 
Kanten 2 == у = 0, z = w = 0 entsprechenden respective 

X E 2 wW 

D» —; = 0 — — = 0 
la? W mb? ` ne? + pa 1 


welche einerseits zeigen, dass die Durchschnittslinien der drei entspre- 
chenden Paare von Taugentenebenen in der einen Ebene 


Ww 


PT WT ah ty О 


als auch, dass sie in der Fläche dritter Ordnung selbst gelegen sind.**) 


*) Für a = b = c = d werden jene Punkte die Centra der acht 
eingeschriebenen Kugeln des Doppelpunkttetraeders. Die Mittelpunkte 
der 28 Segmente mew ihnen NEA der Flüche 

SE ER 2 
an. (Vergl. Beltrami, Ch? di мин. “, t. I, p. 208.) 

Dieser Satz verbindet sich der Theorie der conjugierten Tetraeder. 
Man erhält dieselbe Fläche, wenn man die jene für sieben zühlenden 
acht Centra der Kugeln enthaltende Flüche zweiten Grades bestimmt 
und den Ort ihrer Centra sucht. (Vgl. Band I, Beispiel 2, Artikel 147.) 
Und allgemeiner: Wenn eine Schaar demselben Tetraeder conjugierte 
Flüchen zweiten Grades durch denselben Punkt gehen, so beschreibt 
der Pol einer festen Ebene in Bezug auf dieselben eine Flüche dritter 
Ordnung, die die Kanten des Tetraeders enthält und seine Ecken zu 
Doppelpunkten hat, (Vergl. Painvin, ,,Journal f, Math.* Bd. LXII, 
p. 88. Theorem XVII.) 

‚ '*) Vergl. Cayley, „Liouville’s Journ,“, Vol. IX, 
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Die vier Kegel zweiten Grades, welche aus den Doppelpunkten der 
Fläche umgeschrieben sind, werden durch die Gleichungen 


mb? nc? ра la? nc? ра? 
= 0, — — — = 0 
у z + w SNE: * z + w { 
la? mb? рї la? mi? пс? 
— - — — = 0, — — — == 
x Y + w c i y * z 0 


reprüsentiert; sie schneiden sich also paarweis in sechs ebenen Kegel- 
schnitten, deren Ebenen mit den Tetraederflächen und der Tangenten- 
ebene der Fläche längs der betreffenden Kante harmonische Büschel bil- 
den; diese sechs Ebenen gehen durch einen Punkt. Die Kegelschnitte, 
welche jene Kegelllächen in den respectiven Gegenflächen des Tetraeders 
bestimmen, gehören sämmtlich einer Oberfläche zweiter Ordnung an, die 
dem Tetraeder umgeschrieben ist. Die Tangentenebenen dieser Letzteren 
in den Eckpunkten schneiden die Gegenflächen in vier Geraden, welche 
in einer Ebene liegen; ete. 


Insbesondere noch: Die Fusspunkte der von einem Puukte der 
Fläche auf die Flächen des Tetraeders gefällten Normalen sind in dersel- 
ben Ebene.. (Vergl. „Analyt. Geometrie d. Kegelschn.“, Artikel 134.) 


Ein anderes Beispiel liefern die Flächen dritter Ordnung, deren 
Gleichung von der Form 

fa (c, y, w) + f. (+, Y, w) + fi Le, у, w) + pw? = 2 
ist, wenn fa, fa, f, homogene Functioneu von den respectiven Graden 
3, 2, 1 bezeichnen, Diese Gleichung ist reducierbar entweder auf die eine 
oder die andere der beiden Formen 

(© + Ay) (@? + By) = zwi, 
(© + Ay + Cw) (а? + By?) = zw? 

nnd giebt, weil in beiden Fällen die Differentiale U,4, Ugg, Ugg ver- 
schwinden, die Hesse’sche Fläche als zerfallend in eine zweifach zu 
zählende Ebene und einen Kegel zweiten Grades. 


Invarianten und Covarianten einer Fläche dritter 
Ordnung. 


295. Bei den Entwickelungen, welche folgen, müssen einige 
elementare Eigenschaften der Invarianten als bekannt vorausge- 
setzt werden; wir verweisen für ihr Studium auf die „Vorlesun- 
gen zur Einführung in die Algebra der linearen Transforma- 
tionen“. ` 

Wir erinnern, dass nach jenen eine Invariante der Gleichung 
einer Fläche eine Function der Coefficienten derselben ist, deren 
Verschwinden irgend eine permanente, d. i. von der Lage des 
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Coordinatensystems unabhängige Eigenschaft der Fläche bezeich- 
net, wie z. B. die Existenz eines Doppelpunktes; dass eine Co- 
variante derselben, wie es beispielsweise die Неѕѕе sche Deter- 
minante ist, durch ihr Verschwinden eine Fläche darstellt, die 
mit der gegebenen eine von der Wahl des Coordinatensystems 
unabhängige Beziehung hat; dass eine Contravariante oder zuge- 
ordnete Form eine Relation zwischen den Grössen e, B, у, Ò ist, 
welche ausdrückt, dass die Ebene 


er + Ву + yz + б = 0 


zur Fläche in einer permanenten Relation steht, z. B. sie berührt. 

Von einer Eigenschaft dieser Grundformen machen wir im 
Folgenden zumeist Gebrauch; nàmlich von derjenigen, nach wel- 
cher die Substitution von E E etc. für с, В, elc. in eine 

dr dy 
Contravariante und die Ausführung der so bezeichneten Operatio- 
nen an der Originalfunction oder einer ihrer Covarianten stets 
eine neue Covarianle erzeugt, welche zur Invariante wird, wenn 
die Veränderlichen aus dem Ergebniss verschwinden. (Vgl. a. a. 
О. Artikel 94.) 

Wenn man in der nämlichen Art in eine Covariante, für 
x, y, elc. die Symbole — w ele. substituiert und an einer 
Contravariante die bezüglichen Operationen ausführt, so erhält 
man eine neue Contravariante. 

Wir benutzen bei dieser Discussion die als allgemein erwie- 
sene Form der Gleichung, in welcher sie als Summe von fünf 
dritten Potenzen erscheint. (Vergl. Artikel 276, 285.) 

Die Hesse’sche Determinante ist im Artikel 279 für diese 
Voraussetzung bereits gegeben worden und es wäre nicht schwer, 
andere Covarianten zu berechnen. 

Es bleibt übrig zu zeigen, in welcher Weise in dieser Vor- 
aussetzung Contravarianten berechnet werden können. 

Setzen wir voraus, dass U eine in Gliedern von vier unab- 
hängigen Veränderlichen dargestellte Function und irgend eine 
Contravariante derselben in с, В, y, д entwickelt sei, so unter- 
suchen wir die Form, welche dieselbe annimmt, wenn die Func- 
tion in fünf Veränderlichen ausgedrückt, die durch eine lineare 
Relation verbunden sind. 
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Wir können offenbar die Function von fünf Veränderlichen 
auf eine solche von vier Veränderlichen reducieren, indem wir 
für die fünfte Variable ihren durch die übrigen vier ausgedrück- 
ten Werth einsetzt, nàmlich 


w = — (£ + y +z +v»). 
Um also die Bedingung zu finden, unter welcher die Ebene 
ax + бу + yz + бф + го = 0 
eine bestimmte Beziehung zur Fläche hat, hat man nur diejenige 
Bedingung aufzustellen, unter welcher die Ebene 
(а0—) х= + (@—)у + (у—г) + (0— ә) о = 0 
die nämliche Beziehung zur Fläche hat, deren Gleichung in Func- 
tion von vier Veränderlichen dargestellt ist; d. h. die Contrava- 
riante in Function von fünf linear verbundenen Veränderlichen 
wird aus der in vier unabhängigen Veränderlichen gegebenen 
durch die Substitution von («— e), (8—2), (y— ә), (0— ғ) für 
а, B, y, д respective abgeleitet. 
Jede solche Contravariante ist daher eine Function der Dif- 
ferenzen zwischen den Grössen e, B, y, д, г. 
Das folgende Beispiel wird zum vollständigern Verständniss 
der Methode beitragen. 
Beispiel, Sei 
ах? + by? + с? + dw? + eu? = 0 
bei 
а +у +2 +0 + о == 0 
die Gleichung einer Fläche zweiten Grades; so soll die Bedingung ent- 
wickelt werden, unter welcher die Ebene 
«x + Ву + yz + ðv + ғо = 0 
dieselbe berührt. Wenn wir die Gleichung der Fläche auf eine Function 
von vier Variabeln reducieren, indem wir für w seinen Werth als nega- 
tive Summe der übrigen substituieren, so werden die Coefficienten von 
а?, y?, z?, v? respective (a + е), (b + e), (c + e), (d + e), wäh- 
rend jeder andere Coefficient gleich e ist. Substituiert man diese Werthe 


in die bekannte Bedingungsgleichung (vergl. Band I, Artikel 75), so erhält 
man die Bedingung für die Ebene 


ax + Ву + yz + до = 0 
in der Form 
a? (bed + bee + cde + dbe) + B? (eda + cde + dae + ace) 
+ ?? (dab + dae + abe + bde) + ò? (abe + abe + bce + сае) 
— 2e (adBy + bdye + cdaß + beca + савд + abyò) = 0. 
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Wenn wir dann die Substitution (e — €), (8 — €), ete. für c, B, etc. 
vollziehen, so wird sie 
bed (а — £)? + eda (B — ә)? + dab (y — €)? + abc (0 — г)? 
+ bee («— 0)? + cae (В — 0)? + abe (y — 8)? + ade (B — у)? 
+ bde (c — y)? + cde (а — = 0; 
man kaun sie in der Form abgekürzt darstellen 
Zede (а — В)? == 0. 
296. Es ist auf den Satz Bezug genommen worden, nach 
welchem aus einer Contravariante in vier Veränderlichen durch 


die Substitution 
d d d d 


der dy' 4° dw 
für e, В, у, д und Ausführung der Operationen an irgend einer 
Covariante eine neue Covariante erhalten wird. Wir suchen die 
Form, in welcher diess Gesetz auf die vorausgesetzte Darstellung 
in fünf linear verbundenen Veränderlichen 2, y, z, v, w ange- 
wendet werden kann. н 
Da x in dieselbe in zwei Arten, nämlich explicite und über- 
diess implicite durch w eintritt, so ist das Differential nach 2 
d а dw 


ds Uwe de 


oder in Folge der linearen Relation unter den Veränderlichen 
E S 

Eine Contravariante in vier Veränderlichen wird in ein Ope- 
ralionssymbol für fünf linear verbundene Veränderliche transfor- 
miert durch die Substitution von 

d d d d d d d d 
da: dw' dy ^ dw dz dw dv dw 
e A В ^ y ; б. 

Wir sahen aber im letzten Artikel, dass die Contravariante 
in fünf Veränderlichen aus einer in vier Veränderlichen abgeleitet 
wird, indem man für 

«Хэл фу ә; d 
a—:, Bop, rb, б—& 
substituiert. Daraus folgt sofort, dass aus jeder Contrava- 


für 
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riante in fünf Veränderlichen durch die Substitution 


von 
d d d d d 


de’ dy’ dz? de" dw 


für 

ROT PES NT ERES. 
ein Operationssymbol hervorgeht, welches durch An- 
wendung auf die Originalfunction oder irgend eine 
Covariante derselben neue Covarianten oder Invarian- 
len erzeugt. 

Wenn also eine Contravariante der Form in fünf Veränder- 
lichen gefunden ist, so kónnen aus ihr ohne den mühsamen Ueber- 
gang zu der Darstellung in vier Veränderlichen neue Covarianten 
abgeleitet werden. 

Beispiel. Wir haben 

Zede (« — В)? 
als eine Contravariante von 
аа? + by? + cz? + dv? + ew? = 0 
gefunden. Wenn wir daher an der quadratischen Form mit dem Symbol 


operieren, so ist das Resultat, welches nur durch einen numerischen 
Factor von 
bede + cdea + deab + eabe + abcd 


verschieden sein kann, eine Invariante derselben. Es ist in der That ihre 
Discriminante und würde aus dem Ausdruck derselben im Artikel 63 des 
ersten Bandes erhalten worden sein, indem man für die Coefficienten 
а, b, c, d die Summen а + e, b+ e, e + e, d 4- e einführte, wäh- 
rend man alle andern Coefficienten durch e ersetzt, 


297. In derselben Art wird bewiesen, dass man in eine 
Covariante der Form für 2, y, z, v, w Dilferentialsymbole nach 
«, B, y, д, г substituieren und mit dem so erhaltenen Symbol 
an einer beliebigen Contravariante operieren darf, um eine neue 
Contravariante zu erhalten. 

Denn wenn wir die Function zuerst in eine Function von 
vier Veränderlichen verwandeln und dann die entsprechende Sub- 
stitution der Differentiale vollziehen, so sind für 


Se H: , v» und w 
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substituiert worden. Da aber die Contravariante in fünf Verän- 
derlichen aus der in vier durch die Substitution («— s) für c, etc. 
erhalten wurde, so ist offenbar, dass die Differentiale von beiden 
nach e, B, у, д die nàmlichen sind, während das Differential der 
in fünf Veränderlichen ausgedrückten nach e der negativen Summe 
der Differentiale den in vieren gegebenen nach e, В, y, à gleich 
ist. Diess begründet aber das Theorem. 

Durch diess und das Theorem des letzten Artikels kónnen 
wir, wenn irgend eine Covariante und Contravariante gegeben 
sind, andere Formen dieser Art erzeugen, welche wieder mit 
jenen combiniert immer neuen Formen derselben Art den Ur- 
sprung geben. 

298. Die quadratische Polarflàche irgend eines Punktes in 
Bezug auf die Fläche dritter Ordnung 

aa? + by? + cz? + dv? + dw? = 0, (1) 
ist 

аха? + byy? + ezz? + dw”? + eww? = 0. 

Die Hesse’sche Determinante als die Discriminante dieser 
quadratischen Form ist daher nach dem Beispiel des Artikel 296 
Zbedeyzvw = 0, (2) 

wie schon im Artikel 279 bewiesen ist. 
Die Form, welche wir im Artikel 286 als die cubische Polare 
einer Ebene 
er + Ву + yz + ðw + ғо = 0 
bezeichnet haben, d. i. die Bedingung, unter welcher diese Ebene 
die quadratische Polarfläche berührt, ist nach dem Beispiel des 
Arlikel 295 
Zcdezvw (и — В)? = 0. 

Sie ist eine gemischte Concomitante ‘oder Zwischenform, weil 
sie beide Reihen von Veränderlichen 2, y, etc. und с, f, etc. 
zugleich enthält. 

Wenn wir in ihr die Substitution 
Z, "T etc. für e В, etc. 
vollziehen und die angedeuteten Operationen an der cubischen 
Originalform vollziehen‘, so erhalten wir die Hesse'sche Deter- 
minante. 

Behandeln wir diese Letztere auf dieselbe Weise, so entsteht 
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eine Covariante von der fünften Ordnung in den Veränderlichen 
und von der siebenten in den Coefficienten, welche wir als die 
Covariante Ф bezeichnen wollen, 

Ф == abcde Xaba?y?z. 


Um die in den Artikeln 296, 297 entwickelte Methode an- 
zuwenden, ist es nothwendig, eine Contravariante zu besitzen; 
für diesen Zweck entspricht die Berechnung der Contravariante 6, 
welche in der Gleichung der Reciprocalflàche erschien, die, wie 
wir im Artikel 271 sahen, von der Form 


640° = т? 
ist. Die Contravariante с drückt, mit Null gleichgesetzt, die Be- 
dingung aus, unter welcher irgend eine Ebene 


«x + Ву + еіс. = 0 
die Fläche in einer Curve dritter Ordnung schneidet, für die die 
Aronhold'sche Invariante S verschwindet, Sie ist in с, f, ete. 
ebenso wie in den Coefficienten der cubischen Form vom vierten 
Grade. 

In dem Falle von vier Variabeln ist das leitende Glied das 
Product von сі in das S der ternären cubischen Form, die für 
æ = U aus der Gleichung der Fläche hervorgeht, Die übrigen 
Glieder werden ті. Не der Differentialgleichung der Invarianten 
berechnet. (Vgl. „Vorlesungen“, p. 150 f.) Aus der für vier Ver- 
änderliche gefundenen Form- wird dann nach Artikel 295 die für 
fünf linear verbundene Veränderliche abgeleitet. Wir unterdrücken 
die Einzelheiten der Berechnung, welche weitläufig aber ohne 
Schwierigkeit ist. Das Resultat ist 

o = Zabed (а — ғ) (В — г) (y — e) (8 — ә. [1]*) 

Nach dem Vorigen kónnen wir nun als aus einer gegebenen 
Covariante und Contravariante eine neue Form dieser Art erzeu- 
gen, indem wir in diejenige, welche die Veränderlichen in den 
niedrigeren Dimensionen enthält, Differentialsymbole für dieselben 
einselzen und die damit geforderten Operationen an der andern 


*) Zur leichtern Verweisung sollen die Contravarianten durch Ord- 
nungsziffern in eckigen, die Covarianten durch solche in runden Klam- 
mern bezeichnet werden. 

Dabei betrachten wir die eubische Form selbst und ihre Hesse'- 
sche Determinante als die Covarianten (1) und (2) respective. 
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vollziehen. Das Resultat ist von der Differenz ihrer Grade in den 
Veränderlichen und von der Summe derselben in den Coefficien- 
ten. Wenn beide von derselben Dimension sind, so ist es gleich- 
gültig, mit welchem von beiden wir operieren; das Resullat ist 
in diesem Falle eine Invariante von der Summe ihrer Grade in 
den Coefficienten. 

Die Ergebnisse dieses Verfahrens sind im nächsten Artikel 
vereinigt. 3 

299. a) Indem wir (1) und [1] combinieren, erwarten wir 
eine in den Veränderlichen lineare Contravariante vom Grade fünf 
in den Coefficienten zu finden; aber dieselbe verschwindet iden- 
tisch. 

b) Die Combination von (2) und [1] giebt eine Invariante, 
welche wir als die Invariante 4 bezeichnen wollen, 

А == Ziedel — 9 аһсӣе Хас. 

Nach der symbolischen Methode, welche in den „Vorlesun- 

gen“, p. 163 f. entwickelt ist, wird der Ausdruck derselben 
А = (1235) (1246) (1347) (2348) (5678). 

c) Indem wir [1] mit dem Quadrat von (1) verbinden, er- 
halten wir eine quadratische Covariante von der sechsten Ordnung 
in den Coefficienten 

abcde (ax? + by? + cz? + dv? + ew? (3) 

Ihr symbolischer Ausdruck ist 
+ (1234) (1235) (1456) (2456). 

d) Die Verbindung von (3) und [1] giebt eine quadratische 


Contravariante 
асе? X (а — B). [2] 

e) (1) und [2] geben eine lineare Covariante von der elften 

Ordnung in den Coefficienten 
a*b*c*d*e? (ax + by + cz + dv + ew). (4) 
f) (8) und [2] geben eine Invariante В 
В = асе? (а tb He+td-+t е). 
g) Die Combination von (3) mit der gemischten Concomitante 


im Artikel 298 giebt eine cubische Covariante von der neunten 
Ordnung in den Coefficienten 


abcde Ecde (a + b) zvw. (5) 
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h) Die Combination von (5) und [1] giebt eiue lineare Con- 
travariante der dreizehnten Ordnung, nämlich 
abcde X (a — b) (e — B) { (а Jr 0) c*d*e?— abcde (cd+de+ ec)}*). [3] 

Es scheint unnöthig, weitere Details zu dieser Ableitungs- 
methode der covarianten Formen zu geben und wir können uns 
daher zu den hauptsächlichsten Resultaten wenden. 

300. Jede Invariante ist eine symmetrische Function der 
Grössen a, b, c, d, e. Nennen wir die Summe dieser Grössen 
р, die Summe ihrer Producte in Paaren g, die Summe ihrer 
Producte zu dreien r, die ihrer Producte zu vieren s und ihr 
Product #, so kann jede Invariante in Function dieser fünf Grös- 
sen dargestellt werden und sie gehen also sämmtlich aus den 
folgenden fünf Fundamentalinvarianten hervor, die man durch 
das Verfahren des letzten Artikels bildet: 

А == з? — Art, B = бр, 
Oz бү; Жн ч, BR, 


also auch 
С — AE = 49. 

Es giebt jedoch auch Invarianten, welche nicht selbst ratio- 
nal in Function dieser fünf Fundamentalinvarianten darstellbar 
sind, obgleich ihre Quadrate diese Darstellung gestatten. (Vergl. 
„Vorlesungen“, p. 216.) 

Die einfachste Invariante dieser Art wird erhalten, indem 
man die Discriminante der Gleichung, deren Wurzeln a, b, c, d, e 
sind, in Function ihrer Coefficienten ausdrückt. Man findet, dass 
diess einen Ausdruck für das Product von (?* in das Product der 
sammtlichen Differenzen der Grössen a, b, e, d, e in Function 
der Fundamentalinvarianten 4, B, C, D, E ergiebt. Da diese 
Invariante ein vollständiges Quadrat ist, so giebt ihre Quadrat- 
wurzel eine Invariante E der Form vom Grade hundert.**) 

Die Discriminante kann unschwer in Function der Funda- 
mentalinvarianten dargestellt werden. Sie wird durch Elimination 


*) Der Coefficient von « in derselben ist 
abede {4 — 5betd2et + babede (bed + cde + bee + Wal, 


**) Für ihren Ausdruck in Function der Fundamentalinvarianten 
verweisen wir wegen seiner Länge auf die in den „Philosoph. 'Ггапз- 
actions‘‘, 1860, gegebene Abhandlung (p. 233). 
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der Veränderlichen zwischen den vier Differentialen nach x, y, 2, v, 
d. h. 

ax* == by? e ee dp == вм? 
erhalten, d. h. 2°, y?, etc. sind den Producten bede, cdea, etc. 
proportional. Die Substitution dieser Werthe in die Gleichung 

z+ytz:tvr+v=0 
giebt die Discriminante in der Form 
(bede) + (cdea)$ + (deab)h + (eabe)$ + (аса)? = 0, 

und die Entwickelung dieses Ausdrucks in Function der Invarian- 
ten giebt 

(4? — 64 B}? == 16384 (D + 240). 

301. Die cubische Form hat vier fundamentale lineare Co- 
varianten, d. h. Covarianten-Ebenen, welche respective von den 
Ordnungen 11, 19, 27, 43 in den Coefficienten sind; nämlich 

L = bede? {ах + by + ez + 4 + ew} = Ё Хаг, 
І = B Ebedex, L” = 5 Хах, LU — BIadr. 

Jede andere Covariante, die Form selbst eingeschlossen, kann 
im Allgemeinen in Function dieser vier Covarianten ausgedrückt 
werden, so dass die Coefficienten Invarianten sind. Die Bedin- 
gung, unter welcher diese vier Ebenen sich in einem Punkte 
schneiden, ist die Invariante F vom Grade hundert. 

Es existieren lineare Contravarianten, von denen die ein- 
fachste, vom Grade dreizehn, in den Coefficienten vorher schon 
gegeben ist; die nächste, vom Grade ein und zwanzig, ist 

tE (a— 0) (« — B); 
dann folgt, vom Grade neun und zwanzig, diese 
15 Zede (a — b) (« — В); etc. 

Es giebt quadratische Covarianten der sechsten, vierzehnten, 
zwei und zwanzigsten, etc. Ordnung und Contravarianten der 
Ordnungen zehn, achtzehn, etc., so zwar, dass die Ordnungen 
um acht wachsen. Jene sind 

t Хаа?, CZab (cd + de + ec) ay, 
“zur, {% 722, etc. 

Diese sind 
[2] Artikel 299, 1 Zede (а — 8)*, etc. 


http://rcin.org.pl 


= MEUS ^^“ 


Cubische Covarianten sind von der neunten, siebenzehnten 

Ordnung etc., nämlich 
Zcde (a + b) tzvw, 
DX, elc. 

Wenn wir die ursprüngliche 'cubische Form durch U und 
diese letztere Covariante durch У bezeichnen, und eine Covariante 
oder Invariante von. 

ЛЕ 
bilden, so sind die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von 
À in derselben nothwendig Invarianten und Covarianten der cubi- 
schen Form. Es folgt daraus, dass aus einer gegebenen Cova- 
riante oder Invariante der cubischen Form eine neue Form der- 
selben Art gehildet werden kann, deren Grad in den Coeffieienten 
um sechszehn höher ist, indem man die Operation 


p (e t. ent. tel ILS 


“an ihr ausführt. 

Von den Contravarianten der dritten Ordnung ist die ein- 
fachste aus der Invariante A als Evectante (vergl. „Vorlesungen“, 
p- 139, 148) abzuleiten 
Z c’de?(a—b) («—P)? — t Ede (2a—ß—y) (28—у—в) (3у—«—в); 
dann folgt 

t? Ebede (a — b) (а — y) (к—8) (e — s). 

Eine biquadratische Covariante ist 
{ d Xa, 
während die einfachste biquadratische Contravariante die früher 
erwähnte Contravariante с ist. Die Contravariante sechsten Gra- 
des т, welche mit ihr die Gleichung der Reciprocalflàche consti- 
tuiert, ist 
v == Z Re? (a— В) — 2 Ebed?e? e — В) (к— y)? 

T 212e {2—2 që =e) {e =s}, 
wo 
e= («— y) B— ô), г = (a — ò) (у—), г == (a— В) (0—0). 

Von Covarianten fünfter Ordnung erwähnen wir nur ausser 
Ф (Artikel 298) die Covariante 

(З журю 


vom Grade fünfzehn in den Coefficienten, welche die fünf Ebenen 
Salmon, Anal. Geom. d. Raumes, Il, 928 
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des Penlaeders darstellt; und eine Covariante neunter Ordnung Ө, 
welche der Ort aller der Punkte ist, deren Polarebenen in Bezug 
auf die Hesse'sche Determinantenfläche H ihre quadratischen Polar- 
flächen in Bezug auf die Fläche dritter Ordnung U selbst berüh- 
ren. Darnach ist (vgl. Artikel 75, Band I) ihr Ausdruck durch 
die Determinante 
Du, Up, Шз, Оц, Ж; 
Uj, Un, Us, Hau, H, 
Шз, Оз, Uy, Uy, Н, 
Du, Us, Uy, Оц, Н, 
OPEN NON n ‚7 '@ 
gegeben. 

Die Gleichung einer Covariantenflache, deren Durchschnitt 
mit der gegebenen Flàche dritter Ordnung die sieben und zwanzig 
geraden Linien derselben bestimmt, ist 

Ө = 4 HÒ, 
wo Ф die im Artikel 298 gegebene Bedeutung hat. 

Ehe wir den vollständig allgemeinen Beweis dafür geben, 
seien die folgenden einfachen Betrachtungen angeführt, welche 
zuerst auf die Erkenntniss dieser Form geleitet haben. Wenn 
man als Ebenen 2 und y die Tangentenebenen der Fläche dritter 
Ordnung in den zwei Punkten, in denen irgend eine der Gera- 
den die parabolische Curve der Fläche schneidet, und irgend 
zwei bestimmte durch diese Punkte gehende Ebenen zu Ebenen 
w, z wählt, so erhält die Gleichung der Fläche die Form 

zy + и? + дут + 2ayw + axy + by? + cx?z + dy?w 
+ exw? + fyz? = 0. 

Für dieselbe ist derjenige Theil der Hesse schen Determi- 

nante, welcher 2, y nicht enthält, 
2?м?; 

die entsprechenden Theile von Ф und Ө sind 

— 2 (ez? + dw), 

— 82022? Iech + dw), 
und die Fläche 

Ө — АНФ = 0 oder -S = 0 

zeigt somit in ihrer Gleichung keine Glieder, welche nicht ent- 
weder x oder y enthalten, d. h. die Linie ж = y = 0 liegt 
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ganz in ihr, und in derselben Weise die Schaar der übrigen 
sechs und zwanzig Geraden.*) 


*) Dieser Abschnitt giebt den Hauptinhalt einer Abhandlung des 
Verfassers in den ,,Philosophical Transactions'', 1860, p. 229 f. „On 
Quaternary Cubics‘ wieder; die im Juni 1860 gelesen ward. Mehrere 
Resultate derselben, namentlich die Aufstellung der fünf Fundamental- 
invarianten und der Ausdruck der übrigen durch sie, so wie die Gleich- 
ung der Flüche 5 — 0, welche die sieben und zwanzig Geraden der 
Flüche bestimmt, wurden durch zwei nahe gleichzeitige (Mürz 1860), 
aber vor jener publicierte (, Journal für Math", Bd. LVIII, p. 93 f., 
109 f. Abhandlungen von Clebsch vorausgenommen. Die von ihm 
befolgte Methode war jedoch wesentlich verschieden, die Discussion 
der Covarianten und die Entdeckung der Invariante F blieben jener 
vorbehalten, 

Die letzten vier Invarianten sind von Clebsch als Functionen der 
Coefficienten der Hesse'schen Determinante gegeben. Die zweite ist 
die Invariante (1234)! derselben, 


28* 
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VI. Kapitel. 


Allgemeine Theorie der Flüchen. 


302. Indem wir uns zur allgemeinen Entwickelung zurück- 
wenden, scheint es erforderlich, die Erörterung einiger Probleme 
vorauszuschicken, welche schon in dem Früheren nahegelegt und 
deren Ergebnisse für den Fortschritt der Untersuchung förderlich 
sind. 

Sie betreffen zuerst die Frage von der Bestimmung 
der Flächen durch gegebene Elemente, sagen wir 
durch Punkte, die ihnen angehóren; eine Frage, welche in 
den ersten Artikeln dieses Bandes berührt, aber nicht erschöpft 
ist. Im Folgenden geben wir das Wesentlichste von dem, was 
Jacobi in einer schónen Abhandlung für dieselbe geleistet hat.*) 

Im Artikel 1*ist gezeigt, dass die Durchschnittscurve von 
zwei Flächen n'* Ordnung durch 

(n + 1) (n 2) 0-3 , 
2.3 
ihrer Punkte völlig bestimmt ist; wir erweitern die Untersuchung 
zunächst auf die Durchschnittscurve von Flächen m'e und 2'** Ord- 
nung (unter der Annahme m > л). Indem man die Gleichung 
der Fläche n! Ordnung durch eine Function (m — n)'™ Grades 
mit willkürlichen Coefficienten multipliciert, erhält man eine 
Gleichung ә len Grades, die zu der gegebenen Gleichung m! Gra- 
des so addiert werden kann, dass so viele Glieder aus der Summe 
verschwinden, als willkürliche Constanten eingeführt wurden, also 


*) Vergl. „Crelle’s Journal“, Bd. XV, p. 285. „De relationi- 
ив“ (1835). 
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(m — n + 1) (n — n + 2) (n — n + 3) 
|. AUR. >, МШШ 
Die reducierte Gleichung enthält also 

m+1)m+2m+3) (пп 1) (пп 2) (n—n4- 3) 

2.3 2.3 
Glieder und ihre Bestimmung erfolgt durch eine um Eins kleinere 
Anzahl von Punkten; d. h. die Schnittcurve einer Fläche 
п“ mit einer Fläche m' Ordnung (m > n) ist durch 


(m + 1) (m + 2) (n + 3) 
2 


8 
(m — n + 1) (n — » +2) (n —n + 3) 
Ecce Ed s rH 


ihrer Punkte bestimmt. Oder alle Flächen m! Ordnung, 
welche durch so viel Punkte einer Fläche nte Ordnung gehen, 
haben mit dieser dieselbe Schnitteurve gemein. 
303. An demselben Orte haben wir gezeigt, dass alle Flächen 
n'* Ordnung, die durch 
(n + 1) (n +2) (n + 3) 
Е аэ 5 BEE 


feste Punkte gehen, ausser derselben 


adeps Dm Hep 2) (а en RB 
d. > 
(n — 1) (55^ — — 12) 


2.3 


Punkte gemein haben; oder wie der algebraische Ausdruck lauten 
wird: Sind л? Systeme von Werthen dreier Unbekannten gegeben, 
so müssen, damit man durch dieselben drei Gleichungen n t 
Grades genügen kann, zwischen den Werthen jener Unbekannten 


(n — 1) (5n? — n — 12) 
к ы E 
Bedingungen stattfinden. 

Wir dehnen jetzt die Untersuchung auf den Durcnschmit von 
Flächen verschiedener Ordnungen aus und nehmen zunächst an, 
dass zwei der Flächen von der т!" und die dritte von der mr 
Ordnung für m > п sind. Die vorigen Betrachtungen lassen 
dann zunächst schliessen, dass man mit Hilfe der zwei Gleichun- 
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gen n'ea Grades aus der Gleichung т ‘е Grades 

(m —n + 1) (n — n + 2) (n — » + 3) 

Y 2.3 y 
Glieder beseitigen kann; diess ist jedoch nur richtig für m —7 < n. 
Sind nàmlich - 
Фф = 0, ар = 0 
die beiden gegebenen Gleichungen »'*^ und ist 
[590 

die Gleichung om ien Grades, bezeichnen u,v Functionen (m—z)'^ 
Grades mit willkürlichen Coefficienten, so kann man zu f den 
. Ausdruck (ug + vw) addieren und dadurch in f + иф + vw so 
viele Glieder zerstören, als (up + ww) willkürliche Constanten 
enthält; ist aber m — n > n, so ändert sich (up + vw) nicht, 
wenn man an Stelle von и und v die Ausdrücke u + Aw und 
о — Ар setzt, in denen 4 einen beliebigen Ausdruck (m— 2 л)! 
Grades mit willkürlichen Coefficienten bezeichnet. Es muss also 
von der Anzahl der Coefficienten in и und v die Anzahl derjeni- 
gen in A abgezogen werden, damit man die wahre Anzahl der 
Grössen erhält, welche in (up + vw) willkürlich sind. Somit ist 
für m > 2n die Zahl der Glieder, welche in einem Ausdruck 
m' Grades mit Hilfe zweier Gleichungen ліе Grades zerstört 
werden kónnen, gleich 

(m — n + 1) (п-п + 2) (m— n + 3) 


3 
(m — n 4- 1) (n — n 4-2) (n —» + 3) 
3 
(m — 2n + 1) (n — 2n +2) (m— 2n + 3) 
+ Eg mmm 


d. ^r = п? (n — n + 2). 

Ist aber m < 2n, so ist die Zahl dieser Glieder gleich 

mon + 1) (m—» + 2) (n n 3). 
3 

Daraus folgt, dass für m >n, m < 2n der Ausdruck min 
Grades mit Hilfe zweier Gleichungen »'*" Grades auf eine Anzahl 
von 
(m +1) m+2)(m+3) — (m—n +1) (m—n +2) (m—n + 3) 

2.3 à 3 

T n? (m—n + 2) KS (2n—m + 1) nt 2) (2n — m + 3) 
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Gliedern reduciert werden kann. Man erkennt, dass die Anzahl 
n? (m — n + 2) auch für m > 22 — 3 richtig ist. Man hat also 
den Satz: Ist m > п und ist die Schnittcurve zweier 
Flächen n" Ordnung gegeben, so dürfen von den in 
derselben gelegenen Punkten, durch welche eine Fläche 
m't Ordnung sich legen lässt, die die Curve selbst 
nicht enthält, nicht mehr willkürlich gewählt wer- 
den, als 

n*(m—n4-2) —1 für m>2n—3, 
und nicht mehr als 
n? (n—n +2) + Bern 1) 189-9 ant A ‚ 5 
für St e 20; 


und umgekehrt kann 
für mz2n—3 durch n?(m— n --2)—1 


und für m< 2n durch л? Im — n + 2) 
+ (2n —m— 1) Bra? (2n — m — 3) ue 


beliebig gewählte Punkte auf derselben eine Fläche 
mier Ordnung gelegt werden, die die Curve selbst nicht 
enthält. 

304. Drei Flächen von den Ordnungen m, n und n (m > n) 
schneiden sich mn? Punkten. Ist dann 1) m > 2n — 3, so sind 
nach dem vorigen Artikel diese mn? Punkte durch 


п? (m—n +2) — 1 
von ihnen bestimmt, die in der Schnittlinie zweier Flächen n (ес 
Ordnung liegen, und zwischen ihren Coordinaten müssen also 


psa EEEE Ü EB A A 


Bedingungen erfüllt sein; denn 


(n + 1) (n + 2) (n + 3) 
259 
Punkte bestimmen die Schnittcurve zweier Flächen sier Ordnung. 
Die Gesammtzahl der Bedingungen, welche zwischen den Coordi- 
naten aller тл? Punkte stattfinden müssen, ist daher 


— 2 
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3 mi! — n? (n — n+ 2) 1) 
+2 fn? (m—n + 2) — a A hei ral 
Ал E359 


H 
Ist aber 2) m < 2n, so sind alle mn? Schnittpunkte durch 


(2n — т — 1) (2n —m — 9) (2n — m —3) 
BS 


von ihnen bestimmt, welche in der Schnittlinie zweier Flächen 
nr Ordnung liegen und es müssen zwischen den Coordinaten 


= 2n* (n — 2n) + (n — 1) 


n? (n —n + 2) + —1 


2 Le (m—n 4-2) + arena (2n—m —3) 


— FER d 
Relationen stattfinden; also in allem zwischen den Coordinaten der 
mn? Punkte 
(2n—m—1) (2n — m—2) (2n—m-—3) 
E RE We a Duce e ur N laa! o DELI) C Ro LL 
3 m n*(m—n-4-2) 3.3 +1} 


+2{н(т—я++2) + 21710 0092 On CH 
(n + 1) (n + 2) (n + 3) 
CENE A RM MU E 


=3 mn?—n? (m— n4-2)— (2n — m— 1) (2n—m —2) (2n—m —3) 


2.3 
BESTE T 
== 3mn? — + РЫ (арз) 
à (m—n+1) nn m—n+3) _ (n+1) "+2 (n+ 3) +5 


Für » — п wird 
(2n —m—1) (2n—m —2) (2n—m —3) 


n? (n —n +2) + 3.3 — 1 
bt ө +з) 
т” 2:3 { 
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welche Anzahl von Punkten immer in der Schnittlinie zweier 
Flächen aper Ordnung liegen kann, da diese durch 
(з + 1) @-++2) (+3) _` 
2.3 
Punkte bestimmt ist. Daher ist hier die Anzahl der Bedingungen 


(2n —m—1) (2n — m — 2) (2n —m — 3) 


2:8 
„е 8$ +9 A }=—2 
2.3 
und für m == п muss also die vorher gegebene Gesammtzahl der 
Bedingungen um 2 vermehrt werden. Sie war 


(m +1) (m +2) (m +3) 


= gmn — E 00 


2 


2 $n? (n—n+2) + 


2:8 
$ monti eo na net p 2 inet ыл 5 
ET А (n 4- 1) eta (n T3) +7 LEM > + 8 
Set 5n? — 6n* — 112 +12 ы; 
FN 7 RC NEW. o Я 


305. Wir betrachten jetzt den Fall, іп welchem еше der 
Flächen von der ne Ordnung ist, während die beiden andern 
von der m!“ Ordnung sind (m > п). Dann können in der Gleich- 
ung einer Fläche »'* Ordnung durch die Gleichung der Fläche 
niet Ordnung 

(m — n + 1) (n — n + 2) (n — n + 3) 
EE 
Glieder zerstört werden, und es ergiebt sich durch den vorher- 
gehenden ganz ähnliche Betrachtungen, dass für m > n in einer 
Fläche n"! Ordnung 
(m-F1)(m-2)(m-3)  (m—n-E1)(m—n2)(m—^*3) , 
2.8 2.8 
und nicht mehr Punkte angenommen werden können, durch 
welche eine Schnittcurve von zwei Flächen mier Ordnung gelegt 
werden kann, die nicht ganz in jener Fläche ais Ordnung liegt. 
Man kann also m?» Punkte für m > n als Schnittpunkte einer 
Fläche ai Ordnung mit zwei Flächen mier Ordnung ansehen, 
sobald zwischen ihren Coordinaten 
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прене: +3) 


2.3 
i (m—n +1) zen (m—n+3) + 2) 
+ el) m+ 2 (8 3)  (m—n- 1) (n—n- 2) n —n- 3) 
, (n + 1) (n 4- 2) (n 4- 3) 
iz 2.3 Wi 
же зт HRZ? (m+3) » a AEN (m—n+3) 
te (n4- 3) +5 
— mn (2m 4- n—4) — "2а li 


Bedingungen erfüllt. Und die Anzahl dieser Bedingungen muss 
für m — n um 2 vermehrt werden. 
306. Sind endlich alle drei Oberflächen von verschiedenen 
Ordnungen », m, 1, so gehen wir davon aus, dass 
dmn — runter +1 
Bedingungen erfüllt sein müssen, damit /mn Punkte in einer 
Fläche 7! Ordnung liegen. Die Gleichung der Fläche n' Ord- 
nung kann durch diejenige der Fläche (ier Ordnung auf 
(n + 1) (n + 2) (n + 3) Vier i N in, it А йш s i) 
2.3 2.3 
Glieder reduciert werden; und damit daher dieser Gleichung die 
Coordinaten von Zmn Punkten genügen, müssen 
(+1) (+2) (n+3) , (%@—1-+Е1) (n—1-2) (3+8) т. 
о 8 De ATO 
Bedingungen erfüllt sein. Was endlich die Gleichung m'*" Grades 
betrifft, so sind zwei Fälle zu unterscheiden. 
Es sei 1) m >п tt Dann wird durch dieselben Betrach- 
tungen wie vorher bewiesen, dass die Gleichung ai Grades auf 
(m +1) (m +2) (m+3) _ (m—n + 1) (m—n + 2) m—n + 3) 


lmn — 


2.3 2:9 
_ (m—l + 1) (m —1 + 2) (n 1 + 3) 
9778 
(m—n—14-1) (n —n—1-4-2) (m —n—14-3) nl (2n — n —1 + 4) 
RACES 5, УЛТ. а г А 
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Glieder reduciert werden könne. Und damit einer solchen Gleich- 
ung durch /mn Punkte genügt werde, müssen 


nl (2m —n—1 + 4) E. (n + 1—4) 
sit 2 


Imn — 


+1 


Bedingungen erfüllt sein. Daher wird die Gesammtzahl der Be- 
dingungen, welchen 7» Punkte genügen müssen, damit sie als 
die gemeinsamen Schnittpunkte von drei Oberflächen ier, mter 
und nt Ordnung betrachtet werden können, die keine gemein- 
schaftliche Schnittcurve haben, für n > /, m 2 n + 1 


(4 1)0-c-2) 0-3)  (»-1(n-2)(»-3) 


= 91тп — 


2.3 3.3 
ARTE URL Eu A ER 1—4 4.8 
= 2lmn + n? — Anl — 90 — 2200—2003. 
Diese Zahl muss für n == 7 um die Einheit vermehrt wer- 


den, damit sie mit der oben für diesen Fall gefundenen Zahl 

übereinstimmt. Denn für nz Г kann die Gleichung (er Grades 

durch die vom zip Grade auf eine um Eins kleinere Gliederan- 

zahl reduciert werden, nàmlich auf 
0+1) 0+2) 0+3) 

2.8 
und die Zahl der Bedingungen, die erfüllt sein müssen, damit 
die Coordinaten von Zo a Punkten solcher Gleichung genügen, ist 


та 60020008), 
2.8 
d. h. um Eins grósser als vorher. 
Es sei 2) m < n + 1. Dann bleibt alles übrige wie vor- 
her; nur ist die Zahl 
(m —n—1 + 1) (m—n— l + 2) (n —n—1 + 3) 
nicht abzuziehen. Die Zahl der Bedingungen wird daher 


U T 1) 4 2) (0+ 3) 
3 


DAP 


| = 9Imn + п — Anl — 27? — 


(n 41 —m—1) (n + 1—m—2) (n +1—m—3) 
ee 
Diese Zahl ist für m == л oder n == 4 um Eins, für n = m = l 
um Drei zu vermehren. 


http://rcin.org.pl 


— A = 


Ist m Zn + 1, so wird die Zahl der Punkte, die man in 
der Schnitteurve zweier Flächen z'*" und 7'e Ordnung annehmen 
darf, damit durch dieselbe eine Fläche m"! Ordnung möglich sei, 


= n (m+2-"+) — 1. 


Ist m >n, тъ 1 und m — n» 4 1, so wird deren Anzahl 


n+l 
nl (m +2 — 7 ) 
„et—m- Dat edit ne —1® 


307. Sie betreffen ferner die Frage nach der Ordnung von 
Systemen von Gleichungen.**) 

Wir zeigten im Artikel 80, wie die Charactere einer Curve 
zu bestimmen sind, welche als Durchschnitt zweier Flächen ge- 
geben ist, hatten aber schon vorher im Artikel 55 bemerkt, 
dass es Curven giebt, welche nicht als solche Durchschnitte zweier 
Flächen darstellbar sind. Es giebt aber keine algebraische Curve, 
welche nicht mittelst der Gleichungen eines Systems von Flächen 
vollständig dargestellt werden könnte, weil nach Artikel 69 bei 
zweckmässiger Wahl von m stets eine Zahl von Flächen m!“ Ord- 
nung gefunden werden kann, welche die Curve ganz enthalten. 
Dagegen wird die Curve dann durch irgend zwei Flächen des 
Systems nicht bestimmt, weil der Durchschnitt derselben im All- 
gemeinen aus dieser und einer andern Curve bestehen wird; so 
dass die fragliche Curve nicht der vollständige Durchschnitt von 
irgend zweien unter diesen Flächen, sondern nur derjenige Theil 
desselben ist, welcher auch allen übrigen Flächen des Systems 
angehört, Und so ist es der nächste Zweck dieser Untersuchun- 
gen, zu zeigen, wie die Charactere einer Curve bestimmt 


*) Ueber die algebraische Bedeutung dieser Ergebnisse vergleiche 
man die oben erwühnte Abhandlung, namentlich Artikel 10 und die im 
14. Bande von ,,Crelle's Journal“, p. 281 veröffentlichte Abhandlung 
Jacobi's, „Theoremata nova algebraica''; für) den ganz allgemeinen 
Beweis des Hauptsatzes, den Jacobi nur für den speciellen Fall von 
drei Gleichungen ohne Beweis ausgesprochen hat, sehe man die neuer- 
liche Abhandlung von A. Clebsch, „Ueber die Anwendung der Abel'- 
schen Functionen in der Geometrie." (,Journal für Mathem.** Bd. 63, 
p. 224 f.) 

**) Vergl, „Quarterly Journ,“, Vol. I, p. 246 f. 


“ 
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werden kónnen, welche als die gemeinschaftliche Curve 
aller durch ein System von Gleichungen bestimmten 
Flächen gegeben ist. 

Ebenso können wir, wenn r Punkte im Raume gegeben sind, 
immer, indem wir m gross genug wählen, eine Anzahl von Flä- 
chen m'“ Ordnung bestimmen, welche durch diese Punkte gehen. 
Gewöhnlich wird aber der Durchschnitt von irgend dreien unter 
diesen Flächen ausser den gegebenen Punkten noch andere Punkte 
enthalten, so dass wir die gegebenen Punkte eben nur durch ein 
System von mehr als drei Gleichungen definieren können, als 
diejenigen, welche allen diesen Gleichungen genügen. 

Es ist umgekehrt die Aufgabe dieser Untersuchung, für ein 
gegebenes System vonGleichungen die Zahl der Punkte 
zubestimmen, welche ihnen allen zugleich entsprechen. 

308. Die einfachste Erläuterung hierzu liefert die Betrachtung 
der vier Ebenen 
a + Аа = 0, 5+8=0, с + Ау = 0, 0 + 28 = 0, 
wo а, «, b, B, etc. gleich Null gesetzt Ebenen repräsentieren 
und A ein unbestimmter Coefficient ist. Wenn wir die Bedingung 
bilden, unter welcher diese vier Ebenen sich in einem Punkte 
schneiden, so ist dieselbe offenbar vom vierten Grade in Bezug 
auf A. Man kann somit vier Werthe von A bestimmen, für welche 
diese Gleichungen Ebenen darstellen, die durch einen Punkt gehen. 
Die so gefundenen vier Punkte müssen nun nothwendig gleich- 
zeitig den sechs Gleichungen von der Form 

aß = ba 
genügen, welche durch Elimination von A zwischen irgend zweien 
unter den gegebenen Gleichungen entstehen. Dieselben repräsen- 
tieren aber Flächen zweiter Ordnung, von denen je drei sich in 
acht Punkten durchschneiden. Das System von Gleichungen, wel- 
ches wir durch 


ng 
&, B, y. 9| 
darstellen — dieser Ausdruck bezeichnet das Verschwinden aller 


der Determinanten, welche aus irgend zwei Verticalreihen der 
zwischen den Klammern vereinigten Elemente gebildet werden 
können — stellt also ein System von Flächen dar, welche vier 
Punkte gemeinschaftlich haben, während jede drei unter densel- 
ben sich in vier weiteren Punkten durchschneiden. 
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Allgemeiner also, wenn міг 17 + 3) Gleichungen als gegeben 
voraussetzen, welche i Parameter enthalten, so erhellt, dass durch 
Elimination der Veränderlichen eine Zahl von Gleichungen gewon- 
nen werden kann, welche hinreicht, Systeme von Werthen der 
Parameter zu bestimmen, für welche jene Gleichungen Flächen 
darstellen, die einen gemeinschaftlichen Punkt haben. Solche 
Punkte genügen nothwendig auch den Gleichungen, welche durch 
Elimination der ; Parameter zwischen irgend ( + 1) der gege- 
benen Gleichungen entstehen. Und irgend drei dieser letztern 
Gleichungen bezeichnen Flächen, welche sich nicht nur in diesen 
Punkten durchschneiden, die allen Flächen gemeinschaftlich sind, 
sondern in einer Anzahl anderer Punkte überdiess. 

309. Ebenso geben die drei Ebenen 


а + Ae = 0, b + Aë = 0, с | лу = 0 

für jeden bestimmten Werth von A einen Punkt als ihnen gemein- 
schaftlich und die unendliche Reihe der Werthe von A giebt als 
die Aufeinanderfolge derselben eine räumliche Curve. Dieselbe 
ist nothwendig den drei Flächen zweiter Ordnung gemeinschaft- 
lich, deren Gleichungen 

aß — ba = 0, by — В = 0, са — ay = 0 
durch Elimination von A zwischen irgend zweien der vorigen ent- 
springen. Wir haben im Artikel 55 gesehen, dass, obgleich 
irgend zwei derselben sich in einer Curve vierter Ordnung durch- 
schneiden, doch nur eine Curve dritter Ordnung ihnen allen ge- 
meinschaftlich ist. 

Allgemeiner also kann, wenn ( + 2) Gleichungen mit ¿ Pa- 
rametern gegeben sind, eine Unendlichkeit von Werthen dieser 
Parameter bestimmt werden, für welche die Gleichungen Flächen 
mit einem gemeinschaftlichen Punkte repräsentieren. Der Ort 
dieser Punkte ist eine Curve, welche allen den Flächen gemein- 
schaftlich ist, deren Gleichungen durch Elimination der è Para- 
meter zwischen (i + 1) der gegebenen Gleichungen gebildet wer- 
den. Irgend zwei unter diesen Flächen durchsehneiden sich aber 
nicht nur in dieser Curve, sondern überdiess in einer andern 
Curve, die den übrigen nicht angehórt. Selzen wir voraus, dass 
(i + 1) Gleichungen mit ; Parametern gegeben sind, welche nur 
im ersten Grade in jene eingehen, so giebt die Elimination der- 
selben einem Determinantensystem 


http://rcin.org.pl 


— 441 — 


An o5 puc 
Ay » Aı » Au 05 Aa 
Ay H А,» , Ayo see Aa 


| 


doc + б, Ars e EE 


den Ursprung, in welchem die Anzahl der Horizontalreihen der 
Voraussetzung gemäss j, die der Verticalreihen aber (i + 1) ist. 
Wir setzen uns vor, die Charactere der Curve zu bestimmen, 
welche allen den durch das Verschwinden dieser Determinanten 
reprásentierten Flächen gemeinschaftlich ist. 

310. Um die Ideen zu fixieren, betrachten wir den Fall, in 
welchem die Matrix der Determinanten aus vier Horizontal- und 
fünf Verticalreihen besteht, d. h. 

Aoo» Ayo» Ау, Ао, Aio 
das А, Aan: An Au 
dos Aiz А», А, Ap 
Аз, Аз, Аз, 43. Ay 


ist; die auf diesen Fall anzuwendende Methode wird für den all- 
gemeinen Fall gültig bleiben. 

Wir setzen die Functionen A, Ay, ete. von beliebigem 
Grade voraus, nehmen aber an, dass die Grade der entsprechen- 
den Functionen in derselben Horizontalreihe ebenso wie in der- 
selben Verticalreihe gleiche Differenzen geben. Wenn also die 
Buchstaben Au: Ayo 455, ete. zugleich die Grade dieser Functionen 
anzeigen, so setzen wir die Grade der Functionen Ay, 4, etc. 
als respective gleich Ann + ay, А, + a, etc., und die von 
Aoz» Ay, elc. als Ap + а, А, + а, etc., еіс. voraus, Sind 
dann S, und S,, die Summe der Grössen Aan, Ayo, etc. und die 
Summe ihrer Producte in Paaren, und bezeichnen s,, zu diesel- 
ben. Summen für die Grössen az, a,, ete., so gilt der Satz: Die 
Ordnung der Curve, welche allen durch die Determi- 
nanten des Systems bestimmten Flächen gemeinschaft- 
lich angehört, ist 


= 5, + (5 + з) — Se 


Wir bemerken zuerst, dass aus der vorausgesetzten Wahrheit 
dieser Formel sich ergiebt, dass für 


4» + gn An + ga, Ao + ën 
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als die Ordnungen der Functionen 4,6, 41, Aus, etc., 
Ay + 44. An + dr An Hai elc. 
als die der Functionen Aa, Au, Ay, etc., ete. und für S',, S',,, 
als Summe der Grössen Aua, А, А, Au, und als Summe ihrer 
Producte zu zweien, sowie s}, s, als die entsprechenden Sum- 
men für die Grössen daa, gy, etc. die Ordnung der untersuchten 
Curve 
= Zu + Si (it 8, — Su 
sein müsste. Denn da die Elemente der ersten Verticalreihe von 
den respectiven Graden 
40 Ao + gn: An + air An + а, An + ds 

sind, so werden S, und S,, respective gleich 

54% + s, und 104w + 44,5, + Zu 
während die Grössen s, und s,,, weil die) Differenzen zwischen 
den Ordnungen der Elemente der ersten und der folgenden Reihe 
gleich 

А — Аю, Aoz — Aoo. 403 — 400 
sind, die respectiven Werthe 
S,— 440, 81 — 35,40 + 6400 
erhalten. Die Substitution dieser Werthe in den Ausdruck 
S + 5 (5, + 5) — pu 


gu OS, (5, OS, — Su 

In dem allgemeinen Falle, wo die Zahl der Reihen durch ; 
bezeichnet werden mag, ist 
S, = (i U Aw + Sis S = EEG + 1) Aa + EAS. + Sia 
з == $, — idus S = 83, — (1—1) 448, + $(—1) id, 
und die eine Formel geht aus der andern hervor, wie vorher. 

311. Um nun die Wahrheit der Formel zu begründen, reicht 
es hin, zu zeigen, dass aus ihrer Gültigkeit für ein System von 
(i— 15 Кееп die Gültigkeit für ein System von ; Reihen hervor- 
geht. Die Curve, welche wir betrachten, ist ein Theil des Durch- 
schnitts der Flächen, welche durch das Verschwinden der Deter- 
minanten 


giebt aber 


(Ayo LIT ET 433), (4oo 411 Ay Em 
dargestellt werden; diese Flächen gehen aber beide durch die 
Curve 
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Aug, Aos 45, os 
Ay Аң, An, 43 | = 0, 
dw» А, А, Аз 


welche den übrigen durch die andern Determinanten des Systems 
bestimmten Flächen nicht angehört. Bezeichnen wir nun die 
Summe der Grössen 400, Aua, Aa, und die Summe der Producte 
derselben in Paaren durch S",, S^, respective, so sind die Ord- 
nungen der beiden Determinanten respective 
Si +s + An S, + з, + A 

während nach dem letzten Artikel die Ordnung der fremden 
Curve durch 

з + 8", (s + 67) — 5", 
ausgedrückt wird. Subtrahieren wir aber diese Grösse von dem 
Product der beiden vorigen Gróssen, so bleibt 
812—8 + (S, + Ao F 40) 8 5715 + 5”, (Ao H Ar) +4040 
oder 

5 + 8 (5, + 9) — 5 

Nun ist die Wahrheit des Satzes für eine Matrix von zwei 
Horizontal- und drei Verticalreihen leicht zu erkennen und er ist 
daher allgemein gültig. 

Es mag gut sein zu bemerken, dass die Formel eben durch 
Vorschreiten von dem einfacheren zum allgemeinen Fall gefunden 
worden ist. Denn 

Ki dio Aw] __ 0 
doas А, 4 
repräsentiert drei Gleichungen von den respectiven Graden 
Ао + 40 + а, Ao + Aan + а, А + An + а,; 
die Durchschnittscurven der bezüglichen Flächenpaare, welche der 
allen gemeinsamen Curve fremd sind, haben also die Ordnungen 
Ayo (dio + 4), Aio Lian + а), Aoo (doo + а) 
und die Ordnung dieser letzteren ist daher 
(Ayo + Aio + ao) (Aio + Aan + ao) — А, (dio +7) - 
etc. 
4 ‚4%4 + Au dan + 4040 + а, (40 + Ao + dad + а 
Sab 
= 5, + s (8, + 8); 
in Uebereinstimmung mit der allgemeinen Formel, da az = 0 ist. 
Salmon, Anal, Geom. d, Raumes, II, 29 


pM gd 
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Wenn alle Horizontalreihen von der nämlichen Ordnung sind, 
so ist 
ар — 0, a, = 0, еіс. und somit s, = 4 = 0 
und die Ordnung des Systems ist daher 
== 613. 

312. Wir stellen uns ferner die Aufgabe, die Ordnung Ко 
Abwickelungsfläche zu finden, welche von den Tangenten der in 
den vorigen Artikeln betrachteten Curve gebildet wird, d. i. nach 
der früheren Bezeichnung den Rang des Systems. 

Ist Saa die Summe der Producte von je dreien der Grössen 
Ayo» Ао» A, elc. (Artikel 310) und zua die entsprechende Pro- 
ductensumme für die Grössen «y, gu, ga, etc., so wird die Ord- 
nung der fraglichen Abwickelungsfläche durch die Formel 
[Si +3 (Si + 5) — 55) (8$; 4 25,— 2) — s12 (S1 +81) P Sis + Sias 
ausgedrückt. 

Wir bemerken zuerst, dass bei Voraussetzung der Wahrheit 
der Formel und für S',, S',,, S'iog als Vertreter der analog aus 
Ayo» Фи» Aus, Au, den Ordnungszahlen der Elemente der ersten 
Verticalreihe, gebildeten Aggregate, ete., die grossen und die klei- 
nen Buchstaben der Formel einfach ihre Plätze vertauschen, so 
dass die Ordnung der abwickelbaren Fläche durch 

{#1 + 5, (8, + 85) Sa} (5; + 25, — 2) 
— S5 (5, + 83) + Sis + Bum 
gegeben wird. Der Beweis dafür wird genau in derselben Art 
geführt, wie im Artikel 310. Wir wissen ferner aus Artikel 84, 
dass die Rangzahlen zweier Systeme, welche zusammen den Durch- 
schnitt zweier Flächen bilden, durch die Relation 
ER == (m — т) (u -- v — 2) 
verbunden sind. Nach den Ergebnissen des vorhergehenden Ar- 
tikels haben wir aber für u, v, m, m’ die folgenden Werthe zu 
substituieren 
кз S", Tod Aa, v— S^, +, + Au: 
m = S, + 5 (5, H 5) —5,,, m == з, H S", (8, + 8) — Si 
sowie für 
e = {s + 5”, (S + 9) — Sat (s, 4- 28, — 2) 
6, + S'i) + Sum + 83: 


wenn wir diese Substitutionen vollziehen und die Identitäten 
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S, = S", + Азу + Aug, 812 = 5”, + (Aso + Ay) S'i + 4394s 
Bun = Run E (go + А) S'i + ao 44985, 
zur Reduction benutzen, so erhalten wir 
e — (S1 + 5, (5; + S) — 5:5) (S, + 25, — 2) — si (5; + 5) 
+ 5153 + aan у 

Daraus geht hervor, dass die Formel für eine Matrix von 
(i + 1) Reihen gültig ist, wenn sie für eine solche von ; Reihen 
als wahr erwiesen war. Da sie nun für drei Reihen unschwer 
als wahr erkannt wird, so ist sie allgemein gültig. 

Man findet in diesem Falle den fraglichen Rang direct 
= (4+ Aua H a0) (Aro + Aao F a) (doo 2 44, + 45, t 24,—2) 

— 40 (Aio + а) (240 + а, — 2) = ete. 

= { (44o + 40420 + 420400) + а, (doo + 40+ 40) + а) 

(doo + 40 + dn + 2а, — 2) + 400410420 
= (85 +s (5, + al) (S, + 25, — 2) + 513, 
d. h. in Uebereinstimmung mit der allgemeinen Formel wegen 

ër == 55 == 0. 
Beispiel. Die Ebenenbüschel 
А-+14А=0, B+1B=0 
und das Büschel von Flächen 2'*^ Grades 
5 + А8 = 0 

erzeugen als Durchschnitt der entsprechenden Flächen eine Curve 


für welche wegen 
зү 7 5,47 $55 mt 85у == 5, Sy? 
die Ordnung — 5 und der Rang — 12 ist. 
313. Wir wollen hiernach weiter eine Matrix von der Form 
Ayo» Aios Aen: Ayo» Asos 450 
dos А, Aas А, Zu: 4ы 
Aos Au: А, А, А, Asa 
dog» А3, А, Аз, Au: Аз 
betrachten, in welcher die Anzahl der Horizontalreihen von der 
der Verticalreihen um zwei übertroffen wird; wir wollen unter- 
suchen, wie viele Punkte allen den durch die Determinanten des 
Systems bestimmten Flächen gemeinschaftlich sind. 
29* 
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Irgend drei Flächen 
(499441422455) = 0, (459451 455 443) == 0, (455454, 45» 455) = 0 
haben die Curve 
Ayo» Ау, Ау, Аз 
“io 41, Aa 248 | = 0 
Aan: Aan: Ara Аз 


gemein, und wenn m, n, p die Ordnungen der Flächen, « und o 
die Ordnung und der Rang dieser Curve sind, so durchschneiden 
sich diese Flächen in einer Anzahl von nicht zu dieser Curve 
gehórigen Punkten, welche nach Artikel 92 durch 
тпр —umtn+p—-2Q)+e 
ausgedrückt ist. 
Wir haben aber unter Anwendung der vorigen Bezeichnungs- 
weise die Substitutionen 
m == S" + s + Ау, n= 85, 4 з, H А, p — 8”, + S H A 
"nt S^, (^5 + 8) — Bien 
e = {81+ S, (5 +) — 8,5) (S 2-25, —2) — "5 (8, + 8) 
+ Sin + 555 
zu vollziehen und das dadurch nach der Reduction entspringende 
Resultat ist 
Ban + 851 + (5? — 513) S, H 512 — 25,5)» H әз 


Ba + 593 + Si (51 — 513) + (S, + 51) (5? — 55): 

Wenn die Ausdrücke S,, Ss, 8,3, etc. auf die Elemente 
der ersten Verticalreihe Au, Аи, Aoz» Aoz bezogen werden, so 
entspringt ein Resultat, das einfach durch Vertauschung der grossen 
und kleinen Buchstaben von dem Vorigen verschieden ist. 

Wenn die Elemente der verschiedenen Horizontalreihen die- 
selben Grade haben, d. h. wenn «,, a,, etc. sämmtlich gleich 
Null sind, so ist die Anzahl der durch das System dargestellten 
Punkte gleich 5,3. 

314. Man beweist, dass die durch eine symmetrische 
Determinante dargestellte Fläche immer eine. be- 
stimmte Anzahl von Doppelpunkten besitzt. 

Sind die Summe, die Summe der Producte zu zweien und 
die Summe der Producte zu dreien von den Graden der Leit- 
glieder a4, а, gas, etc. der betrachteten Determinante durch 
Si» Sa; S,54 repräsentiert, so ist die Zahl solcher Doppelpunkte 


oder 
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= $ (5,51 — 513). 

Nun gilt nach Artikel 19 der ,, Vorlesungen“ die identische 

Gleichung 
D,,D, — Di)’ = р,» D, 
wenn D, die Minordeterminante bezeichnet, welche durch Unter- 
drückung der Horizontal- und der Verticalreihe des Elements а, 
aus der gegebenen Determinante entsteht, D die Determinante 
selbst und D,,,, die zweite Minordeterminante ist, welche der 
Unterdrückung der Reihen von a,,, a,, entspricht. Es ist offen- 
bar, dass die durch 
Du Da — (D)? = 0 
repräsentierte Fläche die Durchschnittspunkte von 
D, = 0, D, = 0, D, = 0 
zu Doppelpunkten hat, und da die Grade dieser Gleichungen re- 
spective 
S, — Au, 5 — Аи, S, — b (40 + 49) 

sind, so ist die Zahl der Doppelpunkte das Product dieser drei 
Zahlen. Sind die Summe und die Summe der Producte zu zweien 
von den Elementen mit Ausschluss von A und Au durch s", und s^,, 
bezeichnet, so ist das Product 


(5, — Ayo) (S, — 4) IS; v 4 An + EI 
durch $ (8,8, + 815, 4 (5? — з”) S, 4 55? — $5, m 
entwickelt dargestellt. Diess ist die Zahl der Doppelpunkte des 
2usammengesetzten Systems 


Dun. D = 0, 


also eine Zahl, die aus der Zahl der Doppelpunkte in Dia = 0, 
der Zahl der Doppelpunkte in D == 0 und einer Zahl von Punk- 
ten der Curve D,,,,.D == 0 zusammengesetzt sein kann. Wenn 
wir aber in der Determinantenmatrix die ersten beiden. Horizon- 
talreihen unterdrücken, so besitzen die durch die Determinanten 
des übrigbleibenden Systems bestimmten Flächen, unter denen 
Dii == 0 sich findet, eine Anzahl gemeinschaftlicher Punkte, 
welche mittelst der Formel des letzten Artikels berechnet werden 
kann, indem man 


3 (Ao + Aoo)» £ Ио + 4), ete., 
3 (Из + Aoo)» $ (Aog + Аы), etc. 
für die Grade der Horizontalreihen nimmt, Das Ergebniss ist 
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+ {51 + Si Sie E (8712—5739) S, H (87? — 2571873, + 5 13) J* 

Diese Punkte aber, deren Anzahl so eben bestimmt worden 
ist, sind Punkte, in welchen die Flächen 

D, = 0, 2, = 0, D = 
sich berühren und sie zählen daher als је vier unter den Durch- 
schnitten dieser Flächen (vergl. Artikel 281). Indem man aber 
das vierfache der eben gefundenen Zahl von der Gesammtzahl der 
Schnittpunkte subtrahiert, erhält man 

3 (57,519 — Sizs + 5,5, — Sias)» 
und erkennt daraus, dass, wenn die Anzahl der. Doppelpunkte 
der Fläche, welche die symmetrische Determinante Р,» be- 
stimmt, gleich $ (s",s",, — s",,,) ist, die Anzahl der Doppel- 
punkte der Fläche D == 0 durch 4 (S, S,, — 5,,,) dargestellt 
wird. Da aber jenes in dem einfachsten Falle leicht berührt 
werden kann, so gilt das Letztere, d. h. der Satz dieses Artikels 
allgemein. In Artikel 279 ist eine Anwendung von diesem Satze 
berührt. 

315. In Bezug auf die im Artikel 310 betrachteten Curven 
kann aber noch eine andere Aufgabe gestellt werden. 

Denken wir die Gleichungen von vier Flàchen von den re- 
spectiven Graden A,, A,, As, A,, deren Coefficienten eine neue 
Veränderliche in den Graden шү, uo, Ha, и, respective enthalten, 
so tritt diese letztere Veränderliche in die Resultante dieser Gleich- 
ungen — durch deren Verschwinden die Existenz eines allen ge- 
meinschaftlichen Punktes bezeichnet wird — im Grade 


144, (uA, + Mhz) + ASA, (Ag + pa 
ein. Nun sind A,A,, Аз, A, die Ordnungen der Durchschnitts- 


curven der ersten und zweiten und der dritten und vierten Fläche; 
und wenn wir die Gróssen 
ш\ + uA, шы + Bois 

als die Gewichte derselben Curven bezeichnen, so kónnen 
wir den Satz aussprechen: Das Gewicht der Bedingung, 
unter welcher zwei Curven sich durchschneiden, ist 
die Summe der Producte des Gewichts einer jeden in 
die Ordnung der andern Curve. 

Nun haben wir entwickelt, wie die Ordnung der durch ein 
Determinantensystem nach Art des Artikel 310 bestimmten Curve 
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gefunden wird und es bleibt jetzt zu zeigen, in welcher Weise man 
das Gewicht desselben Systems bestimmen. kann. 

Man sieht leicht, dass das Gewicht einer complexen, d. h. 
aus Curven einfacherer Arten zusammengesetzten Curve der Summe 
der Gewichte seiner Componenten gleich ist. Darnach kann man 
wie im Artikel 310 stufenweis vorgehen und erhält folgendes Re- 
sultat. Enthalten die Functionen Au, А, 455, Ayo, etc. die 
neue Veränderliche in den respectiven Graden App, Ajo, etc., die 
Functionen Au, Au, А», etc. in den Graden A, + &y A, kën etc., 
bezeichnen $,, S,,, 8,3 die Summe der Grössen Aa, A,,, etc., 
die Summe ihrer Producte zu zweien und die Summe ihrer Pro- 
ducte zu dreien, und s,, Bus, 83 die entsprechenden Aggregate 
für die Grössen о, gu, etc., stellt endlich 2 die Summe aller 
(doo Aio) dar, d. h, die Summe aller Producte, in denen ein 
4;, mit allen Ajọ multipliciert ist, so dass 
è Z = 8,8, — Z (Aå) 
ist, und с die Summe aller (~œ), welche in derselben Art die 
Relation 

в = зв, — Z (ав) 
giebt; so ist das Gewicht des Systems durch 
Z— o + 58, + 5,5, + 25,8, 
ausgedrückt, was auch in der Form 
(S, + s) & + s) + 2 (а) — Z (4А) 
geschrieben werden kann. 

Wenn wir S, zur Bezeichnung der Summe der Grade für 
die Elemente der ersten Verticalreihe statt für die der ersten 
Horizontalreihe gebraucht hätten, etc., so würde die Formel mit 
der entsprechenden Buchstabenvertauschung auch dann noch 
gültig sein. 

Man findet in ähnlicher Weise das Gewicht des Systems einer 
Matrix wie im Artikel 313, in welcher die Zahl der Vertical- 
reihen diejenige der Horizontalreihen um 2 überschreitet, in fol- 
gender Formel: 

{5\› + з, (8, + 81) — S12} (8, + 81) — (S, +5) (24А — Хауа) 
+ 24° Aoo + Хаа. 

Und wenn die Matrix ebenso viel Horizontalreihen als Verti- 

calreihen enthält, so ist Ordnung und Gewicht respective durch 
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die Summen 
: s + Ss в, +8 
gegeben. 3 

316. Diese Ergebnisse sind einer grossen Menge Keen 
Anwendungen fähig. 

Wir untersuchen zuerst Ordnuug und Gewicht des 
Systems von Bedingungen, unter welchen die beiden 
Gleichungen 

ay? + at” + a”? + etc. 
ам" + ae! + ds + ete. 
zwei gemeinschaftliche Wurzeln besitzen. 

Damit diess der Fall sei, müssen offenbar zwei Bedingungen 
‚erfüllt sein, und wenn # ein Parameter ist, a,, а, etc. aber Func- 
tionen der Coordinaten bezeichnen, so bestimmen diese Bedin- 
gungen eine Curve im Raume. 

In der That aber erhalten wir nicht zwei Bedingungen, son- 
dern ein System von solchen, von denen keine zwei hinreichen, 
um jene Curve zu bestimmen. Diese Bedingungen sind nach dem 
Artikel 45 der „Vorlesungen“ die Determinanten des Systems 


И! 


Еу б 


іп welchem die erste Linie (n — 1) fach, die zweite (m — 1) fach 
wiederholt ist, die also (m + л —2) Horizontalreihen und (m 4- n— 1) 
Verticalreihen hat. 

Das Problem ist somit ein specieller Fall des im Artikel 310 
betrachteten. 

Wir setzen die Grade der eingeführten Functionen als äqui- 
different voraus, d. h. wenn die Grade von a,, «', respective 
gleich A und u sind, so sollen die Grade von a,, а, gleich 
À + «e, u + e, die von a,, а, gleich A + 2а, u + 20 sein, etc. 

Um die Ordnung des Systems zu finden, benutzen wir die 
Formel des Artikel 310 


$$ + S, ( + $) — Sy. 
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In derselben ist s, die Summe von (m + n — 2) Gliedern 
der Reihe «, 2«, 3«, etc., d. h. für m + n = k 
, — 61 0—9 
VS 1.2 
Ebenso ist зү, die Summe der Producte derselben Grössen 
zu zweien, d. h. 


а, 


(0—1) (k—2) (8—3) (358—4) 
1.2284 

Ferner ist S, die Summe von (n — 1) Gliedern der Reihe 
А, À— «, A— 2a, etc. und von (m — 1) Gliedern der Reihe 
и, —«, u—2e, etc., also 
S, == (n—1) à + (n—1) u — fa ((n—1) (3—2) + (n—1) (n—2)). 

Endlich S,, die Summe der Producte derselben Grössen in 
Paaren, also 
Sj, = $ (n—1) (n—2) 22 + 4 (m—1) (m— 2) i? + (m—1) (n—1) àp 

— $ ia ((n—1) (n —2)* + (n—1) (m —1) (m—2)} 
— фиа f(m —1) (m—2) + (n—1) (n—1) (n—2)) 
+ d œ? (m —1) (m— 2) (n — 1) (n —2) 
(m — 1) (m—2) (n — 3) (3m —4) 2 
* 1.2.3.4 d 
(n —1) (n — 2) (n — 3) (3n —4) 
+ 12957274 

Durch Vereinigung dieser Glieder erhält man die Ordnung 
des fraglichen Systems 

= $ n (0—1) + $m (m—1) u? + (m—1) (n — 1) Au 

+ $n (n—1) (2m—1) Ja + $ m (n—1) (2n — 1) на 

+ 4 mn (m —1) (n — 1) œ. 

Wenn die Resultante der Gleichungen 

ай" + qt” Leite, — 0, gi + det + etc. = 0 
eine Fläche bestimmt, so ist die hier betrachtete Curve eine 
Doppelcurve in derselben. 

Wenn alle die Functionen o, а, еіс. vom ersten Grade 
sind, so ist die erzeugte Fläche eine Regellläche und indem man 
À == p — 1 und « == 0 in die vorige Formel einsetzt, erhàlt 
man die Ordnung der Doppelcurve i 

= $4 (m + n — 1) (m + n— 9). 
Setzen wir beide betrachteten Gleichungen als von demsel- 


m 2 
$4 == ei, 


ei, 
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ben Grade m == n voraus, so können wir à + u = р, hu = 9 
setzen und die nämliche Formel giebt für die Ordnung der Dop- 
pelcurve die Formel 

Yn (n— 1) (p + no) {р + (n— 1) е} — (n — 1) 4. 

317. In derselben Weise können wir die Ordnung des Sy- 
stems von Bedingungen bestimmen, unter welchen die 
Gleichungen 

сау" + etc. — 0, ау" + elc. = 0 
drei gemeinschaftliche Wurzeln haben kónnen. 

Geometrisch interpretiert bestimmen diese Bedingungen drei- 
fache Punkte in der durch die Resultante beider Gleichungen dar- 
gestellten Fläche. Sie werden durch ein System von Determinan- 
ten gegeben, deren Matrix ganz wie im letzten Artikel gebildet 
ist, nämlich so, dass die Reihe o, а, а, in (m — 2) facher, 
die Reihe а, а, а, in (m — 2) facher Wiederholung erscheint 
und die Matrix (m + n — 2) Verticalreihen, aber (m + n — 4) 
Horizontalreihen enthält. In Folge dessen ist die Ordnung des Systems 
nach der Formel des Artikel 313 zu berechnen und wird gefunden 

n (1—1) (n—2) 3 т (т — 1) (m — 2) 3 

EE E E б 
$ (n—1) (n—2) (m — 2) Au + $ (m — 1) (m—2) (n —2) Au? 
4 (m— 1) n(n — 1) (n — 2) Аа + $ (1—1) m(m—1) (m — 2) u?« 
} (m —2) (n—2) (m (n—1) + n (m—1)} Aue 
a n (n —1) (n — 2) m (n — 2) + 4 n (n—1) (n —2)) D 
+ Sim (m—1) (т —2) n (n—2) + $ n (m—1) (m—2)) etu 
+ 4m (m— 1) (n—2) n (0—1) (n—2) ай, 

In dem Falle, wo die Fläche eine Regelfläche ist, d. h. für 
à = p= 1, «== D erhalten wir als die Zahl der dreifachen Punkte 
ero (в + »—4), (Vergl. Artikel, 207.) 

Die Ordnung der durch die Doppelcurve des Artikel 316 er- 
zeugten Abwickelungsfläche, der Rang des Systems ist in dersel- 
ben Weise nach der Formel des Artikel 314 zu berechnen; je- 
doch muss die so gefundene Zahl um das Vierfache der eben 
gefundenen Zahl der dreifachen Punkte, welche auch dreifache 
Punkte dieser Curve sind, vermindert werden. 

So ist in dem Fall der Regelfläche der Rang der Doppelcurve 

= 2 (m + n — 2) (m + n — 3). 


Fes e s 
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Um das Gewicht desselben Systems zu finden, haben wir 
nur dieselbe Methode auf die Formel des Artikel 315 anzuwen- 
den. Enthält das Glied а, die zu eliminierende Veränderliche im 
Grade A und die nicht eliminierte im Grade A. und nehmen diese 
Grade für die Glieder o, a,, etc. regelmässig ab in den erste- 
ren und ebenso zu in den letzteren, so dass ihre Grade respective 

0—1, 1—2, X 4 1, X + 2, etc. 
sind, so ist das Gewicht des Systems 
— n (n —1) M! + m (m— 1) uu! + (m—1) (n —1) и + u) 
+ 4En(n—1) @т—1) (0—0) + 4m (n — 1) 2n—1) (ии) 
— mn (m—1) (n — 1). 

318. Das nächste System, welches wir discutieren wollen, 
ist dasjenige, welches durch die Bedingungen gebildet wird, 
unter denen die drei Gleichungen s 

ay! + att + ete. = 0, gd + dt” + ete. = 0, 
ам” + adat + etc. = 0 
einen gemeinschaftlichen Factor besitzen. 
Das System kann durch die drei Gleichungen repräsentiert 
werden, welche man durch die Elimination von 4 zwischen den 
Paaren der gegebenen Gleichungen erhält, und ist zwei Gleich- 
ungen äquivalent. Systeme von Gleichungen von geringerem Grade 
können erhalten werden, indem man die gegebenen Gleichungen 
mit £, 2, etc. multipliciert, ete.; ohne dass doch ihrer eine zur 
dialytischen Elimination aller Potenzen von ¢ hinreichende Anzahl 
zu erlangen wäre. Die Ordnung des Systems kann gefunden wer- 
den, indem man aus den Gleichungen 2, y, z eliminiert, welche 
implicite in a,, gu, a, enthalten sind, wobei die Ordnung der 
resultierenden Gleichung in £ die Ordnung des Systems bestimmt. 
Setzen wir voraus, dass die Ordnungen von a, doa, «^, gleich 
А, u, v und die von o, а", a”, respective gleich 4—1, a—1, 
ele. sind, so findet man die Ordnung des Systems 
= Аии — (A — 0) (u — m) (v — n) 

und sein Gewicht 

== l (wv + uv) + т( + và) + n (дш + Mu) + mn (4 — А) 
+ nl (u—w) + Im (v —»') — 21Imn.*) 


*) Der Verfasser bemerkt, dass diess Letztere durch Induction er- 
halten ist, Vergl. „Quarterly Journ.‘ a. а, О. 
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319. Es ist ein specieller Fall der vorhergehenden Aufgabe, 
das Gewicht und die Ordnung des Systems von Bedin- 
gungen zu finden, welches erfüllt sein muss, damit eine 
Gleichung 

ай" Loi + ete. = 0 
drei gleiche Wurzeln habe. Denn diese Bedingungen werden 
gefunden, indem man ausdrückt, dass die drei zweiten Differential- 
gleichungen einen gemeinschaftlichen Factor besitzen. Man hat 
daher in die vorigen Ausdrücke die Substitutionen 
n—2 für 1, m und n; A—1 für u und A—2 für v 
zu machen und findet die Ordnung des Systems 
= 31n—2).4 (4h—n) + n (n—1) (n—2) 
und sein Gewicht 
= 6 (n—2)AX + 3n (n—2) (1—4) — 2n (n—1) (n—9). 

Um ferner Ordnung und Gewicht des Systems von Bedin- 
gungen zu finden, für welches dieselbe Gleichung zwei verschie- 
dene Paare gleicher Wurzeln hat, bilden wir zuerst nach Arti- 
kel 316 die Ausdrücke für Ordnung und Gewicht des Systems 
von Bedingungen, für welches die zwei ersten Differentiale 

афі). ete = 0, art ete == 0 


zwei gemeinschaftliche Factoren besitzen, und subtrahieren nach- 
her respective Ordnung und Gewicht des im ersten Theil dieses 
Artikels betrachteten Systems. Das Ergebniss ist, dass die Ordnung 

= 2 (n—2) (n—3) å (à —5) + $n (n—1) (%— 2) (n—3) 
und das Gewicht 

= 4 (n—2) (n—3) А + 2n (n—2) (n—3) (0—4) 
| — n (n—1) (n—2) @—3) 
ist. 

Es ist eine Ausdehnung der vorigen Untersuchungen nach 
mehreren Richtungen möglich. Man kann algebraisch-homogene 
Gleichungen mit einem Parameter mehr als zwei Bedingungen 
unterworfen denken, z. B. das System von Bedingungen unter- 
suchen, unter welchen zwei Gleichungen drei gemeinschaftliche 
Factoren haben; es wäre aber besonders wünschenswerth, in 
derselben Art die Ordnung und das Gewicht der Systeme von 
Bedingungen aufzustellen, unter welchen drei Curven zwei ge- 
meinschaftliche Punkte besitzen, oder vier Curven sich in einem 
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Punkte durchschneiden, oder unter denen eine Curve einen Cus- 
pidalpunkt, oder zwei Paare von Doppelpunkten hat, etc.; aber 
diese Probleme sind bis jetzt nicht gelóst worden. \ 

320. Wir fügen aber gleich hier noch für jede der beiden 
Hauptprobleme der Bestimmung der Ordnung uud des Gewichts 
in den Artikeln. 310 und 313 ein geomelrisches Beispiel hinzu, 
aus der Theorie der Regelllächen entnommen, auf welche wir 
später noch ausführlich zurückkommen müssen. Man soll die 
Ordnung einer Regelfläche bestimmen, deren gerade 
Erzeugende ihre als vollständiger Durchschnitt zweier 
Flächen U und F gegebene Directrixcurve dreifach 
durchschneidet. Man soll sodann die Zahl der Gera- 
den bestimmen, welche dieselbe Curve vierfach durch- 
schneiden. 

Das erste dieser Probleme führt zur Betrachtung einer Ma- 
trix, ių welcher die Zahl der Verticalreihen die der Horizontal- 
reihen um Eins übertrifft. Siud 

0 = 0, V—0 


die Gleichungen der zwei Oberflächen p'* und gt Ordnung, 
welche jene Curve erzeugen, &,, £}, r4, ж, die Coordinaten eines 
Punktes der Curve, so substituieren wir in jene für diese Coor- 
dinaten die Ausdrücke 
а ke, at, pn ton E, + 08, 
und schreiben die Entwickelungen mit Hilfe des Symbols 4 für 
die Operation 
234 5d 5 H "A. e 

(s. i Tox. dz, Tom, e Tow, г) (vergl. Artikel 11) 


in der Form 


2 2Р0 -1 . 
езе тате от Ch 16: 
Ay 
ar + T re + etc. Franz SE? == 0. 


Denken wir nun a^, &,, a^,, a^, als die VO Coordi- 
naten eines Punktes in der durch (а, &,, &,, &,) gehenden Ge- 
raden, welche die Curve in zwei weiteren Punkten schneidet, so 
müssen die beiden Gleichungen in о zwei gemeinschaftliche Wur- 
zeln besitzen; daraus entspringt ein System von Bedingungen 
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AU, LU,... 
A Lis 

AF, Sp. Jh 
p m 


von (4—2) + (p — 2) = (p + g — 4) horizontalen und (p 4- ; — 3) 
verticalen Reihen, in deren Elementen die Grade von a, , &,, 23, c, 
die Ordnung und die von a^,, &,, Za, a', das Gewicht bestim- 
men. Wenn man nun aus diesem System, welches zwei Gleich- 
ungen äquivalent ist, und den Gleichungen U = 0, V= 0 die 
Veränderlichen ау, c,, z, а, eliminiert, so erhält man eine 
Gleichung 
В = 0 

in den Veränderlichen xj, 2, g, a^,, welche die Gleichung 
der Regelflàche in der Art darstellt, dass die Ordnung derselben 
ein Drittel ihrer Ordnung ist. Indem man bemerkt, dass die 
Coordinaten a^, &,, etc. nicht in die Functionen U, У eingehen, 
erkennt man, dass der Grad von R dem Gewicht des Systems 
gleich ist, aus welchem sie durch Elimination hervorgeht, d. h. 
gleich dem Producte der Grade von U und У in das Gewicht des 
obigen Determinantensystems. Man findet für diess Letzlere *) 


S, + = = ру —– 2 (р + 4 +4 8 + 8 —p4—4, 
Z AoAo — Zaa = — 4 pa (p + 4) + 5 (p + 9 — 12, 
also das Gewicht selbst 


= $ (pg — 2) (2р0 — 3p — 34 + 4); 
und damit die fragliche Ordnung der Regellläche 


= $ py (ра — 2) (2ра — 3p — 34 + 4). 

Für p = 4 == 2 existiert daher eine solche Regelfläche 
nicht. Für die Curve sechster Ordnung, die der vollstándige 
Durchschnitt zweier Flächen zweiter und dritter Ordnung ist, 
wird sie von der vierten Ordnung. 

321. Für die andere Aufgabe von der Bestimmung der Zahl 
von Geraden, welche die Curve viermal durchschneiden, gehen 


*) Man vergleiche die nähere Ausführung bei Cayley, „On skew 
surfaces“, „Philosoph, Transactions‘‘, 1863, p. 477, 
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wir von denselben Gleichungen aus; wir denken aber 2, o», 23, £4 
als die Coordinaten eines Punktes der Curve, durch welchen eine 
jener Geraden geht und haben dann offenbar die Bedingungen 
aufzustellen, unter denen die beiden Gleichungen in o drei ge- 
meinschaftliche Wurzeln besitzen; das System derselben ist drei 
Gleichungen äquivalent und liefert eine Matrix von 


(0—3) + (2—3) = (р + 4—6) 
horizontalen und (p + 4 — 4) Verticalreihen, d. h. ein Deter- 
minantensystem von der im Artikel 313 betrachteten Art, in wel- 
cher die Grade der Elemente in «ү, &,, etc. das Gewicht und 
die Grade in 2/,, a^,, etc. die Ordnung bestimmen. Es ist das 
System 
AU: ЧЕЛ ur; 
AU; 


Ай, T NES KE, 


ЖЕР; 


Man kann aus ihm die Coordinaten 2^,, &,, &,, x’, elimi- 
nieren; wenn man mit ihm die Gleichung einer beliebigen Ebene 
verbindet 

ax, + X, + aa, + aa, — 0 
und a^, &,, a^,, a^, eliminiert, so ist das Resultat von der Form 
(аа + 4549 + аа, + DENK 8 = 0, 
wo S eine Function von z,, c,, cy, c, allein ist. Indem man 
den Grad von &,, Xy, &,, &, als das Gewicht betrachtet, ist 0 die 
Ordnung des Systems, der Grad des Products (аад, + etc.)? S in 
ү, etc. das Gewicht des Systems und daher der Grad von 8 be- 
stimmt durch die Differenz von Gewicht und Ordnung des Systems 
der Determinanten. Die drei Gleichungen 


U= 0, Fz50, B 25:0 


bestimmen dann die Punkte der Curve, durch welche vierfach 
schneidende Gerade gehen, die Anzahl solcher Geraden ist also 
der vierte Theil des Products von pg in jene Differenz. Zur Be- 
rechnung derselben kann die Form dienen 
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Here Ve 
in welcher in (p + g — 3) Verticalreihen und in (— 3) + (p—3) 
Horizontalreihen die Grade der Elemente der Matrix in den Ver- 
änderlichen 2^, y}, etc. und in a,, c, еіс, durch die Ziffern 
und ihre Indices bezeichnet sind; sie liefert _ 
sı = 2(4—3) — (0—3) (a —2) + 2(»—3) —3(» —3) (»—2), 
S, = $ (p t «—5) (p +9— 4), 


sa = bit D {—(p +a? 100049) — 45) + HEEN 


22 з 171 e 1093 
12 9 - 9)  7g- (p-F 9! — ^45 (p t 9) + 191, 


8, = 4(р+9*— 29 (0+9 + 159 (p+? — D +65, 
a = $4» Loi {—{4(>+4 + A (p+) — J 
+ pg frota iota + 29 pha 


749 1753 1 31 
—7 L+92 +7 — 3g 9 t 2 3s (o - 9) 
- 445 ‚‚ 3617 _ 8969 ^ 

48 (p - 4)! - 48 (p +4)% 6" (р +4) 


+ 1071 (p + d) — 1560, 
397 2689 


Sis = ag (P у (Р+ d D (o d! S (pa) 
OL (pp p 2270 (рд) + 1090, 


etc., daher 
S, + 5 = р0— 8, 8, +s, = р0 —3 (р + 4 + 8, 
45 
‚буз — а= — 315 + ng {+ (р + 49 —5(р+ 9 + 2] 
— A (p +4)? + 36 (p -- d) — 126, etc. 
und das Gewicht des Systems also 
— 3r e pg (—9(p 2) 2) +005 pF 4) - 15(»9)—13] 
— 66 (p +4) + 108] 
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und die Ordnung 
=$ [PP + Р (—3 (0t 9) + 2} 
+ pg (2 (р + a* — 3 (p + 4) + 13) — 36], 
so dass endlich die Zahl der fraglichen Geraden 


= Dre + 6р (p +a) + läis + 9 +18(p +1) — 26) 


— 66 (p + 4) + 144] 
wird. In der Curve des vorigen Artikels existieren daher keine 
Geraden dieser Art. Erst bei den Durchschnittscurven der Flä- 
chen dritter Ordgung mit denen vierter und fünfter Ordnung 
existieren sie in den respectiven Anzahlen 27 und 135. Jene 
sind z. B. die 27 Geraden der Fläche dritter Ordnung, die die 
. Curve U — 0, H = 0 zweifach berühren. 
Die folgenden Artikel werden mehrfach weitere Beispiele für 
die Anwendung dieser Methoden liefern. 
322. Der Ort der Punkte, deren Polarebenen in 
Bezug auf vier Flächen 
M—0,N-—0, P—0, 0—0 | 
von den respectiven Ordnungen m, n, p, g sich in einem 
Punkte schneiden, ist eine Fläche von der Ordnung 


т+-п+р-+ 1—4. 

Denn die Gleichung dieses Ortes wird erhalten, indem man 
die Determinante mit Null vergleicht, welche die vier Differentiale 
jeder der vier Flächen zu ihren Elementen hat 

M, М„ My, М, 
Жо M e lie 
Bs FU АЁ, ve 
| ИЛ , 0, , 0s , 0, | 

Wenn eine Fläche des durch M, N, P bestimmten Netzes, 
d. h. eine der durch die Gleichung 

aM HIN + сР=0, 
in welcher a, b, c willkürliche Constanten sind, bestimmten 
Flächen die Fläche 
0 —0 
berührt, so ist der Berührungspunkt nothwendig ein Punkt des 
eben betrachteten Ortes und alle Berührungspunkte solcher Art, 


d. h. alle die Punkte, in welchen Flächen des Netzes 
Salmon, Anal, Geom. d. Raumes I. 30 
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aM -- iN + ‹Р = 0 
die Fläche 0 — 0 berühren, liegen in der Curve der 


d (Qn d npe 
Ordnung, in welcher die vorige Ortsfläche und die Fläche 0 — 0 


sich schneiden. Für m == л = p, d. h. für alle durch 
66-20-23 , 
1.2.8 


feste Punkte gehende Flächen erhält man eine Curve g (37 + 4—4)'*" 
Ordnung als Ort der Punkte, in denen sie eine Fläche von der 
Ordnung g berühren. 

In gleicher Art giebt es pg (m + n + p + q — 4) Flächen 
des Büschels 

aM + bN = 0. 

welche die Durchschnittscurve der Flächen P = 0, 0 = 0 be- 
rühren. Denn der Berührungspunkt muss nothwendig einer der 
Durchschnittspunkte sein, welche die vorher betrachtete Ortsfläche 
mit der bezeichneten Curve bestimmt. *) + 

Es ergiebt sich auch leicht, dass die Bedingung, unter wel- 
cher zwei der Durchschnittspunkte der drei Flächen 

М = 0, = 0, Р=0 

zusammenfallen, d. h. unter welcher die Durchschnittseurve von 
zweien unter ihnen von der dritten berührt wird, die Coefficien- 
ten der Gleichung einer jeden dieser Flächen im Grade 


np (2m + n + p — 4) 

enthält.**) Denn wenn man in diese Bedingung für jeden Coef- 
ficienten а der Gleichung von M die Summe (a + Аа”) substi- 
tuiert, in welcher a'eder entsprechende Coefficient der Gleichung 
einer andern Fläche M’ von demselben Grade m ist, so ist noth- ` 
wendig der Grad des Substitutionsresultats in A gleich der An- 
zahl der Flächen des Büschels M + AM’ = 0, welche die Durch- 
schnittscurve der Flächen N = 0, P == 0 berühren. 


*) Für m == n = 1, d, h. ein Ebenenbüschel, kommt man auf den 
Satz zurück, dass durch eine Gerade pq (p + g — 2) Tangentenebenen 
an die Schnitteurve zweier Flüchen von den Ordnungen p und 4 gehen. 

**) Vergl. Moutard, ‚Nouvelles Annales de Mathem.“, t, XIX, 
р. 58 und E. de Jonquiéres, „Annali di Matematica'*, t, V, p. 24 f. 
„Etudes sur les courbes à double courbure'*. 
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Derselbe Satz lässt sich auch in folgender Art beweisen: *) 
Es fallen zwei Durchschnittspunkte zusammen, wenn die Durch- 
schnittscurve von M und N die Durchschnittscurve von M und P 
berührt. In diesem Berührungspunkt haben sodann die Tangen- 
tenebenen der drei Flächen eine gerade Linie gemein, d. h. sie 
bestimmen mit einer beliebigen vierten Ebene 

a% + 4%, + ауу + ах, = 0 
einen Punkt. Für den Berührungspunkt verschwinden also die 
Determinanten (a, M,N,P,), deren erste Horizontalreihe die Ele- 
mente ау, «45, ga, a, enthält, während die folgenden von den 
Differentialen der Polynome M, N, P gebildet sind. Die Bedin- 
gung, unter welcher dieses Verschwinden der Determinante für 
einen den drei Flächen gemeinschaftlichen Punkt stattfindet, wird 
offenbar durch Elimination zwischen ihr und den Gleichungen der 
drei Flächen M = 0, N = 0, P == 0 erhalten und die frag- 
liche Resultante enthält die Coefficienten ou, a}, etc. im Grade 
mnp, die Coefficienten von M aber im Grade 
np (m + n + p— 3) + mnp. 

Aber diese Resultante enthält als einen Factor den Ausdruck der 
Bedingung, unter welcher die Ebene аа, + etc. == 0 durch 
einen der Durchschnittspunkte der Flächen M = 0, N= 0, P—0 
hindurchgeht, und diese letztere enthält die Coefficienten ap, a,, etc. 
im Grade mnp und die Coefficienten von M im Grade np. Be- 
seitigt man diesen Factor durch Division, so enthält der Quotient 
die Coefficienten von M im Grade лр (2m + n + p— 4), wie 
oben gezeigt war. ` 

Daraus folgt: Die Enveloppe aller Flächen der Ordnung и, 
deren Coefficienten Functionen т ‘е Grades von drei veränder- 
lichen, durch zwei Gleichungen ле und naien Grades verbundenen 
Parametern sind, ist eine Fläche von der Ordnung 

unp (2m + n + p— 4). 

323. Der Ort der Punkte, deren Polarebenen in 
Bezug auf drei Flächen U = 0, V = 0, V = 0 eine 
gemeinschaftliche Gerade enthalten, ist nach den Be- 
trachtungen des letzten Artikels die durch das Determinantensystem 


*) Vgl, Salmon, „Quarterly Journal‘, Vol. I, p. 339. 
30* 


http://rcin.org.pl 


— 468 — 
AW. ЧЕР УРТ 


T 
LAT Me Ers ч U^ |— o 
No UN. P, | 

bestimmte Curve — wenn wie bisher schon die U,, V,, etc. 


die Differentiale der Polynome U, V, W nach æ, etc. bezeichnen. 
Diese Curve ist nach der vorher gegebenen Entwickelung 
von der Ordnung 
m? «ow? + р? + тп Lan + рт, 
wenn m’, ^», p die respectiven Ordnungen von U,, V}, etc., d.h. 
die Grössen m — 1, etc. bezeichnen. Die Ordnung der ihr ent- 
sprechenden Abwickelungsfläche wird ebenso gefunden 
2 (m' n p — 1) (mp n? t р 4 тп 4 пр + pm) 
— (mn. 4p пр + pm) (m E + p) + aan 
und würde ihre Characteristik vollenden. 
Wenn eine Fläche des Büschels 
aM + bN = 0 die Fläche Р = 0 
berühren soll, so gehórt der Berührungspunkt nothwendig dieser 
Curve an und die Zahl der Flächen des Büschels, welche eine 
Fläche P == 0 berühren, ist daher die Zahl der Schnittpunkte, 
welche diese Fläche mit jener Curve bestimmt, d. h. das pfache 
von der Ordnung dieser Curve. Durch eine der im letzten Arti- 
kel gegebenen analogen Schlussreihe erkennen wir daraus, dass 
die Bedingung, unter welcher zwei Flächen A und N sich be- 
rühren (m = p), die Coefficienten der Gleichung von M im 
Grade 
n (n? + Әти + 3m?) 
oder 
n (n? + 2mn + 3m? — 4n — Sm + 6) 
=n ((n + 2m — 3)? — (m — 1) (m + 2n — 3)} 
=n {2 (m — 1}? + (m +n — CM 
= n ((n — 1) + 2 (n — 1) (n — 1) + 3 (n — 1?) 
enthält; ebenso die der Gleichung von N im Grade 
m (m? + 2mn + 3n? — 4m — 8n + 6) 
=m 1(m T 22 — 3)? — (n — 1) (n + 2m — fl 


*) In einer neuerlichen Mittheilung der Comptes rendus“ (t. LVIII, 
p. 1074), hat Sylvester diese Formel als einen sehr speciellen Fall 
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Und ferner: Die Enveloppe aller Flächen u'e" Ordnung, deren 
Coefficienten Functionen vom Grade m von drei veränderlichen, 
unter sich durch eine Relation sien Grades verbundenen Parame- 
tern sind, ist eine Fläche der Ordnung 

un (n? + 9mn + 3m? — Ап — 8m + 6). 

Wenn also ein Punkt eine Fläche a" Ordnung durchläuft, 
so ist die Enveloppe seiner Polarflächen von der Ordnung (p— m) 
in Bezug auf eine gegebene Fläche p'e" Ordnung eine Fläche der 
Ordnung 

(p—m)n {п? + 2m + 3m? — 4n — 8m + 6), etc. 

324. Wir wollen in der Form von Beispielen hier eine Reihe 
von Ergebnissen vereinigen, die mit den vorigen Untersuchungen 
зөваш шев. 


einer allgemeinen Lehre aufgezeigt, die auch die der Resultanten und 
Discriminanten umfasst. Sind U,, Uz, ..., U; Funetionen von n Ver- 
ünderlichen 2,, 25, ..., v, und gelten die орос 
U,20, U, == 0, ..., Up 8x0, 
90, + 2,00, +... + А00; — 0 
für A als — Grüssen А 


au 
UT E fa +. Е да, + .-<+@ б, 


so T die n Veründerlichen 
(0—14 1 +=» +1 
homogenen Gleichungen zu genügen haben, so muss eine gewisse Func- 
tion ihrer Coefficienten verschwinden, welche zu den Combinanten, d. h, 
einer bestimmten Klasse von Invarianten gehört (vgl. „Vorlesungen“, 
Artikel 157), und die Sylvester die Osculante nennen will. Für 
i = 1 erhält man die Discriminante, für i — n die Resultante; л = 4, 
i — 2 entspringt der gemeinschaftlichen Berührung dreier Flächen in 
einem Punkte (siehe oben) und » — 4, i — 2 der Berührung von zwei 
Flächen. Sind m,, m,,..., m; die Ordnungen der i Funetionen in den 
Veründerlichen, und ist für 
m,—1-J-g, m-—1i-Jmum,...mj—idu; 
H, (ио, Has Héi 
die Summe der Potenzen und homogenen Producte von Ve, Ha, Be, 
во ist @,, der Grad der Osculante in Bezug auf die Coefficienten der 
Function U, durch Formeln bestimmt wie 
1 
туту... m; Lom, бү = Н„_; (шо, из... B) Н, (as Dél ш 
+ 30,3 (ш, dl) Hs ass ss ш) unit 


T (n—t T 1) Duch, 


und die entsprechenden. 
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Beispiel 1. Zwei Flächen U = 0, V = 0 von den respec- 
tiven Ordnungen m und a durchsehneiden sich und man soll 
die Anzahl der Tangenten ihrer Durchschnittscurve be- 
stimmen, welche zugleich Inflexionstangenten der ersten 
Fläche sind. 

Die Inflexionstangenten in irgend einem Punkte der Fläche U = 0 
sind die geraden Erzeugenden der quadratischen Polarfläche dieses Punk- 
Les, jede durch sie gehende Ebene berührt also diese Letztere. Wenn wir 
daher die Bedingung bilden, unter welcher die Tangentenebene der Fläche 
V = 0 die quadratische Polarfläche in Bezug auf U == 0 berührt, welche 
Bedingung die zweiten Differentiale von U im dritten und die ersten Dif- 
ferentiale von H im zweiten Grade enthält (vergl. Band 1, Artikel 75), so 
erhalten wir die Gleichung einer Fläche der (3m + 2n —8)!® Ordnung, 
welche die Durchschnittscurve in den gesuchten Punkten schneidet, deren 
Tangenten Inflexionstangenten von U = 0 sind. Die Zahl dieser Punkte ist 

== mn (3m + 2n — 8), 

Beispiel 2. Man soll die Ordnung der Flüche bestimmen, 
welche durch die Inflexionstangenten der Fläche U — 0 in 
den Punkten ihrer Durchschnittscurve mit einer Fläche 
V — 0 erzeugt wird. ; 

Man hat die а, a», L'y, a^, zwischen den Gleichungen 

U'-—90,-F'z0, 4U'z0, 2fU'—0 (Artikel И) 
zu eliminieren, welche in ihnen vou den respectiven Graden 

m, n, m—1l, m—2; in 2,, X9, Xs, д 
aber von den Graden 0, 0, 1, 2 sind. Das Resultat ist daher vom Grade 
mn (3m — 4). 

Beispiel 3. Man soll die Ordnung der abwickelbaren 
Fläche finden, welche eine Fläche mir Ordnung längs der 
Schnitteurve mit ihrer Hesse'schen Determinantenfläche 
berührt. 

Die Tangentenebenen der Flüche in zwei auf einander folgenden 
Punkten ihrer parabolischen Curve durchschneiden sich nach Artikel 8 in 
einer luflexionstangente. Da nun hier n == 4 (m — 2) ist, so wird die 
Ordnung der durch diese Inflexionstangenten erzeugten Flüche 

= 4m (m—?) (3m — 4). 
Und weil die beiden Iuflexionstangenten in den Punkten der parabolischen 
Curve zusammenfallen, so decken sich auch die beiden Flüchen, die je 
eine durch eine jede von ihnen sonst erzeugt werden; d. h. die eben ge- 
fundene Zahl ist durch 2 zu dividieren, oder die fragliche Ordnung ist 
==?т (m—?) (3m— 4). 

Beispiel 4. Die Characteristik der abwickelbaren Flüche 
zu finden, welche einer Fläche mim Ordnung längs ihres 
ebenen Querschnitts umgeschrieben ist. 


http://rcin.org.pl 


== i 


Der Schnitt der Abwickelungsfläche mit der Ebene des Querschnitts 
ist zusammengesetzt aus dem Schnitt der gegebenen Fläche, d. i. einer 
Curve mier Ordnung, und den Tangenten in ihren 3m (m — 2) Inflexions- 
punkten. Wir finden daher gemäss den Bezeichnungen der Artikel 65 f. 
die Ausdrücke 

u = бт (n—2), v = т (m— 1), r = m (3m—5), 
a — 0, В = 2m (5m — 11), etc. 


Beispiel 5. Man soll die Characteristik der abwickel- 
baren Fläche bestimmen, welche einer Fläche m!" Ordnung 
längs ihres Durchschnitts mit einer Fläche air Ordnung 
umgeschrieben ist. 

Antwort. v = mn (т—.1), а = 0, r= mn (3m + n — 6), 
so dass die übrigen Singularitäten nach Artikel 67 sich ergeben. 


Beispiel 6. Man soll die Characteristik der zweien Flä- 
chen m!“ und n" Ordnung gemeinschaftlich umgeschrie- 
benen abwickelbaren Fläche unter der Voraussetzung be- 
stimmen, dass keine der Flächen vielfache Linien hat. 

Antwort. 
v—mn(m—1) (n—1), «==0, r—mn(m—1)(n—1) (m + n— 3). 

Beispiel 7. Welches sind .die Charactere der Durch- 
schnittscurve zweier abwickelbaren Flächen? 

Die Flächen sind von den respectiven Ordnungen r und z', und da 
jede von ihnen eine Doppel- und Rückkehreurve von den respectiven Ord- 
nungen æ und m, x’ und m’ besitzt, so hat die Durchschniltseurve re- 
spective (ra + а), (rm + zm) wirkliche Doppel- und Rückkehrpunkte. 
Der aus einem beliebigen Punkte des Raumes über der Curve beschriebene 
Kegel hat daher ausser den im Artikel 81 betrachteten noch Doppel- und 
Rückkehrkanten, welche aus jenen entspringen, und die dort gegebenen 
Formeln müssen darnach modificiert werden. 

Wir haben wie dort 

prr, 
aber der Grad der Reciproken dieses Kegels ist 
e=rr (r + г —2) — r (2a + 3m‘) — r (2x + 3m) 
oder nach den Formeln des Artikel 65 
, Q— пт + п". 
In derselben Art findet man 
v= а" + «r + Arr, 

Beispiel 8. Die Bestimmung der Charactere der abwickel- 
baren Fläche, welche durch eine Gerade erzeugt wird, die 
zwei gegebene Curven stets schneidet, ist die der vorigen nach 
dem Gesetze der Reciprocität entsprechende Aufgabe. Man erhält somit 


v= rr, о==гт' + rm, u= br + Вт +3rr. 
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Von den singulären Tangenten der Flächen und ihren 
Berührungspunkten mit denselben. 


325. Die Untersuchung der Tangenten einer Fläche hat ge- 
zeigt, dass jedem Punkte derselben unendlich viele Tangenten 
entsprechen, unter ihnen zwei, welche eine dreipunktige Berüh- 
rung mit ihr bestimmen; dass ferner diese Letzteren für eine 
gewisse Curve in der Fläche, die parabolische Curve, zusammen- 
fallen. 

Und wir haben bereits im Artikel 10 die Klasse von Pro- 
blemen, zu deren Betrachtung wir uns nun von Neuem wenden, 
durch die Aufgabe bezeichnet: Die Ordnung derjenigen Curve zu 
bestimmen, welche in einer Fläche durch die Berührungspunkte 
derjenigen Tangenten gebildet wird, die drei Bedingungen er- 
füllen. 

Diejenigen Fälle des Problems, welche wir betrachten wer- 
den, sind folgende: 

A) Die Curve der Berührungspunkte der Geraden 
zu finden, welche die Fläche in vier auf einan- 
den folgenden Punkten schneiden. 

Wenn eine Gerade die Fläche in einem Punkte dreipunktig, 
d. h. als Inflexionstangente, in einem andern aber einfach berührt, 
so gilt es, ` 

B) die Curve der Punkte zu bestimmen, in welchen 
sie Inflexionstangente und 

C) die Curve der Punkte, in welchen sie einfache 
Tangente ist. 

Dazu tritt 

D) die Curve der Punkte, in welchen die Fläche 
Tangenten besitzt, welche sie ausserdem noch 
in zwei andern Punkten einfach berühren. (Drei- 
fache Tangenten.) 

Mit ihnen sind zugleich die Fragen nach der Ordnung 
der Regelflächen aufgeworfen, a) welche durch die Geraden 
in A), b) welche durch die Geraden in B) und С), und c) welche 
durch die Geraden in D) erzeugt werden. 

Wir beginnen die Untersuchung mit dem Problem A) der 
vierpunktigen Tangenten. Wenn eine gerade Linie die Flüche in 
vier auf einander folgenden Punkten schneiden soll, so müssen 
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im Berührungspunkt gleichzeitig die vier Relationen erfüllt sein 
Us 0, AU. zu PU Е 

Die Tangente desselben muss den durch die drei letzten 
Gleichungen bestimmten Flächen gemeinschaftlich sein. Man kann 
die Bedingung, unter welcher diess möglich ist, durch dieselbe 
Methode aufstellen, welche in der Theorie der algebraischen ebenen 
Curven zur Bestimmung der Inflexionspunkte und der Berührungs- 
punkte der Doppeltangenten führt. . 

326. Wenn die Gleichungen von drei Flächen U, У, W die 
Veränderlichen ү, £}, 23, c, in den respectiven Graden A, A, A" 
und die anderen a^,, £g, a^, a', in den Graden ш, w, ш” ent- 
halten und die A A 4" Durchschnitispunkte dieser Flächen sämmt- 
lich mit dem Punkte (2^,, &',, £z, 27 d zusammenfallen, so fra- 
gen wir nach der ferneren- Bedingung, welche erfüllt sein muss, 
damit sie eine gerade Linie gemeinschaftlich enthalten. In die- 
sem Falle muss offenbar eine beliebige Ebene 

gu + а,х, + аа + aa, = 0 
stets einen Punkt mit den drei Flächen gemeinschaftlich haben, 
nämlich denjenigen, in welchem sie jene Gerade durchschneidet, 
und die Resultante der Elimination zwischen U, V, W und der 
Gleichung der Ebene muss daher verschwinden. Diese Resultante 
ist aber vom Grade 422" in а, a,, аз, a, und vom Grade 
Ku + ААШ + Аа" dn a, a, Ж, Zu 

Da sie gebildet wird, indem man nach einander die Coordinaten 
der Durchschnittspunkte von U, E. W in die lineare Gleichung 
einsetzt und die Substitutionsresultate mit einander multiplieiert, 
so muss sie von der Form 


D. (ажр а, + ах, + aux 
sein. Von den beiden Factoren derselben ist aber die Bedingung 
ах, + a, + ag, + aux = 0 
nur der Ausdruck des Umstandes, dass die willkürliche Ebene 
durch den Punkt (z^, &,, 2, 2 d gehe, weil sie dann einen 
den drei Flächen gemeinschaftlichen Punkt enthält, ob diese nun 
eine gerade Linie gemein haben oder nicht; sie ist also der 
Frage fremd. Die Bedingung, unter welcher jene Flächen eine 
gerade Linie gemein haben, ist also 
M =10 
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und ist somit von dem Grade 
ЖУ ч Wah N — d. 

In unserem Falle also, wo den Ausdrücken der Polynome 

AU’, A4*U', 4 U' entsprechend 

4e], je VER 

pre Beni KE Senge e 
ist, ergiebt sich für den Grad von 77 die Zahl 
11» — 24, 

d. h. die Berührungspunkte der Geraden, welche die 
Flàche in vier auf einander folgenden Punkten schnei- 
den, oder wie man sie nennen mag, der Doppel-In- 
flexionstangenten, liegen in dem Durchschnitt der 
Fläche mit einer derivierten Fläche S von der Ord- 
nung (11n — 24).*) (Vergl. oben p. 434, 435.) 

327. Die Ausführung der bezeichneten Elimination 
kann erreicht werden, indem wir die Coordinaten der beiden 
Punkte bestimmen, in denen die willkürliche Ebene, die Tangen- 
tenebene 4U’ == ( und die quadratische Polarflàche 4?U’ == 0 
sich schneiden; diese Coordinaten nach einander in A°U’ substi- 
Quieren und das Product der Substitutionsresultate bilden. Wir 
werden die Coordinaten des Berührungspunktes mil £4, £}, 23, Typ 
die laufenden Coordinaten mit y,, Ya» Уз, y, bezeichnen und den 
schon gebrauchten Differentialsymbolen die damit verständlichen 
Uiz» Шуу, etc., die Letztern für die dritten Differentiale, hinzu- 
fügen. Durch jede der Durchschnittslinien von ДЇ” — 0 und 
A^ U'.— 0 können wir eine Ebene legen, d.i. bei entsprechen- 
der Bestimmung von 4, tz, fa, t4 kann man in unendlich vielen 


*) Dieser Satz ward zuerst vom Verfasser im Jahre 1849 im ,,Cam- 
bridge and Dublin Math. Journ.“ (Vol. IV, p. 260) gegeben. Er ent- 
wickelte sodann im „Quarterly Journal of Math.“, Vol. I, p. 336, die 
Gleichung von S in einer unvollkommenen und in „Philosoph. Trans- 
actions“, 1860, p. 239 in einer schicklicheren Form. Statt dieser Unter- 
suchung theilen wir im Texte die schöne, auch für die Behandlung an- 
derer Probleme lehrreiche Durchführung der geforderten Elimination 
mit, welche A. Clebsch im LVIII. Bande des „Journal f. Math.“ p. 
93—108 gegeben hat. Wir verbinden damit weiterhin die wichtigen 
Ergünzungen, welche in der gleichnamigen Abhandlung im LXIII. Bande 
desselben Journals (p. 14 f.) von ihm hinzugefügt wurden, 
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Arten eine identisch erfüllte Gleichung bilden, wie folgt 
20 + (loy, + ys + вуз + y) AU’ 
= (руу HPY РУз” PAVA) (191 + 0295 F 4303 + ФУ)... А). 
Wir setzen voraus, dass diese Transformation vollzogen sei, 
haben aber nicht nóthig, die wirklichen Werthe der / zu bestim- 
men, da sich findet, dass diese Grössen aus dem Ergebniss ver- 
schwinden. 
Ist die willkürliche Ebene durch 
суу + суу» + Уз + су, = 0 
dargestellt, so sind offenbar die Coordinaten der Durchschnitts- 
punkte der willkürlichen Ebene, der Tangentenebene 
Шу, + UY + Шу, + Ду = 0 
und der Fläche 


TU = 0 
durch die vier Determinanten der beiden Systeme 
la» Cz, 8, с, Ge а: ee 
Us. +U, U UV]. EE ШАА 
"Di, Dn, Рз, Di d» Bas I» 4, 


bestimmt. Wir haben nun diese Coordinaten in die Form AU’ 
einzusetzen, welche wir in der symbolischen Gestalt 
(ау, + aya + ауз + ау) 
schreiben können, wenn die а, a,, etc. die Symbole 
d d 
a 
bezeichnen, so dass wir nach der Entwickelung für irgend ein 
Glied а а,азуу ууз das Product Uisg y, Maia, etc., zu substituie- 
ren haben. 
Es ergiebt sich daraus, dass das Resultat der Substitution 
. der Coordinaten des ersten Punktes in 20” als die dritte Potenz 
der symbolischen Determinante 
Za, c, Up, 
dargestellt werden kann, wenn nach der Potenzierung für die 
Potenzen der « in der eben angeführten Weise dritte Differential- 
quotienten eingesetzt werden, nàmlich 
dU 


für ааа das Differential х О кт == dada, da, 
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In derselben Weise bezeichnen wir das Resultat der Substi- 

tution der Coordinaten des zweiten Schnittpunktes durch 
(Eb; e, 0,4)", 

wo b, ein in derselben Weise wie а, gebrauchtes Symbol ist.*) 
Dann kann die fragliche Resultante in der Form 

(Za, c, Uz ру)? (Eb; c, 034) = 0 
geschrieben werden. Man kann diess Ergebniss in mehr symme- 
trischer Gestalt schreiben 
(2а, с, Орд)? (Ehe 09)? + (Ebi 0, U, p, (Хае, Оз) = 0; 
denn da die Grössen а und p nach der Entwickelung durch Dif- 
ferentiale ersetzt werden, so ist es gleichgültig, ob das ursprüng- 
lich gebrauchte Zeichen « oder 5 war und die linke Seite des 
letzten symmetrischen Ausdrucks ist somit nichts Anderes als das 
Doppelte der linken Seite des Vorigen. 

Wir haben die Entwickelung zu bilden und sie von den noch 
unbekannten Grössen p und g mittelst der Gleichung А) zu be- 
freien. 

328. Wir setzen 
Е = (Za, c, U,p,) (Zb,0,U,g,), 6 = (Zh, e, U,p,) (Хас, Dag, 
so dass die Resultante durch 

Pi + 6° = 0 oder (F + GP — 3FG (Р 4- 6) = 0 
dargestellt wird, und untersuchen nun getrennt (F + G) und FG, 
um die p und g zu entfernen. Da die Factoren von F und G 
in Bezug auf die p und g linear sind, so würde die Trennung 
dieser Gróssen in denselben ihnen die Form 


F == (түр, + тър + туру + тр) (nq, + nag 1595 + пф), 
G = (ny py + пр, + ny py + np) (m gi + magat msgs + т) 
geben, in welcher die Coefficienten m und л aus den Werthen 
von F und G zu entnehmen sind, so dass z. B. 

m, = Zac, Uz, n, = Zb с, U, 
ist. Daraus folgt, dass der Coefficient von einem Gliede m;n; in 


*) Wir benutzen für die Symbole , ete. in beiden Determinanten 


verschiedene Zeichen, um das scheinbare Auftreten sechster Potenzen 
von а, d, h. sechster Differentiale zu vermeiden. Die hier gebrauchte 
Methode ist im Wesentlichen mit Cayley's ,,Rechnung mit Hyperdeter- 
minanten'* (vergl. ,,Vorlesungen*', p. 163—192) identisch. 
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der Entwickelung von (F 4- G) 
= pid; + ру 
ist, so dass wir schreiben können 
F + G = ZZmin (piq; + Dig), 

wo die Summe sich über alle Werthe erstreckt, welche den Coef- 
ficienten 1 bis 4 entspringen. > 

Aus der Vergleichung der Coefficienten in der Gleichung A) 
folgt aber | 
pigj + pjgi = 20, (GU; + tU), 

F 4+ 6 = 2ZZminjU;; + 5®т{п, (60; + t; Ui). 

Wenn man sodann für jedes Glied von der Form (nid; + pigi) 
den Ausdruck (t; U; + t; U;) substituiert, so ist das Resultat ofen- 
bar dasselbe, als wenn in F und 6 die Grössen p und g mit 
| und U vertauscht werden. Durch die Vertauschung der g mit 
den U verschwinden aber die Determinanten Za, c, U5 q,, 20, 0,039, 
weil sie dadurch zwei identische Reihen enthalten; es verschwin- 
det somit in (F + 6) die letzte Reihe der Glieder und man 
erhält 


also 


$ (F + 6) = E Zment: Dr 

was in Erinnerung der Werthe von m; uud »; in der Determi- 
nantenform 

| Du, Ug, Ugs Шу, a, сү, Du 

| Ол, Urm, Оз, Dau, a, с, U, 

Du, Das, Оз, Du, а, е, Da 

— |U, Up, Ug, Hu, gu с, U 

bh, 0, 5, 6,5, 0, 0, 0 

би» 65, De 064, 0, 0, 0 

Uu, U, Da, Uu,0,0, 0 


geschrieben werden kann. Denn da diese Determinante aus jeder 
der letzten drei Horizontal- und Verticalreihen enthält, so ist sie 
vom ersten Grade in Du, etc. und der Coefficient irgend eines 
Gliedes U,, ist 
— (Zac, U, Zh, c,U, + Хас, Uz Eb, 05 U,) 
oder 
— (mın, + m,n). 

In der eben geschriebenen Determinante ist die Matrix der 

Hesse'schen Determinante mit den verticalen und horizontalen 
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Elementenreihen der а, c, U; b, e, U verbunden, man kann 
sagen gesäumt. Da wir solche Determinanten noch oft benutzen 
werden, so scheint es zweckmässig, eine Abkürzung für sie ein- 
zuführen, und wir wollen durch solche das eben gewonnene Re- 
sultat in der Form 


а, C, 
F + e= — 2 (6 e d 
darstellen. 


329. In gleicher Art kann die Grösse FG transformiert wer- 
den. Sie ist das Product von 
(түрү + mp, + Se + туру) (mg, + mig, + ту; + түф) 
und 
(py + mp, + S + тщр) (nd, + 9 + ng + ng). 
Wenn man das erste dieser Producte entwickelt und für 
jedes (2,95 + рь) seinen aus der Gleichung A) abgeleiteten 
Werth einsetzt, so ergiebt sich wie vorher, dass die Glieder 
sämmtlich verschwinden, welche 4 enthalten, so dass das Resultat 


durch 
ZZXmin; Ui 


[^ с, U 

d; 0, v) 

dargestellt íst, d. h. durch eine Determinante, welche aus der 
Невве'зсһеп durch Hinzufügung der nämlichen horizontalen und 
verticalen Elementenreihen hervorgeht. Die Transformation des 
zweiten Products giebt ein ganz analoges Resultat und wir finden 
so, dass die Gleichung 


(F + 60° —3FG (Е + 6) = 0 
(F + б) ((F + 6) — 3FG} = 


О 


übergeht. Es bleibt übrig, diesen R Ausdruck so 
umzuformen, dass er die c in einem dem Ganzen gemeinsamen 
Factor (сух, + 05% + сул, + сүл) enthält. Wir werden dabei 
an Stelle der Aggregate 

(ax; + ay, + ах; + аку, bar +...), (eg +...) 
die Buchstaben a, b, с verwenden. 


oder wie vorher durch 


oder 
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330. Der Anblick der durch 


E i A 
» с, 
bezeichneten Determinante des Artikel 328 zeigt, dass nach den 
Relationen 

Dun + Ша, + Dap + Ut, == (n— 1) V, ete. 
eine Reduction derselben dadurch móglich ist, dass man die er- 
sten vier Reihen respective mit 2, &, 23, 2, multipliciert und 
die Summen der Producte von den entsprechenden mit (n — 1) 


multiplicierten Elementen der letzten Reihe abzieht; man erhält 


dadurch 

Du, Da, Ug, Uu, а, €, 0 
Uns Un, Us, Оц, а, €, 0 
Du, Uy, Ug, Ug, аз, 6$, 0 
Uu, Ug, Ug, Uy, а, €, 0, 
Dios 0 бок ДВ 
ta PNE бегу. Du чу б, Ой 


0 D 0 , 0 , 0 ham — 5 0 


welches durch theilweise Entwickelung giebt А 
О) ORRIO) 
=? le н с (1) (8) + (i Ir 


wenn nàmlich (2) die Determinante bezeichnet, welche durch 


^ mod 
(n—1)* 


Verbindung der Matrix der Hesse'schen Determinante mit einer 
Verticalreihe der a und einer Horizontalreihe der b entsteht, etc. 
In der nàmlichen Weise erhalten wir 


дее Q- vete CA 
Gerede 


Zur Vereinfachung dieser Ausdrücke behufs der Substitutio- 
nen bei den a setzen wir 
d; = cbi — be;, 
so dass also ў 
d = ах, + dv, + ах; + dëi 
wird, und erhalten dann 
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somit aber 


Cl р Ch 
KD ele те КИРАДИ) 


so dass die am Ende des Artikel 239 gegebene Gleichung der 
Fläche sich: in die Form 


e) - D R60 =) 
ce 0--0«s)l-« 


überführt. j 
331. Auf Grund.dieser Form kónnen wir zur Entwickelung 

schreiten und für jedes Glied a,a,a,, etc. derselben den ent- 

sprechenden Differentialquotienten substituieren. Dann ist zuerst 

offenbar, dass | 

a? = n (n— 1) (n—2) U= 0, «a, = (1—1) (1—2) U,, etc. 


ist, also 
e () = à-n (9), 


Aber hier ist die letzte Determinante wie in vielen ähnlichen 
Fällen dadurch reducierbar, dass man die Producte der Elemente 
der vier ersten Reihen mit z,, a5, &,, c, von denen der fünften 
Reihe subtrahiert; so erhalten wir 

a? (£) = — (n—2) Hc. 


с 
Ferner ist nach dem Artikel 161 der „Vorlesungen“ 


a aH 
(5) = — 5 dU, аһа», 
so dass wir haben 
а (©) = — (п—2) > В... Um = — 4 (n—2) Н. 
а аб TS ч 
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Endlich ist а (5) (©) zu berechnen. Bezeichnen wir mit 


Hmn die durch Unterdrückung der Horizontal - und Verlicalreihe - 
des Elements U,, aus der Hesse schen Determinante entsprin- 
gende Minordeterminante, so erkennt man leicht, dass 


Р () (2) = — (n—2) ХН, Hng UmnCpdz 


ist, wenn in der Summe die Zahlen m, n, р, g alle möglichen 
Werthe von 1 bis 4 empfangen. Aber nach dem Artikel 19 
der „Vorlesungen“ ist 

Hop Ang = Ban Bag — H Ge 
dU, 

so dass durch Substitution dieses Werthes und in Erinnerung, 


dass 
f ZH Un = AN 


GIE 


erhalten wird. Indem man die so gewonnenen Substitutionen 
vollzieht, erhàlt man 


C= = e Q) *se-m л (a) () 


= 3 (n — 2) Héd (5). 
(0) - «09 {е C) - 2 C) + e Qj 
ef ан) аат) 


Indem man die Bedeutung der Symbole d,, ete. betrachtet, 
sieht man, dass d oder da, + dap: + daa + dx, identisch 
verschwindet; wenn man also in die zu reducierende Gleichung 
die eben erhaltenen Werthe einsetzt, so wird sie durch c? theil- 
. bar und kommt dadurch auf die Form 


0) 73000) 77 


332. Um diese Form weiter zu vereinfachen, setzen wir für 
d seinen Werth ein, wodurch sie wird 
Salmon, Anal. Geom, d. Raumes, Il, 31 
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== 482 — 
b cy? a b c 
ale (.) er CH S. 3 (£) fe NM Ke? CH 
, fÈ b 5 (©) m 
(e (0) -:« 0 + > QJ 
Diess ist aber genau die nämliche Form, welche im letzten 
Artikel reduciert worden ist, mit dem einzigen Unterschiede, dass 


b an Stelle von « und « an Stelle von d steht. Wir kónnen da- 
her auf Grund desselben Verfahrens schreiben 


e) Oy 
a fe O sara Il = sa-a me (Y), 


während der noch übrige Theil der Gleichung 


er а bN Ch E : () DET RAT (©) 
Ev (£) fo (^) (^) + 4@—) ла (©) — (а—э) Se Cl 
wird. In beiden Ausdrücken können endlich die letzten Glieder 
mit Hilfe des Artikels 331 auf 

secans () 
reduciert werden. Subtrahieren wir dann, so erhalten wir nach 


Division durch c? allen das von- der Frage fremden Factoren be- 
freite Endresultat in der symbolischen Form 


(0) 80-50 @)=* 


333. Es bleibt übrig nachzuweisen, wie dasselbe in der ge- 
wöhnlichen Bezeichnungsweise dargestellt werden kann. Dazu 
transformieren wir es durch die bekannte Identität (vergl. „Vor- 
lesungen“, Artikel 19) 


zu eia QU 
CO OO (0) (0) = 


Hier drückt nun (^) (©) () die früher im Artikel 301 


mit © bezeichnete Covariante aus; denn wenn Hmn dieselbe Be- 
deutung behält wie vorher, so kann die Entwickelung des sym- 
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bolischen Ausdrucks durch А 
ZH, Hy, H. Usar Ораз 
dargestellt werden, wo jeder der Indices alle die Werthe von 


1 bis 4 zu erhalten hat. Nun ist der Differentialquotient von 77 
in Bezug auf v, 


dH 
@х. == XH, Umr, 
Kä 
so dass 
dH dH 
Ө = rs dz, dz; 


ist, d. h. in abweichender Bezeichnung dasselbe, was im Artikel 
301 durch Ө bezeichnet ward. 
Die Covariante S ist daher auf die Form 


Ө — 4H® 
reduciert, in welcher 


b a,b 
SS (1) (ч d = E Hos Hy, rs Umpg Unrs 


ist, wenn wir mit ра eine zweite Minordeterminante bezeich- 
nen, die aus der Matrix der Hesse’schen Determinante durch 
Unterdrückung von zwei Columnen hervorgeht. 

In ihr ist © vom Grade (11n — 24) und Ф vom Grade 


5(n—2) + (2n — 3) = 7n — 16. 
Für die Oberflächen dritter Ordnung reduciert sich ® auf 


die einfachere Form 
ZH Н 


PP dr, 


РА 


wie vorher erwähnt ist. 

Wir fügen die Bemerkung von Cayley hinzu, dass die 
Gleichung der Fläche S ganz in derselben Weise die Transfor. 
mation der im Artikel 186 gegebenen allgemeinen Gleichuug ist, 
welche für jeden Punkt einer Regellläche erfüllt ist, wie die 
Gleichung der Hesse schen Determinantenflàche als Transforma- 
tion der Differentialgleichung der developpabeln Flächen 

rt— s = 0 

im Artikel 194 nachgewiesen worden ist. 

334. Die Oberfläche S — 0 berührt die Hesse'sche 
Determinantenflàche H == 0 längs einer Curve. 

31* 
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Für den Schnitt mit Н == 0 reduciert sich die Gleichung 

von S auf 

Ө = 0 
und man hat zu zeigen, dass diese Fläche die Fläche 7 — 0 
berührt. 

Nun wird Ө gebildet, indem man die Matrix der Hesse’- 
schen Determinante mit horizontalen und verticalen Elementen- 
reihen aus den Differentialen der Hesse schen Determinante er- 
weitert, d. h. Ө — 0 ist dem symbolischen Ausdruck 


Q-« 


üquivalent. Da nun nach einer mehrfach benutzten identischen 


Gleichung ж (е m SS H (‘) K Kei 


ist, für ein willkürliches е, so berührt Ө — 0 die Fläche H = 0 
längs ihres Durchschnitts mit der Fläche 


RÉI 


welche von der Ordnung (7 » — 15) ist. Somit berührt die Fläche 
S == 0 die Fläche H == 0 und durch die Berührungscurve gehen 
unendlich viele Flächen der Ordnung (7» — 15). 
335. Die Schnittpunkte dieser Curve mit der Flüche U — 0 
sind bemerkenswerth. Sie sind zuerst die Punkte der Curve 
$20, 0 = 0, 
in denen beide Haupt- oder Inflexionstangenten zusammenfallen, 
da diese Eigenschaft allen Schnittpunkten von Н = 0, U — 0 
zukommt. 
Sie sind aber zugleich die einzigen Punkte, in welchen die 
parabolische Curve 
ZS ss, Ut 
eine Curve der Haupttangenten, d. h. eine Krümmungslinie be- 
rühren kann. Für solche Punkte sind nàmlich die Gleichungen 
ZU;dv; = 0, AZU4dx;da, — 0, Х,а; — 9, 
die Gleichungen der Haupttangenten, zugleich mit 
ан = H dx, + Н, + Нах + Нах, 
zu erfüllen, so dass durch die Elimination der dx die Bedingung 
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Dun, Dua, Du, Оц, A, Up k 

Uns Un, Us, Ux, H, U, k 

Ом, Оз, Uy, Uy, Ну, Uz, ky 

Uns Ug, Оз, Оа, Н, Up &| = 0 

D SE CEP AA: NEP R УГ 

Un cav ES О ТӨС LL 

A S AE ЕЛЫ CMT у D 
sich ergiebt, die man mit Hilfe von 

(n —1) 0; = Dap + Usa, + Uic, + Uax, 

reducieren kann, so dass sie wegen H = 0 

0 = Ө (Ke, + а + Кул, + Күлү)? 
liefert. Die Schnittpunkte von 

d mm gro Us, = 0 
sind also die einzigen Punkte dieser Art. Man hat also den Satz: 
Die Curve der parabolischen oder Wendepunkte der 
Flàche berührt die Curve der Berührungspunkte vier- 
punktiger Tangenten überall, wosieihr begegnet und 
zwar in 2n (n—2) (11n — 24) verschiedenen Punkten; 
nämlich in der Hälfte der Zahl der Schnittpunkte von 
Uz0, Ө = (0), 8 = 0. 
Durch diese Punkte lassen sich unzählig viele 


Flächen (7) der Ordnung (7n — 15) legen, welche die 


Curve der Wendepunkte noch in 

4n (n—2) (7n—15) — 2n (n —2) (11n— 24) = 6n (n—2) 

und die Curve der vierpunktigen Berührungen hoch in 

n (7n —15) (11n— 24) — 2n (n—2) (11» — 24) 
= п (5п—11) (11n— 24) 

andern Punkten schneiden. In diesen Punktesystemen wird 
jede der beiden Curven durch andere Curven berührt, welche 
sie ausserdem nicht mehr schneiden, nämlich die Curve der 
Wendepunkte durch den Schnitt von U == 0 und der Oberfläche 
З (n— 2) Ordnung (5 — () und die Curve der vierpunktigen 
Berührungen durch den Schnitt von U == 0 mit der Fläche 


(10n — 22)" Ordnung Je == 0. Daraus folgt sodann, da jede 
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etwa in der Fläche U — () gelegene Gerade zugleich der Fläche 
S == 0 angehört und mit der Fläche H — 0 Punkte in der Zahl 
4 (n — 2) gemein hat, der Satz: Wenn eine Fläche eine gerade 
Linie enthält, so ist diese eine 2 (n—2) fache Tangente 
der parabolischen Curve. (Vergl. Artikel 26.) 

Und eine Oberfläche mier Ordnung kann im Allge- 
meinen nicht mehr als л (112 —24) Gerade enthalten, 
da die Zahl der Berührungspunkte mit der parabolischen Curve 
nicht 2n (n—2) (115—924) übersteigen kann. 

Für die Fläche dritter Ordnung ist S von der Ordnung neun, 
die Curve der vierpunktigen Berührungen zerfällt in Gerade und 
die Zahl derselben ist sieben und zwanzig. Sie berühren die 
parabolische Curve іп 2» (n—2) (11n —24) — 54 Punkten, den 
Asymptotenpunkten nach Steiner's Benennung oder den 
Doppelpunkten der in jener Geraden gelegenen Involutionssysteme. 
(Artikel 290.) 

336. Die Gleichung der Fläche, welche durch die vier- 
punktigen oder Doppelinflexionstangenten erzeugt wird, 
erhält man durch die Elimination von a, a^, £g, a^, zwischen 
den Gleichungen 


HI —0, 4U = 0, 20 zs D, DT ss 0: 
die Resultante ist nach der gewóhnlichen Regel vom Grade 


n (n—2) (n—3) + 2n (n— 1) (n—3) + 32 (n—1) (n —2) 
== 6n? — 22n* + 18n. 

Nun characterisiert diess Ergebniss offenbar den Ort der 
Punkte, deren erste, zweite und dritte Polarflächen sich in der 
Fläche selbst durchschneiden und enthält somit die Fläche U 
selbst sechsfach, da für jeden Punkt der letztern die drei ersten 
Polaren sich in sechs in ihr gelegenen Punkten durchschneiden. 

Denken wir also die Eliminationsresultante 

== UM, 
so ist M vom Grade 
2n (n —3) (381—2). 

Die betrachtete Fläche ist eine Regellläche und ihre Ordnung 
daher gleich der Zahl von Erzeugenden, welche eine willkürlich 
angenommene Gerade durchschneiden. Man kann also durch 
eine gegebene Gerade im Allgemeinen 22 (n — 3) Зл — 2) 
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gerade Linien legen, welche eine gegebene Fläche 
n'r Ordnung vierpunktig berühren. 

337. Wir können in analoger Weise das Problem B) von der 
Aufsuchung derjenigen Tangenten untersuchen, welche in 
einem Punkte dreipunktig und zugleich in einem an- 
dern einfach berühren. 

Für den Berührungspuukt einer Inflexionstangente gelten die 
drei Gleichungen 

0" = 0, AUT st, ZU’ ss 0; 
und wenn dieselbe die Fläche fernerhin berühren soll, so muss 
ausserdem 
W'--—o0 

sein, wenn И” die Discriminante der Gleichung vom (n — 3) 'e" 
Grade in A: bezeichnet, welche nach dem Verschwinden der 
drei ersten Glieder von der Fundamentalgleichung des Artikel 11 
und 320 übrig bleibt. Für IT sind also 

M = (п + 3) (3—4), в” = (n—3) (n — 4), 
und da wie im letzten Artikel 

А == 1, ==л—1; А = 2, wW-n—929 
sind, so erhalten wir den Grad von П 

2 (n—3) (n— 4) + (n—2) (n + 3) (n—4) 

+ 2 (n—1) (n + 3) (n—4) — 2 (n + 3) (n—4); 
die Ordnung der Fläche, welche durch die Punkte B) 
geht, ist somit 

= (n— 4) (3n? + 5n — 24). 

Die Gleichung der Fläche, welche durch die Linien b) erzeugt 
wird, die an der einen Stelle Inflexionstangenten und überdiess 
an einer zweiten einfache Tangenten sind, wird gebildet, indem 
man die 2, a^,, a^,, a^, zwischen den vier Gleichungen 

0" sai А 0, А080 ses. W':0 
eliminiert; und aus dem, was eben über den Grad der Veränder- 
lichen in jeder dieser Gleichungen gesagt worden ist, ergiebt sich 
der Grad der Resultante 

= n (1—2) (п— 3) (1—4) + 2n (1—1) (n —3) (n — 4) 

+ n (n—1) (n — 2) (n + 3) (n — 4) 
= n (n— 4) (n? + Зл? — 20n + 18). 
Man erkennt aber wie im letzten Artikel, dass diese Resul- 
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tante die Form U in der Potenz 2 (n + 3) (n — 4) als Factor 
enthalten muss, und erhält nach Ausscheidung desselben die Ord- 
nung der Fläche b) 

= n(n—3) (n—4) (n? + 6n — 4). 

338. Damit eine Tangente im Punkte (x4, a^, a^, , 2) 
an einer andern Stelle eine Inflexionstangente werde, 
ist nöthig, dass 

AU = 0 
sei — eine Gleichung, für welche 4 = 1, u = n-— 1 ist — 
und dass überdiess das System der zwei Bedingungen erfüllt sei, 
welchen genügt sein muss, damit die Gleichung (n—2)'*^ Grades 
in A: ш, die nach dem Verschwinden der zwei ersten Glieder aus 
der Fundamentalgleichung hervorgeht, drei gleiche Wurzeln habe. 
Wenn dann A, w; A", w” die Grade bezeichnen, in welchen diese 
zwei Bedingungsgleichungen die Variabeln enthalten, so wird die 
Ordnung der durch die Punkte C) gehenden Fläche 
= Уа” ky + (n—2) XA". (Vergl. Artikel 326.) 
Nach Artikel 319 sind aber 
К" = (n—4) (n? +n + 6), 
Ун” +w = (n—2) (n—4) (n—6). 
Die Ordnung der Fläche C ist daher 
= (n—2) (3—4) (# + 2n + 12). 

339. Der Ort der Berührungspunkte der dreifachen 
Tangenten wird in derselben Art untersucht, indem wir nur 
statt der Bedingungen für die Gleichheit dreier Wurzeln in der 
eben betrachteten Gleichung die andern Bedingungen zu benutzen 
haben, unter welchen dieselbe zwei verschiedene Paare von glei- 
chen Wurzeln besitzt, Es ist im Artikel 319 bewiesen worden, 
dass für dieses System von Bedingungen 

МА = 4 (п — 4) (n—5) (n? -- 3» +6), 
Vu" + Mu = (n—2) (n—4) (n—5) (n + 3) 
ist. Daher wird die Ordnung der Fläche, welche die Punkte D) 
bestimmen, | 
= j(n—2)(n—4)(n—5) (n? + 5n + 12). 

Um die Gleichung der durch die dreifachen Tan- 
genten erzeugten Regelfläche zu finden, haben wir die 
Grössen a^, a^, a/4, a', zwischen den beiden gedachten Be- 


http://rcin.org.pl 


— 489 — 


dinguugsgleichungen und den Gleichungen 
Ө PE D. = 
zu eliminieren. Da die Ordnung des Resultats 
= nuu" + n(n—1) Qu^ + CH 
ist und dasselbe den Factor 
pi 
enthält, so dass von der vorigen Zahl die Zahl n4'4" abzuziehen 
ist, um die Ordnung der Fläche c) zu finden, so erhalten wir 
durch Substitution der obigen Werthe für АА”, Au” + Zu, und 
weil 
ши" = $ (n—2) (n—3) (n—4) (n—5) 
ist, jene Ordnung von c) 
= n (n—3) (n—4) (n—5) (п + 3n — 2), 
welche Zahl wohl durch drei zu dividieren sein mag.*) 

340. Es bleibt übrig, eine andere Gruppe von Problemen 
zu untersuchen; man kann kurz sagen, die Probleme von der 
Bestimmung der Anzahl der Tangenten einer Fläche, 
welche vier Bedingungen genügen. 

Wir zählen sie auf. Man soll bestimmen 

die Zahl der Punkte « der Fläche, in denen eine 
fünfpunktige Berührung möglich ist; 

die Zahl der Punkte В, in welchen beide Inflexions- 
tangenten vierpunktige Tangenten der Fläche sind; 

die Zahl der Punkte y in der Curve vierpunktiger 
Berührungen, deren Doppelinflexionstangente zu- 
gleich an einer andern Stelle eine einfache Tangente 
ist; 

die Zahl der Geraden 9, welche an zwei verschie- 
denen Punkten Inflexionstangenten sind; 

die Zahl der Geraden e, welche an einer Stelle als 
Inflexionstangenten oder dreipunktig und an zwei an- 
dern Stellen einfach berühren; 

die Zahl der Geraden E welche an vier verschie- 
denen Stellen einfach berühren. 


*) Alle diese Ergebnisse sind in der angeführten Abhandlung 
„Quarterly Journal of Mathem.‘“, Vol. I entwickelt. 
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341. Zur Auflósung dieser Probleme bieten wir die folgen- 
den Ergebnisse und Betrachtungen. Zuerst: 

Es giebt in der Curve S == 0, U = 0 Punkte e, in denen 
eine fünfpunktige Berührung möglich ist. Für dieselben müssen 
die Durchschnittspunkte von 

AU = О 23 ==) 
und einer willkürlichen Ebene zugleich den Bedingungen 

AU =.0, 490 = 0 
genügen. Die vorher verwendete Methode der Elimination kann 
auch auf diess Problem angewendet werden und hat zur Ausschei- 
dung des Factors cë aus dem Resultat. geführt,*) während jedoch 
der erhaltene Ausdruck die c noch im zweiten Grade enthält. 
Da derselbe vom Grade (142 — 30) in den Veränderlichen ist, 
so schliesst man, dass durch diese Punkte — wir wollen sie als 
die Punkte œ bezeichnen — unendlich viele Flächen von der 
Ordnung (14» — 30) gelegt werden kónnen und dass die An- 
zahl solcher Punkte « nicht grósser sein kann als 

n (11n — 24) (14n — 30). 

Es scheint nicht móglich, dieselben als vollstándige Schnitt- 
punktesysteme dreier Flächen darzustellen. 2 

Andererseits ist offenbar, dass eine solche Linie fünfpunkti- 
ger Berührung die Fläche S == 0 berühren muss, weil sowohl 
im ersten als im zweiten der fünf unendlich nahe benachbarten 
Punkte eine Linie vierpunktiger Berührung gezogen werden kann. 
Nennen wir « die Zahl solcher Punkte, so sind sie also solche 
Punkte der Curve 

U= 0, 8 = 0, 
in denen die Tangente dieser Curve mit einer der Inllexionstan- 
genten von U == (0 zusammenfálll, Nach dem Beispiel 1) des 
Artikel 324 liegen diese Punkte also in einer derivierten Fläche 
von der Ordnung 
(35 + 2 (11n—24) — 8} = 25n — 56. 

In derselben Fläche liegen aber auch die Punkte 8; denn 
sie sind Doppelpunkte der Curve U — S == 0, d. h. Punkte, 
in welchen diese Flächen einander berühren; in diesen Punkten 
geht daher auch die Tangentenebene von S — 0 durch eine 


*) Vergl. a. a. O. p. 106. 
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Inllexionstangente von U — 0. Man erhält damit eine Gleichung 
«+ 18 = n (11n — 24) (25n — 56), 

in welcher д ein numerischer Factor ist, der gleich 2 sein mag, 

möglicherweise aber auch grösser sein kann. 

Zur Bestimmung der Zahl der Punkte 8. werden wir sogleich 
übergehen. Wir bemerken nur noch, dass die Zahlen der Punkte“ 
e und у beide in der Zahl der Durchschnittspunkte der Flächen 

0=0, 8-0, Т= 0 
enthalten sein müssen, von denen die Letztere den Ort der 
Punkte B) (Artikel 337) bezeichnet. Und wenn wir die Punkte 
suchen , in denen die Tangente der Durchschnittscurve der Flüchen 
Te 0, Tz 
eine Inflexionstangente von U ist, so enthält die Anzahl derselben 
die der Punkte y, д, e und es ist zu beachten, dass die Punkte 
e Doppelpunkte, die Punkte à stationäre Punkte der Curve 
U—0, T—0 
sind. Solche Relationen sind nicht hinreichend, um die Zahl 
der Punkte zu bestimmen, die den verschiedenen Problemen ent- 
sprechen. 

342. Aber in der That lässt sich, wie A. Clebsch gezeigt 

hat,*) die Zahl 8 der Doppelpunkte der Curve 
U ==, Rss" 
streng bestimmen und damit fester Fuss zur Lösung dieser Pro- 
bleme fassen. 

Auch diese Entwickelung nimmt ihren Ausgang von dersel- 
ben Fundamentalgleichung des Artikel 11, die hier schon immer 
benutzt ward. 

Betrachtet man wie vorher 

St ze Av: erh uU 
als Gleichungen von Flächen, deren laufende Coordinaten die y 
sind, so müssen diese zwei Gerade mit einander gemein haben, 
d. h. die zwei Geraden, in welchen die Tangentenebene die Polar- 
lláclie zweiten Grades schneidet, müssen in der Polarflàche drit- 
ten Grades liegen. Darnach muss man stets solche Functionen 
4 und B vom ersten und zweiten Grade in den y bestimmen 


*) Vgl. „Journal für Mathem.“, Band LXIIT, p. 14 f. 


http://rcin.org.pl 


=. 09. — 


können, dass in Bezug auf die y eine Identität 
ZBU-A.ZU--B.A4U 
stattfindet, welche zwanzig Gleichungen vertritt, die aus der Coef- 
-ficientenvergleichung hervorgehen. Denken wir о;, В als die Coef- 
ficienten in А, В, d. h. setzen wir 
А = Хоу, В = Zock, 
so ist 
1) 3 Urik = Qp Uin + «б ker + Bun + Bic Un + Bia Ui 
der Repräsentant dieser Gleichungen, und ihre Verbindung mit 
U == 0 muss zur Bestimmung der fraglichen Doppelpunkte führen. 
Setzt man 
a sz «ү + 9% ken 
В ge + ж + ..., 
В: = Вал, + Boc... 
so liefert die Multiplication von 1) mit 2, und Summierung nach 
k zunächst 


З Uni = c, U; + «0, + «Us + ВШ + BiUnr 
und wenn man nochmals mit æ; multipliciert und nach 7 summiert, 
3 U, = 2a Un + Bu, 


3 = 2« + 8, 

da nicht alle U, verschwinden können. Für die Bezeichnung be- 
merken wir, das stets für g als eine Function wien Grades von 
агаар Di 


welches fordert 


1 dọ 
Фк = р Wé 
gesetzt ist. 
Ist dann wieder 7 die aus den Um gebildete Hesse’sche 
Determinante und sind U; ihre Unterdeterminanten, so ist 
4 (n —2) H, = ZU; (п — 2) D, 
oder 
АН, = >>, Ui; 
durch Einführung der Werthe 1) also 
124, = «,ZZU,U; + 2220,0; Up 
+ >Ш + ХЕ 0, ОВ. 
Aber es ist nach bekannten Sätzen 
ZZUgU,-4H, 220,U4Um = аһ Н, 
ZE 0:0 В = EE Dan a л == ВЕН, 
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daher 
12H, = 6«,H + 28,H + U,ZZUa fa 
und in Abkürzung 
2) 124, (bu + 23) H + 40,. M, d 
daraus aber durch Multiplication mit x, und Summierung nach A 
194 = (6« + 28 Н, d.h. 6 = За Ff, 
so dass nun e == 3, В = — 3 sein muss und in der obigen 
Gleichung für 3 Ux: das U;; ganz herausfällt, oder 
0 = (e, + В) U; + (e; + В) Un 
wird. Diess zeigt für Л = i 
* а = — В 
und 2) giebt 
gege 34, — MU, 
H 
343. Führt man die erhaltenen Werthe in 1) ein und setzt 
man 
НВ — MU; == Зу, 
so erhält man 
3) Я.О = Hr Uir + Hi Urn + Hr Unt Unyi t Шук F Окул 
wo nur die y noch als unbestimmte Coefficienten auftreten. Und 
die Combination der vorhergehenden Gleichungen liefert 
yi = — Н; 

Multipliciert man die Gleichung 3) mit y;y;y; und summiert, 
so erhält man als Zusammenfassung dieser Gleichungen die eine 
4 H.4U-—3A4H.ZU + ЗГ. AU. 

Diese für die y identische Gleichung muss auch dann noch be- 
stehen, wenn man für die y die Coordinaten eines Punktes setzt, 
der auf 4U = 0 und auf der Verbindungslinie zweier beliebiger 
Punkte a, b liegt. Dann ist 

yi = ai + ubi 
und das Verhältniss 4: u geht aus der Gleichung 
ÀZa;U; + u Zb;U; = 0 
hervor, so dass für A, ш selbst die Ausdrücke (n— 1)" Grades 
Zb;U; und — uU; 
gesetzt werden können. Setzt man dieselben in 4) ein, so stellt 
diese Gleichung eine Fläche der (8n — 14)" Ordnung dar, welche 
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jene Doppelpunkte enthält, die wir suchen. Diess giebt bei der 
Unbestimmtheit von « und 5 den Satz: Durch die Doppel- 
punkte der Curve vierpunktiger Berührungen gehen 
unendlich viele Flächen (8n — 14)" Ordnung. 

Beachtet man ferner, dass 


ШГ = 0, ZU ss, dëss 


respective die (n— Ur, (n—2)'*, (n—3)'* Polare des Punktes æ 
in Bezug auf die Fläche U — 0 darstellen, während 4H = 0 
die letzte Polare desselben Punktes in Bezug auf die Hesse’sche 
Determinantenfläche ist, so giebt 4) ferner den Satz: Die Tan- 
gentenebene der Fläche in einem Doppelpunkte der 
Curve vierpunktiger Berührungen schneidet die (n—3)'* 
Polare dieses Punktes in drei geraden Linien, nämlich 
in den beiden Haupttangenten des Punktes und einer 
Geraden, die in der letzten Polare des Doppelpunktes 
in Bezug auf die Hesse'sche Fläche liegt. 


344. Dieser Satz ist in dem allgemeineren enthalten: Die 


Ebene der Punkte, deren in Bezug auf die Hesse'sche. 


Fläche genommene Polare durch einen gegebenen 
Punkt der Fläche U = 0 geht, schneidet die Schnitt- 
curve der diesem Punkte entsprechenden Fläche drit- 
ter Ordnung PU= 0 und der Tangentenebene von 
U — 0 in diesem Punkte in der Verbindungslinie der 
drei Wendepunkte der Schnittcurve dritter Ordnung, 
welche nicht in den Berührungs- oder Doppelpunkt 
fallen. 

Da in diesem Satze nicht höhere als dritte Differentialquo- 
Пешеп von U == 0 benutzt werden, so kann man die Fläche 
dritter Ordnung 2217 == 0 an Stelle von U — 0 betrachten und 
hat den Satz in der für Flächen dritter Ordnung gültigen Fassung 
zu beweisen: Die Ebene der Punkte, deren in Bezug auf 
die Hesse'sche Fläche genommene Polare durch einen 
gegebenen Punkt der Fläche dritter Ordnung U — 0 
hindurchgeht, schneidet die Schnittcurve der Fläche 
mit der Tangentenebene des Punktes in der Verbin- 
dungslinie derjenigen drei ihrer Wendepunkte, die 
nicht in den Berührungspunkt fallen. 

Zum Beweise denken wir unter m — 0 die Gleichung der 
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Tangentenebene des Punktes v, unter а — 0, b == 0 zwei durch 
seine Haupttangenten gelegte Ebenen, unter с = 0 die Gleichung 
einer durch die drei Wendepunkte der Curve dritter Ordnung 
U == 0, т == 0 gehenden Ebene; dann muss für m == 0 die 
Gleichung 
0 = 0 auf а + + 6ab = 0 
zurückkommen, d. h. es muss 
U = 3mV + a? + b + 6abc 
identisch sein, für V als eine Function der zweiten Ordnung. 
Dann ist 
U; = mi V 4+ 2mV; + аа; + b?b; + 2abc; + 2acb; + 2cba;, 
Uin тҮ, + MV; + ашак + bb;by + а (иск + brei) 
+ b (ciar + ekai) + е (aibi + axb)). 
Für den Punkt a ist 
Q0, b 0 m 50, 
also wirklich U; mit m; proportional, d. h. m == 0 die Tangen- 
tenebene in 2; zugleich aber ist 
Ши == тҮ, + mV; + c (ab: + arbi). 
Setzt man daher 
r= 2 + m V azb, 


so ist für den Punkt a 
Н = cr, 
dr dr dr dr (£ dr dr =) 
ame E DPI es zm) TOUT WU UE d 


345. Bezeichnet man alles einem beliebigen Punkte ^ Ent- 
sprechende durch einen übergesetzten Horizontalstrich, so ist die 
Gleichung der letzten Polare von c in Bezug auf 7 oder die 
Gleichung der Ebene, für deren Punkte die in Bezug auf 7 ge- 
nommene Polare durch а hindurchgeht. 


4Zzx;H; == XXU4U, = 0 
dr dr dr dr dr dr \ 
ха. UMS NEN М torem re c „ыйы бый. 
rods: {е E d Vj. * dm; int E d», V дад, EN 
X mV, + тк; + т Fa Taia + bbiby + а (bier + bee‘) 
+b (ciar + era) + € (aibi + аЬ) } 


oder durch Ausführung der Summen einfacher 
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dr Фур dr ағ 


0 —ezrnt. Tom EXVa—— de т da; db, 


a 8 LE BAI LT 
+ ae T Ee "hän A Se er. 


- Da aber die Determinante 


тү, My, My, My, m 2 
Р, 9. V Р, Ps that: 
5) red ee re A 
bs. hou hs 2 
aH S ees 
= сг — mci Z — Бә ЖЕР m — aza 9 Бра 


identisch verschwindet, so geht die vorige Gleichung in die fol- 
gende über 


— dr 
Mr ~ Жу ү еа А 
6) 0-2c7 + Mn +, {Ей АЁ, ZV x Жо, Ze 


in welcher der Ausdruck der Function M gleichgültig ist. Durch 
Auflósung der Gleichungen 
em VEG acm Eh 
findet man 
dr 
TX == H — Era 
also ist auch 
СА — Zi Ee, = ep Zi V Xe, T) 
dV; dV; dV; dV, 
und dieser Ausdruck verschwindet, wie man erkennt, wenn man 
in 5) die x an Stelle der & setzt. In 6) bleiben somit nur die 
mit c und = multiplicierten Glieder übrig, die fragliche Ebene 
geht also durch die Verbindungslinie der in Rede stehenden drei 
Wendepunkte 
С = 0, т = 0. 
Auch wird der Beweis nicht aufgehoben, wenn die Schnitt- 
curve nicht eine Gleichung der Form 


а + b? + 6abc = 0 


A 
annehmen kann, d. i. erstens, wenn sie in einen Kegelschnitt 
und eine Gerade zerfällt oder für 


а + babe = 0, 
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und zweitens, wenn a selbst der parabolischen oder Wendecurve 
angehórt und seine Berührungsebene also in einer Curve mit 
Rückkehrpunkt schneidet, oder für 
а + 30е = 0 

als Gleichung der Curve, Die Anschauung dieser Gleichungen 
zeigt die Wahrheit der beiden besonderen Sätze: Legt man 
durch eine der-27 Geraden einer Fläche dritter Ord- 
nungeineEbene, die dann noch in einem Kegelschnitte 
schneidet, so stehen die beiden Schnittpunkte des- 
selben mit der Geraden und die Tangenten desselben 
in ihnen in solcher Wechselbeziehung, dass die in 
Bezug auf die Hesse'sche Fläche genommene Polare 
jedes Punktes der einen Tangente durch den andern 
Schnittpunkt hindurchgeht. 

Zerfällt der Kegelschnitt in ein Linienpaar, so erhält man 
den Satz des vorigen Artikels, weil die nach dem Wendepuukte 
gehende Gerade jetzt unbestimmt wird. 

Und legt man in einem Punkte der parabolischen 
Curve einer Fläche dritter Ordnung an diese eine 
Tangentenebene, so schneidet diese in einer Curve 
mit Rückkehrpunkt, die ausser diesem nur noch einen 
eiuzigen Wendepunkt besitzt. Die Punkte der Ver- 
bindungslinie dieser beiden Punkte haben die Eigen- 
schaft, dass ihre Polaren in Bezug auf die Hesse'sche 
Fläche durch den Rückkehrpunkt gehen, oder dass 
die Tangentenebene des Rückkehrpunktes für die 
Hesse'sche Fläche und die Tangente der Fläche U 
selbst sich in dieser Geraden schneiden. 

Diese Sätze übertragen sich auf die Flächen n'* Ordnung, 
wenn man statt der Schnittcurve der Tangentenebene AU = 0 
mit U = 0 ihren Schnitt mit PU — ( setzt; ob man die 
Hesse'sche Fläche für U — 0 oder für 4U — 0 anwendet, 
bleibt im Resultat gleichgültig. 

346. Mit Hilfe dieser Sätze gelangt man zur geometrischen 
Interpretation des Curvensystems, in welchem die im Artikel 343 
bestimmten Flächen (8n — 14)'"* Ordnung die Fläche U = 0 
durchschneiden. 


Denken wir uns in jedem Punkte x der Fläche U — 0 die 
entsprechende Fläche 2107 == 0 construiert, deren Punkte die 
Salmon, Anal, Geom. d. Raumes, Il, 32 


http://rcin.org.pl 


Eigenschaft besitzen, dass ihre dritte Polare durch ж geht. Die 
Tangentenebene von 2 an U = 0 fällt mit der an PU = 0 
zusammen und schneidet letztere Fläche in einer Curve mit Dop- 
pelpunkt. Denken wir dann die noch übrigen Wendepunkte die- 
ser Curve mit æ verbunden, so definiert die Bedingung, dass 
eine dieser Geraden eine bestimmt gegebene Gerade treffe, den 
Punkt a als der Curve angehórig, welche eine der Flächen 
(Sn — 14)"* Ordnung mit U == 0 bestimmt. 

Denn ist ab diese Gerade, so muss dann der Wendepunkt 
у Coordinaten von der Form Aa; + ub; + ov; haben, wenn 
Аа; + ub; die Coordinaten des Punktes sind, in dem die von 2 
nach y gezogene Gerade die Linie «^ schneidet. Der Wende- 
punkt soll auf 

АН = 0, 40 = 0, is 0 


liegen oder man hat, bei Angabe der in den Operationen 4 ein- 
geführten Incremente, 

4, (Н) = Aratub (Н) + 9H = 0, 

4, (U) — Алаи (U) == 0, 

2%3(0) = eat? (U) + 304%? (U) = 0, 
d. h. nach Elimination von o 

Ал (U) == 0, 

UI A’ atut)? (0) — БИШ (Н) . A" ar un)? (U) = 0. 
Hier bestimmen sich aus der ersten Gleichung А und a ganz 
wie im Artikel 343 und ihre Substitution in die zweite giebt die 
Gleichung derselben Fläche (Sn — 14)'" Ordnung, die oben be- 
nutzt. ward. 

Die geometrische Definition zeigt auch, dass alle Flächen 
dieser Art durch die Doppelpunkte der Curve vierpunktiger Be- 
rührung gehen. Die Ebene AU 0 schneidet die Fläche 4 U = 6 
` für solche Punkte in drei Geraden; der Schnittpunkt von zweien 
unter ihnen ist der Doppelpunkt und jede von ihm mach der 
dritten gezogene Gerade ist als nach einem Wendepunkte gezogen 
zu betrachten; also giebt es stets eine solche Gerade, die ab 
schneidet, wie auch diese Gerade gelegen sei. 

So hat das Curvensystem der Fläche U — 0, welches aus 
den Flächen (8n — 14)!" Ordnung entspringt, eine Anzahl Schnitt- 
punkte gemein mit der Curve vierpunktiger Berührungen U = 0, 
S == 0. Unter ihnen sind die В Doppelpunkte, welche wir suchen 


6^) 
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und überdiess eine Anzahl c anderer Schnittpunkte, welche nàher 
zu characterisieren sein werden, und man hat 
28 + 6 = n (8n — 14) (11n — 24). 

347. Das Bedenken, ob nicht vielleicht die Doppelpunkte В 
auch für die Curve des Systems Doppelpunkte seien, erledigt sich, 
wenn man die Doppelpunkte dieser Letzteren selbst characterisiert. 
Sie kónnen offenbar nur entstehen, wenn von einem Punkte der 
Fläche mehrere Gerade nach der Linie ab gezogen werden können, 
die durch Wendepunkte des Schnittes von 4U = 0, PU = 0 
hindurchgehen. 

Diess ist möglich in den Schnittpunkten der Geraden ab mit 
U = 0, zweitens dann, wenn «b in der Tangentenebene von æ 
liegt; drittens, wenn mehr als ein Wendepunkt der Curve 

Ай — 0, 20 = (0) 

mit æ in einer Geraden liegt, d. h. wenn æ entweder ein Rück- 
kehrpunkt oder ein Punkt von 7 == 0 ist, oder wenn die Ge- 
rade ab von einer vierpunktig berührenden Tangente geschnitten 
wird und damit die Curve dritter Ordnung in eine Gerade und 
einen Kegelschnitt zerfällt. Zu keiner dieser Abtheilungen ge- 
hören die Punkte B, d. h. sie sind einfache Punkte der Fläche 
(8n — 14)!" Ordnung. 

Für die übrigen Schnittpunkte dieser Fläche mit der Curve 
vierpunktiger Berührung muss eine der Geraden durch ab gehen, 
welche nach einem entsprechenden Wendepunkte gezogen wird. 
Die entsprechende vierpunktig berührende Gerade muss daher der 
Curve dritter Ordnung ganz angehören, d. h. diese muss in 
eine Gerade und einen Kegelschnitt zerfallen, und da für eine 
solche Curve alle Wendepunkte in der Geraden liegen, so muss 
diese selbst die Gerade «5 schneiden; man erhält also die Zahl 
dieser Schnittpunkte c, indem man die Zahl der vierpunktig be- 
rührenden Tangenten bestimmt, welche eine gegebene Gerade 
ab schneiden. Diese ist im Artikel 336 bestimmt worden und 
führt zu der Relation 

28 + 2n (n—3) (3n —2) = n ($n —14) (11n —24). 

Man hat nur noch zu zeigen, dass die letztbesprochenen 
Berührungspunkte nicht zu den vielfachen Punkten der Curve 
n (8n — 14)"* Ordnung gehören. Die Elimination von A und н 
aus den Gleichungen 6°) giebt die Gleichung der Fläche (Sn —14)'** 

déit CA 
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Ordnung in der durch die Abkürzung 

аах Ua, ete. für 49, U, 4, 0, ete., 

vereinfachten Form 
Н (Оаа U — 3 Оаа Ur Ua + З Uu, Ur U? — 2 Dua Ua?) 
— 3 (Ha U, — Hp Ua) (Uaa U? — 20 Ur Ua + О Ug) = 0. 
Nehmen wir an, der Schnittpunkt der vierpunktig berühren- 
den Geraden mit ab falle in а, so ist 
Ua = 0, Usa = 0, Ола = 0 
und die Tangentenebene der Fläche im Punkte æ hat die Gleichung 
9 = H ((n— 3) АШ ы U, — 3 (n — 1) Ола AUG) 

— 3 Ha ((n—2) Ur 4U,, — 2 (1—1) Un 404}, 
welche weder unbestimmt wird, noch in der Nähe von 2 mit dem 
Elemente der Curve vierpunktiger Berührung zusammenfällt, 

Daher gilt die obige Relation und man findet 

В = n {(4n—7) (11n—24) — 3 (n—2) (n—3)) 
== n (41n? — 1622 + 162). 

Für n = 3 wird с — 0 und die Fläche (8n — 14)", hier 
zehnter Ordnung schneidet die sieben und zwanzig Geraden der 
Fläche, die Curve ihrer vierpunktigen Berührungen in den 
3.5.9 — 135 Schnittpunkten, die sie mit einander bestimmen. 


Von singulären Tangentenebenen der Flächen. 


348. Man kann eine analoge Untersuchungsmethode auf die 
verschiedenen Fälle der berührenden Ebenen anwenden. 

Jede Ebene, welche eine Fläche berührt, schneidet sie in 
einer Curve, die einen Doppelpunkt besitzt; und da die Gleichung 
einer Ebene drei Constanten enthält, so kann eine bestimmte Zahl 
von Tangentenebenen gefunden werden, welche zwei weiteren 
Bedingungen entsprechen. 

Wenn aber nur eine solche andere Bedingung gegeben isl, 
so umhüllen die Tangentenebenen, welche ihr'genügen, eine ab- 
wickelbare Fläche und ihre Berührungspunkte bestimmen in der 
Fläche selbst eine Curve. 

Daraus entspringen die beiden Aufgaben: Die Bestimmung 
der Zahl der Auflósungen, welche drei Bedingungen 
entsprechen, 


BIBLIOTEKA 


SO a 


und die Bestimmung der Natur der Curven und 
bewickelungsflächen, welche aus zwei Bedingungen 
Antspringen, sofern immer die eine derselben die der 
Berührung ist. 

Von den Aufgaben der letzteren Klasse werden wir nur zwei 
näher untersuchen, nämlich die Frage nach den Ebenen, deren 
Schnittcurve mit der Fläche eine Spitze besitzt und 
die Frage nach den Ebenen, welche die Fläche in einer 
Curve mit zwei Doppelpunkten durchschneiden. 

Andere Fälle sind in dem vorigen Abschnitt gelegentlich zur 
Sprache gekommen, z. B. die Frage nach den Ebenen, welche 
die Fläche so berühren, dass die eine Tangente des 
Doppelpunktes eine Linie vierpunktiger Berührung 
ist, Die Untersuchung der Doppelpunkte der Curve vierpunktiger 
Berührung ist leicht denselben Gesichtspunkten unterzuordnen. 

349, Sind 24; 25, Bi a а ыб nn Aia 9 1 4, Ug, Ze Da 
die Coordinaten von drei Punkten, so sind die Coordinaten eines 
beliebigen Punktes der durch sie bestimmten Ebene 


Aa, + ua". + va, Jos + gx", + ovas, 
Ax, + ua", + ves, Aa", + иа”, + ova. 
und wenn wir diese Werthe für die laufenden Coordinaten in die 
Gleichung einer Fläche substituieren, so erhalten wir diejenige 
Relation, welche für alle Punkte des Schnittes jener Ebene mit 
dieser Fläche erfüllt sein muss. 
Sei [U] — 0 das Resultat der Substitution; man kann es 


in der Form 
2 An? d ў 
AUT + Pud, U 4 tv AU! + 13 In 4, s vat. 0" +ete. 
== 0 4 
darstellen, wenn 
d d d d 
A = Li TY. JP ei D Si Hi = " ыык 
dé Sue bësse kën agn 
d d d d 
А == учы cae e EX. 
^ de To da, + da’, TS da’, 
sind. 
Die betrachtete Ebene wird die Fläche berühren, wenn die 
Discriminante dieser Gleichung in A, w, v verschwindet, Wenn 
wir zwei der drei Punkte als fest und den dritten als veränder- 


lich betrachten, so repräsentiert diese Discriminante alle die 
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Tangentenebenen der Fläche, welche durch die gerade Verbin- 
dungslinie jener beiden Punkte gelegt werden kónnen. 

Wir wollen den Punkt (a^, а, Za, «’,) als in der Fläche 
selbst und den Punkt Ia, aa, &”,, 2",) als in der entsprechen- 
den Tangentenebene derselben gelegen voraussetzen, so dass 

D LU, ME 
ist und die Discriminante durch das Quadrat von ZU’ theilbar 
wird, weil von den durch eine Tangente der Fläche gehenden 
Tangentenebenen derselben zwei mit der ihrem Berührungspunkt 
entsprechenden Tangentenebene selbst zusammenfallen. 

Wenn die Tangentenebene in Lei, a^, a^,, a",) aber eine 
Doppeltangentenebene ist, so muss die betrachtete Discriminante 
anstatt wie sonst das Quadrat des Ausdrucks der Tangentenebene 
vielmehr den Cubus derselben als Factor enthalten, Um die Be- 
dingung zu untersuchen, unter welcher diess der Fall sein wird, 
schreiben wir abkürzend die Gleichung [U] == 0, in welcher wir 
die Coefficienten von A", A”—!a als verschwunden denken, wie 
folgt 


Try + i3 a” (Au? + 2Buv + Cv?) + ete; = 0; 


dann repräsentiert 7 — 0 die Tangentenebene der Fläche in 
dem betrachteten Punkte, C == 0 die quadratische Polarflàche 
desselben Punktes und 4 = 0 die Bedingung, unter welcher der 
Punkt (z^,, aa, a^, а”) in derselben liegt. 
Dann ist die Discriminante von [U] — 0 von der Form 
T?4 (B? — AC? Ф + T? ( ) = 0, 

wo Ф den Werth der Discriminante für das Verschwinden von 
T mit U’ und 4, U' bezeichnet. Damit also die Discriminante 
durch 7% theilbar sei, muss einer der Factoren von 7? ver- 
schwinden oder selbst 7 als Factor enthalten. 

350. Wir nehmen zuerst an, dass der Factor 4 gleich Null sei. 
Diess spricht aus, dass der Punkt (z^,, 2, «^, «”,) in der 
quadratischen Polarflüche von (a^, a^, ж», a',) gelegen sei, 
oder da er auch in der Tangentenebene enthalten ist, dass er 
in einer der Inflexionstangenten der Fläche in 
(a^,, ga, 25, a^) liege. 

Wir wissen, dass von den p Tangentenebenen, welche durch 
eine einfache Tangente an eine Fläche j'* Klasse gelegt werden 
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können, zwei mit der Tangentenebene ihres Berührungspunktes 
zusammenfallen, so dass ausser dieser noch (p — 2) andere solche 
Tangentenebenen existieren, und lernen hier, dass von den durch 
eine Inflexionstangente „gehenden Tangentenebenen drei mit der 
Tangentenebene des Berührungspunktes zusammenfallen und nur 
(p — 3) ausser ihr existieren. 

Nehmen wir an, dass (a, &”,, шу, а ү) nicht in einer 
Inflexionstangente gelegen sei, so verschwindet der Factor 4 nicht 
und wir können diesen Factor, als der gegenwärtigen Discussion 
fremd, unberücksichtigt lassen. 

Dann kónnen wir gleichzeitig die Bedingungen untersuchen, 
unter welchen 7 ein Factor in 


B? — АС oder in Ф 


sein kann. Beiden Fällen entspricht nämlich folgendes Problem: 
Setzen wir voraus, dass eine Function V gegeben sei, deren 
respective Grade in den (a^,, &',, a^,, «,), in (a^, &”,, a^, , a^.) 
und in (2, 8y, 25, V4) durch A, ш, v bezeichnet sind, und dass 
dieselbe eine Fläche bestimme, welche die Verbindungslinie der 
beiden ersten Punkte zu einer vielfachen Linie der mie Ordnung 
hat, oder in andern Worten, dass sie ein Ebenenbüschel sei, 
welche diese Linie zur Scheitelkante hat; so ist die Bedingung 
zu finden, unter welcher eine dieser Ebenen mit der Tangenten- 
ebene 7 zusammenfällt, für die die entsprechenden Grade 
(n— 1, 0, 1) 

sind. 

Wenn diess der Fall ist, so muss eine beliebige Gerade mit 
T auch У durchschneiden und wenn man zwischen ihren Gleich- 
ungen 


vk +%% + аә + a2 0, 
, , , 
4,44 + don + Фа; + a,2, == 0 
und den Gleichungen 
ЕЕ К, 
eliminiert, so muss deshalb die Resultante R identisch verschwinden. 
Dieselhe ist in den Grössen (а, а, ga, а), (|, ga, ga, а) und 
СА Li " , AN S » DH , , , , 
(27,, 22, 23, t, vom Grade ш und in den ү, 2,, 23, La) 
vom Grade {u (n — 1) + ah. 
Wenn aber die willkürlich angenommene Gerade die Verbin- 
dungslinie der Punkte (a^,, &,, a^, Zu, ta”, Saa у) 
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durchschneidet, so verschwindet die Resultante R auch ohne dass 
T ein Factor in V wäre; da nun die Bedingung M — 0, unter 
welcher diese Geraden sich schneiden, in den betrachteten Grössen 
gleichmässig vom ersten Grade ist, so erkennen wir, dass die 
Form von R durch M“ R’ darzustellen ist, wo AR’ eine Function 
von (2^, a^, а'у, X4) allein und vom Grade {н (n—2) + A} ist. 

351. Indem wir diess auf den von uns betrachteten Fall an- 
wenden, ergiebt sich, weil die Diseriminante von [U] ein Ebenen- 
büschel von der Scheitelkante (2^,, а'„ Lg Ad Lu а”, daa d 
darstellt, dass auch (B? — АС) und ® gleichmässig Ebenen re- 
präsentieren, welche durch diese Linie gehen. 

Nun ist die erstere Grösse von den respectiven Graden 

- 2 (п — 2), 2, 2, 
wáhrend von den Graden 
(n— 2) (n*—6), (à? —2n? + n—6), (п —2п* 4-n—6) 

ist, wie sich ergiebt, indem man die Summe der Grade von 7?, 
А und (В? — АС) von den Graden der Discriminante von [U], 
d. h. von 2 (n — 1)? für alle Veränderlichen, subtrahiert. 

Dann ergiebt sich aus dem letzten Artikel, dass die Bedin- 
gung 

Hm 
— denn sie ist nichts Anderes als die Hesse'sche Determinante 
— unter welcher 7 ein Factor in (B?— АС) ist, vom Grade 
4 (n—2), und die Bedingung 
== 0. 
unter welcher 7 ein Factor in Ф ist, vom Grade 
(n—2) (n? —n? + n— 12) 

sein muss. 

In allen Punkten der Curve 


D И шж] 


ist also die Tangentenebene als eine Doppeltangenten- 

ebene zu zählen; in der That, die Tangentenebene in jedem 

Punkte des Durchschnitts der Fläche bestimmt mit ihrer Ibesse'- 

schen Determinantenfläche eine Schnitteurve mit Rückkehr- oder 

Cuspidalpunkt und ist als doppelt zu betrachten (Artikel 8). 
Die Curve 
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ist dagegen der Ort der Berührungspunkte von Ebe- 
nen, welche die Fläche in zwei verschiedenen Punk- 
ten berühren. Die Schnittcurve einer solehen Tangentenebene 
der Fläche besitzt zwei Doppelpunkte oder isolierte Punkte. Liegt 
der eine derselben in der parabolischen Curve der Fläche, so ist 
er ein Rückkehrpunkt und die Berührung ist an dem einen 
Punkte stationär. Sie ist es an beiden Punkten, wenn beide der 
parabolischen Curve angehören. Fallen endlich beide Doppelpunkte 
in einen zusammen, d. h. berühren sich zwei Zweige der Curve 
in diesem Punkte, so dass die gemeinschaftliche Tangente eine 
vierpunktig berührende ist, so ist die Tangentenebene stationär 
in zwei auf einander folgenden Punkten der parabolischen Curve. 

Die Tangentenebenen der letzten Arten begründen den Ueber- 
gang zu den dreifachen, die der vorletzten Art speciell sind eine 
besondere Art von vierfachen Tangentenebenen.*) 

352. Betrachten wir zunächst die Reihe der Tangentenebe- 
nen, welche die Fläche längs der Curve 

Head: == 0) 

berühren. (Vergl. Artikel 278 und seine Anmerkung.) Sie bil- 
den eine abwickelbare Fläche von der Ordnung 

е = 2n (n— 2) (3n — 4) 
nach dem 3. Beispiele des Artikel 324. Die Klasse derselben 
oder die Zahl von Ebenen des Systems, welche durch einen will- 
kürlich angenommenen Punkt gehen, ist 

v == 4n (n — 1) (1—2); 
denn die Berührungspunkte sind offenbar die Durchschnittspunkte 
der Curve U = 0, H == 0 mit der ersten Polarfläche des be- 
trachteten Punktes. 

Wir können auch die Zahl der stationären Tangentenebeuen 
des Systems bestimmen. Ist die Gleichung der Fläche U unter 
der Voraussetzung, dass die Ebene z == 0 sie in einem Punkte 
der Curve U = 0, H = 0 berühre, durch 


z +y + u t еіс. == 0 
dargestellt, so kann man leicht zeigen, dass die Richtung der 
Tangente der Curve U = 0, H = 0 durch 


*) Vergl. die Darstellung уоп E. de Jonquiéres in „Nouv. An- 
nales de Mathém.“, t. XXIII, p. 5 f. 
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bestimmt ist. Nun sind die Tangentenebenen уоп U in zwei in 
der Richtung der Inflexioustangente y == 0 auf einander folgen- 
den Punkten identisch. Wenn daher u, kein Glied a? enthält, 
d. h. wenn die Inflexionstangente die Fläche in vier auf einander 
folgenden Punkten schneidet, so ist die Richtung der Tangente 
der Curve U = 0, H == 0 dieselbe wie die der Inflexionstan- 
gente und die Tangentenebenen in zwei auf einander folgenden 
Punkten der Curve U = 0, H == 0 sind identisch. Die Zahl 
der stationären Tangentenebenen ist daher gleich der Zahl der 
Durchschnittspunkte der Curve U = 0, H = 0 mit der Fläche 
S == 0 und da diese Curve nach Artikel 335 diese Flüche be- 
rührt, gleich 
а = дп (n —2) (11n — 24). 


Nunmehr können alle Singularitäten der abwickelbaren Fläche, 
welche einer Fläche U =: 0 nach ihrem Durchschnitt mit der 
Hesse’schen Determinantenfläche umgeschrieben wird, nach Ar- 
tikel 66 dargestellt werden. Diess giebt die Formelgruppe 


u = n(n—2) (28n— 60), 
v=4n(n—1) (n—2); 
e = 2n (n — 2) (8п— 4); 

e 2n (n— 9) (11п—24), В = n(n—2) (70п— 160); 


2g = n (п —2) (16n!—64n? + 80»*—1082n + 156), 
2h == п (1—2) (784n*— 4928n” + 10320 л? — 7444n +548). 


Z. B. für die Fläche dritter Ordnung 


u = 72, v = 24, ọ = 30, а = 54, B = 150, 
g = 180, k = 2316, а = 315, y = 363. 


Die hier betrachtete Abwickelungsfläche entspricht einer Rück- 
kehrcurve in der Reciprokalfläche, deren Singularitäten durch 
Vertauschung der Buchstabenwerthe 


р у e, Bio Eet, WC 
erhalten werden. 


Die Klasse der der Fläche 17 nach der Curve 
H sf, K ses 


umgeschriebenen Abwickelungsfläche, welche zugleich die Ord- 
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nung einer Doppelcurve in der Reciprokalflàche angiebt, ist wie 
oben bestimmt *) 

—in(n—1)(n—2)(m-—» + n—12) 
— für n = 3 z. B. — 27. Die übrigen Singularitäten dieser 
Fläche werden bei den Untersuchungen des folgenden Abschnitts 
mit bestimmt werden, wo auch die Zahl der Lósungen in einigen 
Fällen sich ergeben wird, in denen man eine Tangentenebene 
sucht, welche zwei andere Bedingungen erfüllen soll. 

Wir wollen noch bemerken, dass die Summe der Zahl von 
Doppeltangentenebenen, deren einer Berührungspunkt in der pa- 
rabolischen Curve liegt, der zweifachen Zahl solcher, deren Be- 
rührungspunkte sich decken — d. h. + 4n (n— 2) (11—24) — 
und der sechsfachen Zahl solcher, deren beide Berührungspunkte 
der parabolischen Curve angehóren 


= 4n (n—2 (п —n* + n—12) 
sein muss. Da die letzteren Punkte nicht zu den allgemeinen 
Singularitäten gehören, so muss die erste Zahl 


| = 4n (1—2) (n— 3) (n? + 3n—10) 
sein. 


Theorie der Reciprokalfláchen. 


353. Wenn wir unter den gewöhnlichen Singularitäten einer 
Fläche diejenigen verstehen, welche im Allgemeinen entweder in 
der Fläche selbst oder in ihrer Reciprokalflüche existieren, so 
können wir von denselben die folgende Aufzählung machen. 

Eine Fläche kann eine Doppelcurve von der Ordnung 
b und eine Rückkehrcurve von der Ordnung c besitzen. 

Der im Artikel 15 bestimmte Tangentenkegel enthält den 
über der Doppeleurve stehenden Kegel zweifach und den über 
der Rückkehreurve stehenden dreifach, so dass für а als Grad 
des eigentlichen Tangentenkegels die Relation entsteht 

а + 2b + Зе = n (n — 1). 
*) Das Doppelte derselben und das Dreifache der Zahl der statio- 


nüren Tangentenebenen, d. h. von / 
4n (n—1) (n— 2) 


nè (n—1) (n —15 —1), 
die Gesammtzahl der durch einen beliebigen Punkt möglichen Doppel- 
tangentenebenen beider Arten. 


giebt zur Summe 
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Die Klasse des Kegels a ist der Ordnung der Reciprokalfläche 
gleich. Wir nehmen an, derselbe habe д doppelte und х Rück- 
kehrkanten, die Curve b besitze Æ scheinbare Doppelpunkte und 
t dreifache Punkte, welche auch dreifache Punkte der Fläche 
selbst sind, und die Curve с endlich habe % scheinbare Doppel- 
punkte. Wir finden die Zahl der Punkte, in denen sich die 
Curven b und c durchschneiden, als die Summe von drei Zahlen, 
nämlich einer Zahl у von Punkten, welche stationäre Punkte der 
ersten, einer Zahl 8 von Punkten, welche stationäre Punkte der 
zweiten, und einer Zahl © von Punkten, welche singuläre Punkte 
in beiden Curven sind. Wir denken endlich o als die Zahl der 
Schnittpunkte der Berührungscurve des eigentlichen Tangenten- 
kegels а mit der Doppeleurve und c als die ihrer Schnittpunkte 
mit der Rückkehrcurve c. 

Ueberdiess sollen die nämlichen Buchstaben in accentuierter 
Form die Singularitäten der Reeiprokallläche bezeichnen. 

354. Wir haben im Artikel 17 gesehen, dass die Punkte, 
in welehen die Berührungscurve des Tangentenkegels 

200 = 0 
schneidet, den Rückkehrkanten des Tangentenkegels angehören. 
Wenn aber die Berührungscurve die complexe Curve 


a + 2b + 3c 

ist, so sind oflenbar die Punkte, in welchen die Curven b und c 
die Fläche 2207 == 0 schneiden, der Frage nach den Rückkehr- 
kanten des Kegels a fremd. Auch werden nicht alle die Durch- 
schnittspunkte von a mit 2/2107 == 0 Rückkehrkanten des Kegels 
erzeugen, weil eine den Kegeln a und c gemeinschaftliche Kante 
wohl als eine Rückkehrkante des complexen Kegels, aber nicht 
als eine solche der beiden einzelnen Kegel anzusehen ist. 

Die folgenden Formeln enthalten die Analyse der Durch- 
schnitte der Curven а, b, c respective mit der Fläche 2207 = 0 

а (п—9) = x +0 + 2% | 
b(n—2) = 04-28 + 3у + 316... 4). 
2-902048 4-2 1] 

Es ist nicht schwer, zu erkennen, dass die in diesen For- 
meln bezeichneten Punkte x, o, c, B, y in den Durchschnitten 
der Fläche 220 == 0 mit den Curven a, b, c respective ent- 
halten sind; aber es scheint so leicht nicht, den Grund zu ent- 
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decken, weshalb sie gerade mit den numerischen Factoren ein- 
treten, die sie zeigen. Obgleich es wahrscheinlich nicht unmóg- 
lich ist, diese Gründe a priori zu erkennen, so ziehen wir es 
doch vor, die Methode zu erklären, durch welche der Verfasser 
auf dem Wege der Induction zu ihnen gelangte.*) 

355. Wir wissen aus Artikel 271, dass die Reciprokalflüche 
einer Fläche dritter Ordnung eine Fläche zwölfter Ordnung ist, 
die eine Rückkehreurve von der vier und zwanzigsten Ordnung 
besitzt; denn die Form ihrer Gleichung ist 


Her, 


und c ist vom vierten, т vom sechsten in den Veränderlichen. 
Jeder der sieben und zwanzig Geraden in der Fläche ent- 
spricht eine Doppellinie in der Reeiprokalfläche (Artikel 272). 
Der eigentliche Tangentenkegel als die Reciprokalflàche einer 
ebenen Schnitteurve der ursprünglichen Fläche besitzt neun Rück- 
kehrkanten und ist von der sechsten Ordnung. 
Wir haben also 


d == 6, V = 97, с = 24, п = 12, d + 2% + 3c — 12.11. 


Die Durchschnitte der Curven c' und b mit der Berührungs- 
curve des Kegels а, der einem beliebig gewählten Punkte ent- 
spricht, sind die Reciproken der Tangentenebenen der Original- 
fläche, deren Berührungspunkte die Durchschnitte einer ange- 
nommenen Ebene mit der parabolischen Curve U = 0, H = 0 
und mit den 27 Geraden sind. Es giebt also 12 Punkte с’ und 
27 Punkte o; von den letzteren Punkten liegt je einer in jeder 
der 27 Geraden, von denen die Doppellinie der Reciprokalflüche 
gebildet wird. 


*) Der erste Versuch, die Wirkung der Doppeleurven und Rück- 
kehreurven auf die Ordnung der Reciprokalflüche zu bestimmen, ward 
im Jahre 1847 in zwei Abhandlungen gemacht, welche der Verfasser 
zu dem „Cambridge and Dublin Mathem. Journal“ (Vol. IT, p. 65 und 
IV, p. 188) beitrug. Erst am Ende des Jahres 1849 leitete ihn jedoch 
die Entdeckung der 27 Geraden in der Flüche dritter Ordnung, welche 
zuerst eine klare Anschauung der Natur der Reciprokalflüche einer 
Flüche dritter Ordnung vermittelte, zu der hier aus einander gesetzten 
Theorie. Sie ward zuerst vollstindiger in einer Abhandlung im Vol. 
ХХПІ der „Transactions of the Royal Irish Academy * (p. 461 f.) be- 
kannt gemacht. 
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Nun bestehen die 60 Durchschnittspunkte der Curve oa mit 
der zweiten Polarfläche, als welche von der zehnten Ordnung 
ist, aus den 9 Punkten x, den 27 Punkten о’ und den 12 Punk- 
ten o. Es geht daraus hervor, dass die letzteren Punkte doppelt 
gezühlt werden müssen, weil einer Gleichung von der Form 

9a + 275 + 12c — 60 
durch ganze Werthe von а, b, c nur für den Fall 1, 1, 2 ge- 
nügt werden kann. Diess giebt die erste Gleichung А). 

Betrachten wir nun die Punkte, in welchen irgend eine der 
27 Linien b dieselbe Fläche zehnter Ordnung durchschneidet. 
Die Punkte 8' entsprechen den Punkten, in denen die 27 Gera- 
den die parabolische Curve berühren und wir wissen aus Artikel 
290, dass in jeder dieser Geraden zwei solche Punkte existieren. 
In jeder derselben liegen ferner 5 Punkte 7 und wir haben eben 
gesehen, dass je ein Punkt o ihr angehórt. Da nun die Gleichung 

a + 2b + 5c = 10 
nur die Lösungen (1, 2, 1) und (3, 1, 1) in ganzen Zahlen be- 
sitzt, so müssen die zehn Durchschnittspunkte einer der Linien 
mit der zweiten Polarfläche entweder durch 


9 + 28 -r oder durch 39 + + 
dargestellt sein, und hier ist die letztere Form offenbar unzu- 
lässig. Wenn man nun die Curve H als von den 27 Geraden 
gebildet betrachtet, so erkennt man noch, dass die Punkte 7 je 
dreien derselben angehóren und ist so zu der Formel 

M (1—9) = е 4 28 4 3f 
geführt. 

Das betrachtete Beispiel erlaubt uns nicht, den Coefficienten 
von y in der zweiten der Formeln 4) zu bestimmen, weil Punkte 
y in der Reciprokalflache einer Fläche dritter Ordnung nicht 
existieren. Endlich werden die 240 Punkte, in welchen die Curve 
с die zweite Polare schneidet, von den 12 Punkten с" und den 
54 Punkten 6° gebildet; und da die Gleichung 

12a + 54b = 240 
nur die ganzzahligen Auflösungen (11, 2) und (2, 4) erlaubt, 
deren Letztere natürlich vorzuziehen ist, so sind durch die Be- 
trachtung dieses Beispiels alle Coefficienten der Gleichungen 4) 
mit Ausnahme des Coefficienten von y in der zweiten von ihnen 
gefunden. 
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356. Wir wollen nun auf demselben Wege die Reciprokal- 
fläche einer Fläche n'e" Ordnung untersuchen, welche keine viel- 
fachen Punkte besitzt. r 

Wir haben dann 

n —n(n—1), п — 9 = (n—2) (n? + 1), а =n (n—1); 
und nach Artikel 25 für die Doppeleurve und die Rückkehreurve 
V — {п (n—1) (n —2) (i —n? + п — 19), 
c = 4n (n— 1) (n — 2). 

Die Zahl der Rückkehrkanten des Tangentenkegels der Reci- 
prokallläche, welche der Zahl der Inflexionspunkte eines ebenen 
Schnittes der Originallläche entspricht, giebt 

x = Зп (n—2). 

Die Punkte о und с, entsprechend den Durchschnittspunk- 

ten einer angenommenen Ebene mit den Curven 
Delt, Z=0 wand Passt, RH st (Artikel:351) 
werden gefunden 

о = n(n—2) (?—n? + n— 12), d = 4n (1—2). 

Die Substitution dieser Werthe in die erste der Formeln 4 

a w—2) =K + о + 2 
macht dieselbe zu einer Identität und bestätigt sie somit. Wir 
wollen für denselben Fall zunächst die dritte der Formeln 4) 
untersuchen. 

Wir haben im Artikel 352 gefunden, dass die Zahl der 
Punkte В" 

= 2n(n—2) (11n—24) 
ist. Nun entsprechen die Durchschnitte der Doppel- und Rück- 
kehreurve der Reeiprokallläche den Ebenen, welche die Original- 
Näche in den Durchschnittspunkten der Curven 
U= 0, H—0; 07 = 0, К==0 

berühren. Wenn aber eine Ebene die Fläche in einer Curve 
schneidet, die einen eigentlichen Doppelpunkt und einen Rück- 
kehrpunkt besitzt, so ist sie schon wegen ihrer Berührung im 
letzteren Punkte allein eine Doppeltangentenebene und gehört 
daher dem System der längs der Curve U = 0, K = 0 berüh- 
renden Ebenen zweifach an, oder in anderen Worten, sie ist 
eine stationäre Ebene dieses Systems. Und da offenbar die 
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Punkte В“ unter den Durchschnittspunkten der Doppel- und der 
Rückkehreurve sind, so müssen die Punkte 
U-—0, H st, К= 60 
entweder Punkten В" oder Punkten у’ entsprechen. Indem wir, 
wie es naturgemäss ist, die Punkte 8' unter den Durchschnitten 
der drei Flächen doppelt zählend denken, erhalten wir 
y =n (4(n—2) ((n—2) (i? —n»* + п— 12)} 

— 4n (п — 2) (11n — 24) = 4n (n — 2) (n—3) (n? + 81—16). 

Wenn wir aber die vorher für d. n’, ©, В gefundenen Меге 
in die Formel 

y = c (n — 9) — 20 — 46 
substituieren, so erhalten wir für у’ den eben gefundenen Werth 
wieder und haben dadurch die dritte der Formeln А) bestätigt. 
Es wäre hinreichend gewesen, anzunehmen, dass die Punkte В 
unter den Durchschnitten von U = 0, H = 0, K = 0 als 
ш fach und die Punkte у als A fach zu zählen wären, so dass 
с (0—9) = 26 + uß + Ay 

würe, und man würde gefunden haben, dass die Formel die 
Werthe à = 1, u == 4 fordert, um erfüllt zu werden. 

Nur die zweite der Formeln 4) bleibt noch zu untersuchen. 

Wir haben aber die Werthe aller in sie eingehenden Grössen 
bis auf d bereits gegeben. Durch Substitution finden wir dann, 
dass die Zahl der dreifachen Tangentenebenen der Fläche n't Ord- 
nung durch die Formel 


6{ = n (n —2) (n' — 4n* + 7 55— 45n! + 1142? — 1112»? 
+ 548» — 960) 
gegeben ist. Man findet für » — 3 
6ť = 3.90, d.i f —45 
wie bekannt. 

Man kann dieselbe allgemeine Formel direct bestátigen durch 
folgende Schlüsse. Die dreifachen Tangentenebenen der Fläche 
U = 0 sind diejenigen nach der Curve U = 0, K = 0 sie 
berührenden Ebenen, welche sie noch in einem andern Punkte 
berühren. 

Nach -Artikel 25 gehen durch einen beliebigen Punkt 


An (n—1) (1—2) (п —п° + n—12) 
soleher Ebenen und somit giebt es 
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An (n—1) (n—2) (n? —5»* + n—12) + n (n— 1) 
unter ihnen, welche zugleich eine zweite Fläche nte Ordnung 
berühren. 

Denken wir beide Flächen sich ohne Ende nähernd und 
endlich zusammenfallend, so erscheint jede dieser Ebenen drei- 
- mal und für d" als ihre Zahl gilt die Relation 
30" = $n (n—2) (n? —4n* + 71^ —19n* + 401? — 37n? + 12n). 

Von ihr hat man die Zahl der Durchschnittspunkte der Curve 
U = 0, К — 0 mit der Schuittcurve beider noch verschieden 
gedachten Flächen aer Ordnung, also 

n? (n —9) (п — n? + n —12) 
zu subtrahieren und erhält 
3f = {л (n—2) (n! — 4n* + 1 15 — 21 nt J- 425? — 39 n? + 36n). 

Man hat ferner die Zahl‘ der Doppeltangentenebenen abzu- 
ziehen, deren einer Berührungspunkt der parabolischen Curve 
der Fläche angehört und die eine Klasse für sich bilden; also, 
da jede dieser Ebenen dreifach zählt, die Zahl i 


12n (n— 2)? (n? — n? + n—12) 


$n (n — 2) (24n* — 72n? + 72n? —336n + 576). 
Man hat endlich die Zahl 
2. 4n (1—2) (11n — 24) 

abzuziehen, die doppelte Zahl der Ebenen, welche den Berüh- 
rungen der parabolischen Curve und der Curve vierpunktiger Be- 
rührungen entsprechen, und erħält 

t = $n (n —2) (n^—4An*-F Tn — 45n! + 114n’—111n?+ 548n — 960) 
wie oben.*) 

357. Es ist im Artikel 18 bewiesen worden, dass die Be- 
rührungspunkte derjenigen Erzeugenden des Tangentenkegels aus 
einem gegebenen Punkte, welche die Fläche in zwei verschiede- 
nen Punkten berühren, auf einer Fläche von der (n—2) (n—3)'" 
Ordnung liegen. : 

Wenn nun wie vorher der Tangentenkegel ein zusammeuge- 
setzter Kegel (а + 25 + 3c) ist, so sind offenbar unter diesen 
Doppeltangenten' diejenigen gemeinschaftlichen Erzeugenden der 


oder 


*) Vergl. E. de Jonquiéres' Abhandlung a. а. О. 
Salmon, Anal, Geom. d. Raumes. 1, 33 
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Kegel а, b; b, e; c, a mit gezählt, welche die Curven а und b 
etc, in zwei verschiedenen Punkten schneiden. Wenn wir daher 
durch [ab] die Zahl der scheinbaren Durchschnittspunkte der 
Curven a und b bezeichnen, d. h. die Zahl der Punkte, in wel- 
chen diese Curven von einem beliebigen Punkte des Raumes aus 
gesehen sich zu durchschneiden scheinen, ohne diess doch in 
Wirklichkeit zu thun, so geben die folgenden Formeln die Ana- 
lyse der Durchschnittspunkte der Curven a, b, c mit der Fläche 
von der (n—2) (n — 3)!" Ordnung: 

a (n—2) (n— 3) = 28 + 3 [ac] + 2 [ab], 

b (n— 2) (n—3) = 4k + [ab] + 3 [bc], 

c (n — 9) (n—3) = 6h + [ac] + 2 [bc]. 

Nun ergiebt sich aber die Zahl der scheinbaren Durchschnitte 
zweier Curven aus der Zahl ihrer wirklichen Durchschnitte, denn 
wenn aus einem gemeinschaftlichen Scheitel über beiden Curven 
Kegel beschrieben werden, so entsprechen die gemeinschaftlichen 
Erzeugenden derselben nothwendig entweder den scheinbaren oder 
den wirklichen Durchschnittspunkten der Curven; daher hat man 
die Relationen 
*) [ab] == ab —20, [ac] = ac— 36, [be] = be —38—2y— i. 

Durch Substitution ergeben sich dann die Formeln 
a(n—2) (n—3) = 28 + 2ab + 3ac—40— 95, 

b (n—2)(n—3) = 4k + ab +3be— IB — 6у — 31—920, 4... D). 
c(n—2) (n—3) = 6h + ac + 20—68 — 4y — 2i—36,]- 

Die erste und dritte unter diesen Gleichungen werden iden- 
tisch erfüllt -durch die Substitution der in den letzten Artikeln 
für В, y, о, с, etc. gefundenen Werthe, wenn man zu denselben 
hinzufügt 

20 = n(n—2) (п2—9), i= 0 
und den im Artikel 352 gegebenen Werth von Л, nämlich 
2A = п (n—2) (16п*— 64n? + 80n?°—108n + 156). 


*) Wenn die Flüche nur eine Doppelcurve aber keine Rückkehr- 
curve besüsse, so existiert doch eine bestimmte Anzahl i von Rück- 
kehrpunkten in der Doppeleurve und die obige Gleichung erleidet die 
Modification 

[ab] = ab — 29 —i. 

Indem man dann die Ordnung der Reciprokalfliche bestimmt, wird 

die Grösse ab eliminiert. 
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Die zweite Gleichung erlaubt uns / zu bestimmen; man er- 
hält die Gleichung 


Sk = n (n — 2) (n'?^ —6n? + 16n* — 54n" + 164% — 288 në 
+ 547n!— 10587? + 1068»? — 1214n + 1464). 
, Beispielsweise für n == 3 ist k — 216, was mit den 135 wirk- 


lichen Doppelpunkten die Zahl von T: gemeinschaftlichen 


Kanten erfüllt. 
Aus diesem Ausdruck lässt sich der Rang der Abwickelungs- 


fläche, von welcher b die Rückkehrkante ist — er muss für n = 3 
gleich Null sein — mittelst der Formel 


R =b —b — 2k — 6t — 37 
bestimmen, und man erhält durch Substitution der gefundenen 
Werthe 
R = 4n (n—2) (n — 3) (n? + 2n—4). 

Diess ist daher der Rang der abwickelbaren Fläche, welche 
die Doppeltangentenebenen der gegebenen Fläche erzeugen.*) 

358. Aus den Formeln A) und B) können wir die Vermin- 
derung der Ordnungszahl der Reciprokallläche berechnen, welche 


*) Um die Theorie zu bestätigen, wäre nöthig, zu zeigen, dass diese 
Zahl R mit derjenigen zusammenfällt, welche aus dem 5. Beispiel des 
Artikel 324 abgeleitet wird. Zuerst entspricht die Abwickelungsflüche, 
welche durch die Rückkehreurve der Reciprokalflüche erzeugt wird, 
derjenigen, welche die gegebene Fläche U= 0 nach ihrer Schnitteurve 
mit der Determinantenfläche // == 0 umhiillt, und die nach dem eitier- 
ten Beispiel von der Ordnung 28 (n — 2)? sein muss; wenn wir aber 
von dieser Zahl die Zahl В subtrahieren, so erhalten wir in der That 
den vorher bestimmten Werth. 

In gleicher Art betrachten wir die Abwickelungsfläche, welche der 
Fläche V = 0 nach ihrem Durchschnitt mit X — 0 umgeschrieben 
wird (Artikel 351); wenn wir aber von der nach der Regel des erwähn- 
ten Beispiels bestimmten Ordnungszahl die Summe 4y- В + 6t ab- 
ziehen, so erhalten wir nicht R, sondern 4 R. Vielleicht ist diess des- 
halb der Fall, weil alle die Tangentenebenen, welche diese Abwicke- 
lungsflüche umhüllen, Doppeltangentenebenen sind; es muss aber zu- 
gleich ausgesprochen werden, dass es noch einige Punkte in dieser 
ganzen "Theorie giebt, welche weiterer Erklürung bedürfen, In seiner 
Abhandlung in Quarterly Journal of Mathem.“, Vol. II gab Schläfli 
die Relation 


A4R--6/—n(n—2) [n — 454-1 015— 45! + 118 22— 1152? -508n—912) , 
welche diese Werthe bestütigen. 
33* 
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durch die im Artikel 353 aufgezählten Singularitàten der Original- 
fläche erzeugt wird. 

Wenn der Grad eines Kegels von m auf (m — D vermin- 
dert wird, so geht der der Весіргокаіеп von m (m — 1) auf 
(m — D (m — 1 — 1) zurück, d. h. er wird um / (2m — 1 — 1) re- 
duciert. Nun ist der Tangentenkegel einer Fläche im Allgemeinen 
vom Grade n (n —1) und wir haben gesehen, dass dieser Grad шп 
(2b + 3c) vermindert wird, wenn die Fläche Doppel- und Rück- 
kehrcurven, wie angenommen, besitzt. Daraus entspringt dann 
eine Verminderung in der Ordnungszahl der Reciprokalfläche um 

D — (2b + 3c) (2n? — 2n — 2b — 3c — 1). 

Aber die Existenz der Doppel- und Rückkehrcurven der 
Fláche bewirkt auch eine Verminderung der Zahl der Doppel- 
und Rückkehrkanten des Tangentenkegels. Man muss von der 
eben angegebenen Zahl D die doppelte Verminderung der Anzahl 
der Doppelkanten und die dreifache von der der Rückkehrkanten 
subtrahieren, um die wahre Verminderung der Ordnungszahl der 
Reciprokallläche zu finden. Nun ist nach den Formeln А) 

x == (a—b —c) (n —2) + 68 + 4y + 3t, 
und wenn die Fläche keine vielfachen Linien besässe, so wäre 
die Zahl der Rückkehrkanten des Tangentenkegels 
= (a + 2b + 3с) (n—2); 
die Verminderung der Anzahl der Rückkehrkanten ist daher 
К = (3b + 4c) (n —2) — 68 — 4y — 3t. 

Ferner erhalten wir nach dem ersten System der Formeln 

des Artikel 357 

(a — 2b — Зс) (n —2) (n 3) = 28 — 8k — 18^ — 12 [be] 
und durch Einsetzen des Werthes von [be] daraus 

28 = (a — 2b — 3c) (n—2) (n— 3) + 8k + 18А 
+ 12be — 368 — 24y — 121. 
Hätte die Fläche keine vielfachen Linien, so wäre 
28 = (a + 2b + 3с) (n—2) (n— 3); 
die Verminderung in der Anzahl der Doppelkanten wird daher 
durch die Formel 
2H = (4b + 6c) (n—2) (n —3) — 8k — 18^ — 12be + 368 
T 24y + 12i 


bestimmt, 
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Und die ganze Verminderung der Ordnungszahl der Reci- 
prokalfläche oder 
D—3K —2H 
wird nach entsprechender Reduction 
= n (Tb + 12е) — 4b? —9c? — 8b — 15c + Sk + 18h 
— 188 — 12y — 12i + 91. 

Sie giebt für die Fläche 12' Ordnung, welche die Reciproke 
der Fläche dritter Ordnung ist, wirklich die Verminderung um 
1449 Einheiten, welche nóthig ist, damit die Ordnungszahl ihrer 
Reciprokalflüche von 12.11? == 1452 auf 3 zurückkomme. 

359. Die Formeln 4) und В) können in eine der Anwendung | 
mehr bequeme Gestalt gebracht werden. 

In Erinnerung daran, dass 

a + 2b + 3c = n (n — 1) 
ist, kann nämlich die erste der Formeln В) in der Gestalt 

a + a (— 4n + 6) = 28 — 40 — 96 
geschrieben werden, und indem man das Dreifache der ersten 
Formel 4) hinzu addiert, erhält man 
а — па = 20 + 3х — о — 36. 
Aber es ist 

a — a — 98 — 3х = п, 

der Ordnung der Reciprokalfläche, und somit 


(n—1)a — » + о + 30. 

Die Wahrheit dieser Gleichung kann auch überdiess aus der 
Bemerkung erkannt werden, dass а, die Curve der einfachen 
Berührungen für einen beliebigen Punkt, die erste Polare eines 
beliebigen andern Punktes ausser in den »' Berührungspunkten 
der durch die beiden betrachteten Punkte gehenden Tangenten- 
ebenen, іп den о Punkten, in denen die Curven а und b sich 
durchschneiden, und in den c Punkten des Durchschnitts von 
a und c schneiden muss, weil jede erste Polarflàáche durch die 
Curven b und c gehen muss. 

Wenn wir die zweite der Formeln B) zu dem Vierfachen 
der zweiten Formel 4) addieren und mit A die in Artikel 357 
gegebene Bedeutung verbinden, so erhalten wir in gleicher Art 


20 = 2R + В + 3i, 
eine Gleichung, deren geometrische Erläuterung uns nicht be- 
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kannt ist; wie auch offenbar die R Punkte in b, deren Tan- 
genten eine. beliebige Gerade schneiden, unter den o Punkten in 
b mit gezählt sind, welche die Berührungspunkte der durch diese 
Linie gehenden Tangentenebenen sind. 7 

Wenn die letzten Formeln beider Gruppen in derselben Art 
behandelt werden, und wenn wir durch S die Ordnung der ab- 
wickelbaren Fläche bezeichnen, welche durch die Curve c er- 
zeugt wird, d. h. 

S = e — e — 2h — 3p, 
so erhalten wir - 
c (n—6) = 125 + у + Si — 180. 

360. Der Einfluss der vielfachen Linien auf die Verminderung 
der Ordnung der Reciprokalflüche kanu noch in anderer Weise 
untersucht werden. Die Berührungspunkte der Tangentenebenen, 
welche durch eine gegebene Gerade an die Fläche gelegt werden 
können, sind die Durchschnittspunkte der Fläche mit derjenigen 
Curve von der Ordnung (rn — 1)”, welche der Durchschnitt der 
ersten Polarflächen von irgend zwei Punkten der Linie ist. Be- 
trachten wir nun zuerst den Fall, in welchem die Fläche nur 
eine gewöhnliche Doppelcurve von der Ordnung ^ hat. Da die 
ersten Polaren beider Punkte diese Curve enthalten müssen, so 
zerfällt die Durchschnittscurve derselben in diese Curve 5'* und 
eine complementäre Curve d' Ordnung. Als Berührungspunkte 
der durch die gegebene Gerade gehenden Tangentenebenen erhält 
man nun zuerst nicht die sämmtlichen Punkte der Fläche auf 
der complexen Curve (h + d), sondern nur die der Curve d an- 
gehórenden; daraus entspringt eine Reduction der Ordnung der 
Reciprokalflüche um bn. Aber auch nicht alle die Punkte zäblen 
als solche, in welchen die Curve d die Fläche schneidet; man 
hat diejenigen unter ihnen auszuscheiden, in welchen die Curve b 
von der Curve d geschnitten wird. Ihre Anzahl ist nach Arti- 
kel 81 

= 2b(n—2)—r, 
wenn > den Rang des Systems der Curve b bezeichnet. Nun be- 
stehen diese Punkte aus den r Punkten der Curve b, deren Tan- 
genten die willkürlich gewählte Gerade schneiden, welche die 
Scheitelkante des Tangentenebenenbüschels ist, und aus den 


{2b (n — 2) — 2r) 
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Punkten, in welchen die beiden Polarflächen sich berühren; die 
letzteren sind Rückkehrpunkte in der Doppelcurve b, d. h, Punkte, 
in welchen die beiden Tangentenebenen der Flächen zusammen- 
fallen, und sie zählen dreifach unter den Durchschnitten der 
Curve d mit der gegebenen Fläche, da die drei Flächen sich in 
jedem solchen Punkte berühren; dagegen sind die r Punkte ein-" 
fache Punkte der Doppelcurve und zählen daher für zwei. Die 
Gesammtreduetion ist daher у 
nb + 2r + 3 {20 (n — 2) — 2r) = b (7п— 12) — 4r, 

was mit der vorhergehenden Theorie übereinstimmt. 

Wenn die Curve 5 nicht eine Doppelcurve, sondern eine 
vielfache Linie der Fläche ist und der Grad der Vielfachheit durch 
p bezeichnet wird, so findet man für die Reduction der Ordnungs- 
zahl der Reciprokallläche *) 

b (p—1) (8p + 1) п — 20р (p — 1) — р? (p —1) r. 

Man erhält auch für die Reduction in der Zahl der Rück- 
kehrkanten des Kegels der einfachen Berührung den Ausdruck 

b (3 (p—1) n—p (p—1) 2p—1)) — p (p — 1) (p—2)r, 
und für das Doppelte der Reduction in der Zahl seiner Doppel- 
kanten 

2bp (p—1) n? — b (p— 1) (14p —8) n + bp (p— 1) (8p—2) 

— р? (p—1) &* +p (p—1) (4p—9) r. 

Zur Bewährung der Formel denken wir uns die Fläche n'e" 
Ordnung aus p Flächen »'* Ordnung gebildet, die eine gemein- 
schaftliche Curve Ме: Ordnung als ihren vollständigen Durchschnitt 
besitzen, also ein Büschel bilden. Dann ist 

b = т?, n — pm, г = 2m? (n— 1) 
und die Reduction der Ordnung der Reciprokallläche wird 
т? (p (p—1) (8p + 1) m — 2p (p* —1) — 2p* (p—1) (n—1)) 
= p (p*—1) m? — 2p (p—1) m’, 


also 
= тр (mp— 1) — тр (p—1), 
wie es sein muss. 
Es erübrigt, die Methode dieses Artikels auf den Fall anzu- 
wenden, in welchem die Flüche eine Rückkehrcurve besitzt. 


*) Vergl. „Transactions of the Royal Irish Academy‘, Vol. XXIII, 
p. 485. 
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361. Die entwickelte Theorie gestattet uns, bei ihrer Ап- 
wendung auf die abwickelbaren Flächen zuerst das 
Factum zu erklären. wonach die Ordnung der Reciprokalflüche 
einer solchen sich auf Null reducieren muss; sie erlaubt uns 
„überdiess, einige der Singularitäten solcher Flächen zu bestim- 
men, welche in der früheren Darstellung ihrer Theorie nicht ge- 
geben werden konnten. (Vergl. Artikel 68.) Wir gebrauchen 
die Bezeichnungen jenes Abschnitts. 

Der Tangentenkegel einer abwickelbaren Fläche besteht aus 
n Ebenen und besitzt daher keine Rückkehrkanten, aber 4n (n— 1) 
Doppelkanten. Die Linie der einfachen Berühruug besteht aus 


n Geraden, л Linien des Systems, von denen jede die Rückkehr-. 


kante in m und die Doppellinie æ in (r — 4) Punkten durchschuei- 
det. Die Linien m und 2 durchschneiden einander in den « Punk- 
ten, in welchen sie die stationären Ebenen des Systems berühren ; 
denn da in denselben drei auf einander folgende Linien des Sy- 
stems in der nämlichen Ebene liegen, so giebt der.Durchschnitts- 
punkt der ersten und der dritten unter ihnen einen Punkt der 
Linie a.*) 

Wenn wir also links die Bezeichnungen des gegenwärtigen 
Kapitels und rechts die des Kapitels II angeben, welche durch 
sie vertreten werden, so erhalten wir die folgende Tabelle: 

n = r, a == п, b= g, с = m, o= n (7—4), 

gum n;a = 0p = p h —= 3, а; 
und die Grössen /, y, k bleiben zu bestimmen. 

Indem wir diese Werthe in die Formeln A) und B) der Ar- 
tikel 353 und 357 einsetzen, erhalten wir das folgende System 
von Gleichungen: 

n (r—2) =n {2+(r-4)}; 

æ (r—2) = n (7—4) +28 +37 +31, 

m (r—2) = 2n t 48 +7, \.o 
п (r—2) (7—3) = n ((n—1) 4-22 + 3m — 4 (7—4) -——9), E 
x (r—2) (r—3) == Ak-Enxz-4-3ma—98—6y—3o—2n (r—4), 

m (r—2) (r—3) = 6A + mn + 2mx — 68 — 4y —2« — Зп. 


*) Das Hervortreten dieser Punkte i in dem Beispiel der abwickel- 
baren Flüchen veranlasste den Verfasser zu ihrer Einführung in die 
allgemeine Theorie. 
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Von diesen sechs Gleichungen ist die erste eine Identität und 
die vierte wird zu einer Identität auf Grund der im Artikel 65 
bewiesenen Relation 
r(r—1) = 2x + 3m + n. 
Die Elimination von y zwischen der dritten und sechsten 
Gleichung liefert die Gleichung 


m (r — 1) r = 6^ + 108 — 2« + visu E Sed 1), 
welche durch die vorige auf - 
6h + 108 — 2« + 5n m (3n —2) = 
oder auf die Summe von 
6^--88 + п = Зт (т —2) und 2(B—a) = 4(m— n) 
reduciert wird, die unter den Relationen des Artikel 66 stehen. 

Die drei übrig bleibenden Gleichungen bestimmen die drei 
Grössen, deren Werthe früher nicht gegeben werden konnten, 
nämlich £, die Zahl der „Punkte in drei Linien“, die dem System 
angehóren; y, die Zahl solcher Punkte des Systems, durch welche 
je eine nicht zunächstfolgende Linie des Systems hindurchgeht; 
und Ж die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte in der Knotenlinie 
der abwickelbareu Fläche. 

Wenn diese Gróssen bestimmt sind, so kann man durch 
Buchstabenvertauschung die reciproken Singularitäten, nämlich 
die Zahl der „Ebenen durch drei Linien“, die dem System ange- 
hören, etc., erhalten. 

Nach Artikel 359 ergiebt sich auch der Rang der Abwicke- 
lungsfläche, welche die Curve ж zur Rückkehrkante hat. Denn 
es ist 

2R — 2n (r —4) — B — 3a. 

Beispiel 1. Man soll die vorher entwickelte Theorie auf 

den Fall desArtikel67 anwenden, d.h. auf dieEnveloppe von 
al* + kbt^— + EG ci^—? + etc. = 0. 

Man findet 

y = 6 (k — 3) (k—4, 31 = 4 (k— 3) (k— 4) (k — 5), 

k == (k — 3) (2k? — 18%? + 57 k— 65), R = 2 (k—1) (k — 3). 
Und für die reciproken Singularitäten 
y=2(k—2) (k—3), A = 4 (#—2) (k—3) (k—4), 

K = (k—?) (k—3) (2k?—10k + 11), А = 6 (k—3)?. 
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Die Ordnung der Bedingungen, unter welchen die Gleichungen 
ai^ + (k— 1) bi + ete. = 0, 
ЫК + (k—1) =? + etc, = 0, 
drei gemeinschaftliche Factoren besitzen, ist 
__ (2k—4) (2k—5) (2k — 6) 
ETE ЕУ ДЕ Ку уэе Aë, 


in der That die Summe der drei Zahlen f, у, t. 


Beispiel 2. Für die Durchschnittscurve zweier Flüchen, 
für welche die Summe der Ordnungszahlen — p und das 
Product derselben = g ist, erhält man 1 

7==4(@—?@—6р + 10). 

Diess folgt aus den Formeln des Artikel 80, kann aber auch direct 
bewiesen werden. Denn sind U = 0, У = 0 die Gleichungen derselben 
von den respecliven Graden m und л und bildet man die Bestimmungs- 
gleichungen der Punkte, in welchen die Verbindungslinie zweier beliebi- 
gen Punkte die Flüchen schneidet, 

дт—2 
mU + 1”—1вдй + — 200 4 ete. = 0, 
yy 
1:72 ; 
so ist für jene Gerade als eine Linie des Systems und (дү, 2, Vys L4) 
als ihren Berührungspunkt zugleich 


T=0, Ў=0, 4107 =0, II —0. 


Die Substitution dieser Werthe und die Elimination von A, ш giebt 
die Bedingung, unter welcher dieselbe Linie die Curve U = 0, V = 0 
ferner durchschneidet, als vom Grade (m —2) (n —2) in (жү, 2, 23, X4) 
und vom Grade (mn — 4) in Lei, a^, 273, 2 d Da sie aber für jeden 
Punkt der Linie erfüllt sein muss, so wird das Resultat der Elimination 
von «ү, 2^, Lg, a^, zwischen ihr, den beiden Gleichungen der Linie , 
AU = 0, AV = 0 und der Gleichung einer beliebigen Ebene 


4%, + ах + аа, + а — 0 


2 
2 
ДУ + ес. = 0, 


му + uar + 


von der Form 
П (аж, + а, + азс + ац)" 


sein, so dass JI vom Grade 
(m —2) (n—2) + (mn —4) (m + n—3) 


ist. Die Durchschnitte der Fläche H = 0 mit U = 0, V = 0 sind 
aber die Punkte y und ihre Zahl ist also für m + n = p, mn = q, 


= g(pg—24— 6р + 16). 
Ferner ist 
R = 3g (p—?) {4 (p—3) —1j. 
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Beispiel 3. Man soll die Singularitäten der abwickel- 
baren Fläche finden, welche durch eine Gerade erzeugt 
wird, die eine gegebene Curve stets zweimal schneidet. 

Die Ebenen dieses Systems sind „Ebenen durch zwei Linien“ des 
Originalsystems, so dass die Klasse desselben gleich y ist. Die übrigen 
Singularitäten sind die reciproken von den Singularitäten des Systems, 
dessen Rückkehrkante æ ist, und die oben berechnet worden sind. Der 
Rang des Systems oder die Ordnung der abwickelbaren Fläche ist daher 
durch die Formel 

2 R' = 2m (r —4)— а — ЗВ 
gegeben. 

362. Da die Ordnung der Reciproken einer Regel- 
fläche immer der Ordnung der Originalfläche gleich 
sein muss, so hat die Theorie der Reciprokalflächen 
diese Reduction zu erklären, 

Wir beginnen mit speciellen Fállen dieser Theorie, um so- 
dann allgemeine Ergebnisse darzubieten, die in neuester Zeit 
durch eine Untersuchung von Cayley*) gewonnen worden sind. 

Die Gleichung der Fläche entspringe aus der Elimination des 
Parameters 1 zwischen den Gleichungen 

at^ + bt^— + etc, = 0, dt + Wt + еіс. = 0, 
in welchen «, «', etc. lineare Functionen der Coordinaten sind. 

Man hat u == k + 2 als Ordnung der entstehenden Regel- 
fläche; sie besitzt eine Doppellinie von der Ordnung 

$ (&—1) (y. —2), 
in welcher dreifache Punkte in der Anzahl 
$(&—2) (и — 3) («—4) 
existieren, Die Anzahl ihrer scheinbaren Doppelpunkte wird ge- 
funden durch 
2k = $ (u—2) («—3) (à — 5u + 8) 
und die abwickelbare Fläche, welche durch sie erzeugt wird, ist 
von der Ordnung 


2 (u—2) (y —3). 
Man findet dann 
a = 2 (u—1), b= (0—1) (0—2), # = 3 («—2), 
à — 2 (u— 2) (u — 3); 


*) Vgl. ,,Philosophical Transactions‘‘, Vol. CLIII, 1863, p. 453—483. 
Der Herausgeber verdankt der Güte ihres Verfassers die rechtzeitige 
Kenntniss dieser Abhandlung. 
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Werthe, welche mit der Theorie übereinstimmen , nach welcher 
(Artikel 358) die Zahl der Rückkehrkanten des Tangentenkegels um 
3b (u —2) — 3t 

und die der Doppelkanten um 

2b (n— 2) (n—3) — 4k 
vermindert werden. Bei der Prüfung der Formeln 2) muss die 
Anmerkung des Artikel 357 (p. 514) berücksichtigt werden. 

Wenn ferner die Regellläche durch eine Gerade erzeugt wird, 
die in zwei festen Geraden und einer Curve von der Ordnung ш 
sich fort bewegt, so ist sie von der Ordnung 24 (Artikel 209) 
und jede der beiden Geraden ist vielfach im Grade ш. Nun ist 
die Wirkung zweier vielfachen Linien, welche sich nicht durch- 
schneiden, auf die Verminderung der Ordnungszahl der Recipro- 
kalflàche nothwendig die Summe ihrer Einzelwirkungen. In Folge 
dessen sind die Formeln des Artikel 358 anzuwenden und man 
erhält für 

p= н, п = 2и 
die Reduction der Ordnungszahl der Reciprokalfläche 
= 8p (ы. — 1), 
welches eben wie es soll die Differenz zwischen 
2u (2u —1) und 2p ist. 

Man muss jedoch bemerken, dass die fragliche Regellläche 
eine Anzahl vielfacher Erzeugenden ausser den vielfachen Direc- 
trixen besitzt (Artikel 211), und hat zu beweisen, dass diese auf 
die Ordnungszahl der Reciprokallläche keinen Einfluss haben. Ist 
À die Anzahl solcher Geraden, so ist der Grad des Tangenten- 
kegels um 24 kleiner als er sonst gewesen sein würde; aber 
zugleich ist auch die Zahl der Rückkehrkanten dieses Kegels 
um 64 kleiner als sie sonst gewesen wäre. Denn es ist ge- 
zeigt worden, dass die Zahl der Rückkehrkanten um das Drei- 
fache der Zahl von Punkten vermindert wird, wo eine Doppel- 
linie die zweite Polarflüche, hier von der Ordnung (24 — 2), 
durchschneidet; da aber die Directrixen vielfache Linien in dieser 
Fläche vom Grade (u — 2) sind, so haben wir das Doppelte dieser 
Zahl von (2н — 2) zu subtrahieren und erhalten 2 als die Zahl 
der Punkte jeder Doppellinie, welche die Zahl der Rückkehrkan- 
ten beeinflussen. Da nun die Zahl der stationären Tangenten- 
ebenen nach wie vor gleich Null ist, so bleibt der Grad der Re- 
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ciproken des Kegels unverändert, weil gleichzeitig der Grad des- 
selben um eine Anzahl und die Zahl seiner Rückkehrkanten um 
das Dreifache derselben Anzahl vermindert werden. 

363. Wir benutzen für die allgemeine Untersuchung die 
Bezeichnungen der Artikel 209, 211, so dass die Ordnungen der Di- 
гесігіхсигуеп respective тү, т,, ete. sind und wollen für die ent- 
sprechenden Rangzahlen e? analoge Bezeichnung r,, r,, etc. hier 
einführen. 

Die Untersuchung, die wir hier hinzufügen, hat als Haupt- 
zweck die Bestimmung der Doppelcurven im allgemeinen 
Falle, also die Ergänzung dessen, was im Artikel 207 gelehrt ist. 
Dann ergiebt sich nach dem Vorigen die Anwendung auf die Theorie 
der Reciprokalflàchen. 

Wenn man die Regellläche betrachtet, deren drei Directrix- 
curven von den Ordnungen m,, m,, m, sind, und jede derselben 
nach dem Grade ihrer Vielfachheit zählt, so bildet man die Summe 
DD (тү, m,, ту) = тү.} mymy (mma — 1) + m,.4m;m, (mym,—1) 

+ ту. mm; (тут —1) 
= $ mmm; (тут, + mm, + туту — 3). 

Soll dagegen jede Erzeugende eine Curve m, doppelt und 
eine Curve m, einfach durchschneiden, so werden die aus einem 
Punkte der ersteren respective beschriebenen Kegel von den Ord- 
nungen (m, — 1) und m, und bestimmen die erste Curve als 
(m, — 1) т, fach; aus einem Punkte der Curve m, geht ein Kegel 


nach тү, welcher 7, oder {+ m, (m,— 1) — 4} Doppelkanten 


besitzt, so dass die zweite Curve in diesem Grade vielfach ist. 
Dieselbe Bildung wie vorher giebt nun 


DD (m,*, m) = m,. $ (m —1) m, [(m, —1)m, —1) 


+ m4 {4 m, (m — 0—71} fym m—=1)— 3 "— e? 
кет, {+ т (m m, —1) (m, — 2) ж Tom, (m,—1) (m, 
—5 Um (m —1 + 


+ m, (m, —1) ü m, (m, —1) (m, —2) + 4 m, (m,—1)). 
Die Fläche der Linien durch drei Punkte bei einer Curve m, 
zeigt durch die Bemerkung, dass die Zahl der Doppelkanten eines 
Kegels vom Grade (m, — 1) 
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= 0506. x 


= 4m (m—1)— m +2- 5 


‘ist, jene Curve als vielfach von demselben Grade und daher 
DD (m?) = m, .4 {+ (n, —1) — m, EE 


{ат mm +2— 4-1} 
= bm, (m —1) (m —2) 14 (m, — 3) (m, —4)+m, 2) 
— Am, m —1) (m,—23) +1 -7 ; 
Die Bezeichnung der Factoriellen 
n (n—1) (n— 2)... (n—i—1) = [а] 
gestaltet diese wie die folgenden Formeln etwas bequemer, Man hat 
j 2 
DD (т, mj) == m, A [т] - [m] 8 (2—1) +4 
+ m} A m)? +4 [m9 А, 
DD (nj) — Hm’ + Hm E 4n? — A (Снт) E т. 
Die speciellen Werthe von 
DD (1,1, mj, DD(1,m,, mj, DD (1, mj) 


bildet man darnach leicht. 

364. Wenn wir die Durchschnittspunkte einer Curve m, mit der 
Regellläche betrachten, welche die Directrixcurven m,, m,, m, hat, 
so geht durch jeden dieser Punkte, deren Anzahl das m, fache der 
Ordnung der Regelfläche ist, eine Gerade, die die vier Curven 
mh, my, my, m, schneidet. Bezeichnen wir durch G (тү, m5, m, т) 
die Zahl jener Geraden und durch R (m,, m,, my) diese Ordnungs- 
zahl, so ist 


G (m,, m,, ms, ту) = m,. R (тү, my, ту). 
Daraus folgen 
R (m,, m,, m4) = G (1, тү, m, ту) = ms. R (1, m,, m,) 
= m, .&-(1,:1, m, m, = m,m,. R (1, 1, mal 
== тут,.С (1, 1, 1, m,) = mmm R (1, 1, 1) 
== mmm. G (1, 1, 1, 1) = 2m,m4ms, 
das Resultat des Artikel 209, und damit 
С (тү, m, my, ту) = 2m, тутт. 
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Ebenso ist 
G (m,?, m,, ту) == m,m; G (1, 1, т) = mmg . R (1, m?). 
Die Bestimmung der Zahl von Geraden, welche zwei Gerade 
"einfach und eine Curve m,'" Ordnung zweifach schneiden, lässt 
sich an dem Fall der ebenen Curve dieser Ordnung erläutern. 
Die Ebene der Curve schneidet die beiden Geraden in zwei Punk- 
ten, deren Verbindungslinie mit der Curve m, Punkte gemein 
hat und die daher j m, (m,— 1) Gerade vertritt, welche die bei- 
den Geraden einfach und die Curve zweifach schneiden. Ausser- 
dem geht durch jeden Doppelpunkt der Curve eine Gerade dieser 
Art und die gesuchte Zahl ist daher in diesem Falle 
G (1, 1, m?) — ^, + 3 m, m —– 1) 
und daher allgemein nach der Anzahl der scheinbaren- Doppel- 
punkte 
h = Xm, (т —1) — Ce 
G (1, 1, m?) = m, (m4—1) — 


Also auch 


I 


G (m, ma, ту) == тут, Im, (m —1) — al. 

Eine ähnliche Betrachtung führt noch zur Bestimmung von 
G (m,?, т,?). 

Sind beide Curven eben und A,, A, die respectiven Anzahlen 
ihrer Doppelpunkte, so schneidet die Schnittlinie beider Ebenen 
die Curve m, in m,, die Curve m, in m, Punkten, sie ist also 
als Vertreterin von 

$ m, (m, — 1). $ m, (m, — 1) 
Geraden zu betrachten, die die Curven je zweimal schneiden; zu 
ihnen kommen die A, л, Linien, welche die Doppelpunkte der einen 
mit denen der ibt Curve verbinden; man hat also nach den 
Werthen von Ж, A, für räumliche Curven 


6 (m,?, mg) = тт, (m 1— 1) (m, — 1) — 5 im (m, — 1) 


rır, 


=- 24m (m,— 1) + ^ 


365. Für die Ermittelung der Ausdrücke für G (1, m,?) und 
G (m,*) dienen gewisse Functionalgleichungen, welche die Aus- 
drücke G erfüllen müssen. Wenn die Curve m, durch das System 


^ 
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zweier Curven m,, m,' ersetzt wird, so tritt an Stelle von r, die 

Summe von (r, + тү). Bezeichnet G (m,) dann eine der Func- 

tionen G (m,, my, mg, mj), G (тү, m}, ту), G (тү, ms"), so ist 

immer . 
a) Em +m’) == 6 (m) + € (mj). 

Ebenso ist für G (m,?) als Vertreter von G (m,?, m,, m), 

С (т;?, mj) j 
b) G[(m, + m/f] = € (m) + € (m, т) + G (m^); 
für G (m,?) als Vertreter von G (m,?, m) 
d Elm 4-m,)*] = G (m?) + G (т, т) + G (m,m?) + € (mj), 
und endlich 
d) G[(m, + m,)*] = € (m,) + € (т,%, т) + G (m, т?) 
F С (т, m4) + € (түз). 

Man kann diese Gleichungen durch die gegebenen Werthe 
bestätigen; sie führen aber zur Bestimmung der G Formeln unter 
der Voraussetzung, dass diese Zahlen als Functionen der m und r 
allein erscheinen müssen. Denn die Gleichung a) ist von der 
Form 

f p (m, + тү) = p (m) + Ф (т), 
und die allgemeine Lösung derselben ist 
Фф (m) = am + б.т; 

die Gleichungen b), c) und d), die respective voraussetzen, dass 
С (ту, тү), G (m2, тү) und G (ту, m7), G (т, т) und 
G (m,?, тү?) und G (тү, m,?) bekannt seien, sind von der Form 

p (m, + тү) = фт + pm,’ + funct. (m,, ту) 
und aus einer particulären Lösung ergiebt sich daher die allge- 
meine Lösung o (m,) durch Addition von (em, + fr). 

Wir bestätigen zunächst den vorher gefundenen Ausdruck 
für G (1, 1, mj?) 

Bezeichnet G (m,?) eben den fraglichen Ausdruck, so ist 
G (тү, тү) der Ausdruck für G (1, 1, m,, тү), somit gleich 
2m,m,. Also isl 

€ [(m, + m,'*] С (т?) — G (т?) = 2mm, 
und diess ist durch 
G (т?) = m, (m—1) 
befriedigt, so dass 
€ (1,1, ту?) = m,(m,—1) + «т, + fr, 
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sein muss. Ist aber die Curve m, ein System von m, Geraden, 
so dass 
туо == тц, т == 0 
ist, so wird 
G (1, 1, т?) = m, (m, —1) 

und für die Curve als einen Kegelschnitt, oder m, = 2, r; = 2 
ist G (1, 1, m," == 1; daher sind с = 0, В = — 4 die Werthe 
der Constanten und man erhält wie im Artikel 364 
n 
= 

Bezeichnen wir ferner G (1, mj?) durch 6 (m,?), so stehen 
G Im, тү), С (тү, тү?) für G (1, mi, m," und G (1, ту, т"), 
deren Werthe 


G (1, 1, m’) = m, (n, —1) — 


= т {у bm 1) — = 
sind, und wir haben 
G [(m, + m] — € (m?) — € (т?) Я 
= тү Im. (m, — 1) — 2) Tom, Im; (m —1) — iy 
eine Gleichung, die die particuläre Lösung 
G (m?) = $ m (m—1) (m—2) — m I 
zulässt. Es ist also 


G (1, m?) = kam (m,— 1) (m, —2) — m, = + am, + Gr 


Für ein Liniensystem oder m, — 0, r, == 0 ist nun 
G (1, m?) = d m, (m —1) (m, —2) 
und für eine gewundene Curve dritter Ordnung, oder ж, = 3, 
ps 4 


G (1, m?) — 0, 

also а — 0, В = 1 und somit 
G (1, m4?) = {+ ( (m,—1) — E. 

366. Daraus ergeben sich die Werthe für 
G (m, т), G md m?) und Є (т, m”), 


(m, — 2) 


nämlich 
Salmon, Anal, Geom, d. Raumes, 11, 34 
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rs "gr Y 
my (ти 1) m m) — 2] E (m m — 1) — ту}, 
Tu CN 
m om be — E} 0-3; 
daraus also als die Summe dieser Gróssen der Werth von 
€ Um + m,*] — € (m) — € mi 
und dem entsprechend die allgemeine Auflósung 
1 
G (т) = Ze m, (m, — 1) (m, — 2) (m,—3) 
2 
т 08 010) 2} + H am + fn. 


Zur Bestimmung der Constanten bemerken wir, dass für ein 


System gerader Linien oder m, = m,, r, == 0 sich 

G (m) = m (m —1) (m —2) (m —3) + m, 
ergeben muss, also с — 1; während für einen Kegelschnitt oder 
m, == 2, n — 2, G (m!) = 0 sein muss, so dass В = — Е 


ist. Daher ist 
G (m,*) == S m, (m, —1) (m, — 2) (m, —3) + m, 


— 3. {2m (m—1) — 8m, + 22—5)- 


Unter den speciellen Fällen dieser Formel ist die Curve der 
Ordnung ру, welche der vollständige Durchschnitt zweier Flächen 
von den Ordnungen p und 4 ist, und für die daher 


ri = рд (p + « — 2) 


ist. (Artikel S0). Wir haben bereits im Artikel 321 von ganz 
anderen Betrachtungen aus dasselbe Ergebniss gefunden, welches 
der Vollzug dieser Substitutionen in die jetzt erhaltene allgemeine 
Formel liefert. 

Sei ferner die Curve auf einem einfachen Hyperboloid ge- 
legen und ihre Ordnung m, = p + g, wo p und g die An- 
zahlen der Punkte bezeichnen, welche sie mit den Erzeugenden 
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der ersten und zweiten Art respective gemein hat, so ist 7, = 2 py 
und man findet 


G (m,*) = {p (p—1) (p—2) (p—3) + 4(@—1) @—2) (@—3)} 


— 29 (p — 1) (р — 2) (p—3) — 2p (@— 1) (g — 2) (g — 3). 

Die Formel ist anwendbar auf die Fálle p — g — 1, oder 
den Kegelschnitt; auf die Curve dritter Ordnung p = 1, 4 = 2; 
die Curve vierter Ordnung aus zwei Flächen zweiter Ordnung 
p = 9 == 2; die Curve vierter Ordnung aus der Fläche dritter 
und der zweiter Ordnung p = 1, g = 3; die Curve fünfter 
Ordnung aus denselben Flächen p. = 2, q — 3 und die Curve 
sechster Ordnung, welche aus ihnen als vollständiger Schnitt her- 
vorgeht. Sie liefert für alle diese Curven den Werth Null, wie 
es sein muss, und ist auf alle Curven hóherer Ordnung auf dem 
Hyperboloid nicht anwendbar, da bei diesen die Erzeugenden des 
Hyperboloids selbst unendliche Schaaren solcher Geraden geben, 
die also nicht in bestimmter Anzahl existieren. 

Zudem liefert die nämliche Betrachtung die Anzahl der dop- 
pelten Erzeugenden, welche der Regelfläche angehören und damit 
theils Bestätigung, theils Ergänzung des im Artikel 211 Gegebe- 
nen. Man hat oflenbar 

DG (тү, mg, my) == G (m,?, mg, ту) + G (тү, al, my) 

+ 6 (m, my, m), 

DE (m,?, m) = 36 (m,?, mj) "+ € (m2, adi, 

DG (m?) = 66 (m); 
also durch Einsetzen 


рб (тү, т, ту) — m m,m (m, + m, + m, — 3) 
ri T) "3 
— m» mna э Ge mam, э == MM, 9 ` 
nur der Form nach verschieden von dem Resultate des Artikel 211. 
Sodann 


3 
DG (m,?, m,) == т, (m, — 2) fm, (m, —1) — = 
+ m, (m4 — 1) {+ m, (m, —1) — al 24 m, (m —1) — a, 
DG (m?) = km (m, —1) (m, "m. (m,—3) + бт, 
3r 
— a {3m (m, — 1) — 12m, + 33 — an, 
34* g 
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Insbesondere also 


DG (1, 1, m) = m; (m, —1) — 5 
ri fa 
DG (1, т, m) = mm, (m, + m,— 2) — my m 
? 37 
DG (1, т?) = [m m —1) — 0 (m — 9) 


Für Curven dritter Ordnung ist also beispielsweise 
рс (3, 3, 3) = 108, DG (3°, 3) = 10, 26 (3°) — 0, 
De, 8,.3) —— 24... DG (1, 3°).==.0. 

367. Bei der Untersuchung der vorigen Artikel sind über- 
diess die folgenden speciellen Fälle der Bestimmung der 
Ordnung einer Regelfläche mit erhalten worden 

zi 


В mn, mj) = m; lv. (m, —1) — af 


R (т?) = {+ m, (n, —1) — a) (m, —2). 


Man hat speciell 
R (1, mj?) == m, (m, —1) — 3b 
für die Curve dritter Ordnung — 4. 
Setzt man die Curve als auf einem Hyperboloid gelegen vor- 


aus, so dass m, == p + g, тү == 2p ist, so wird 
В (mj?) = $»(p—1)(»—2) + $g (0—1) (0—2); 
die Fläche ist das (4 p(p—1) (p—2) + 4 7 (0—1) (g— 2)) fach 
zu zählende Hyperboloid. Ist die Curve ein Liniensystem, oder 
m, = My 7 == 0, so ist 
R (т?) = $ m, (m, —1) (n, —2); 
die Fläche ist von den 4 m, (m, — 1) (m,—2) Hyperboloiden ge- 
bildet, welche aus den möglichen Ternen dieser Linien ent- 
stehen können. | 
Ist die Curve der vollständige Durchschnitt zweier Flächen, 
also m, = m, rı = pg (p + g — 2), so erhält man dieselbe 
Formel für die in Rede stehende Ordnungszahl, wie sie im Arti- 
kel 320 durch directe Untersuchung hergeleitet worden ist. 
Ist sie ferner von solcher Beschaffenheit, dass zwischen den 
Coordinaten jedes Punktes in ihr die Relationen 
2:230: use 4: B: С: р 
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bestehen, wo 4, В, C, D rationale ganze Functionen eines Pa- 
rameters œ sind, so kann ebenfalls die aus den dann geltenden 
Werthen A = } (m—1) (n — 2) und r, = 2(т— 1) hervor- 
gehende Formel 

R (и?) = 4 (n—1) (n—2) (m—3) 
direct bestätigt werden. Wenn man die Gleichung einer Ebene 


Bx, + he + ha, he, = 0 
so bestimmt, dass drei der Schnittpunkte, welche sie mit der 
Curve erzeugt, in gerader Linie sind, so erhält man zwischen 
den & eine Gleichung eines gewissen Grades, welche die Gleichung 
der Regelfläche in Ebenencoordinaten ist; jener Grad ist die 
Klassen- und somit auch die Ordnungszahl der Regelflàche. 
Ist nun œ aus der Gleichung 


&4 + EB + 56 + 60 = 0 
bestimmt, so sind die Wurzeln o, ©, ..., c, derselben die 
den Durchschnittspunkten der Ebene und der Curve entsprechen- 
den Parameter, und wenn drei unter ihnen in gerader Linie, 
d. h. mit einem willkürlichen vierten Punkte (&', &,, &,, &,) in 
einer Ebene sind, so ist 
Е. &. b. & | 
4, В, G, DJ 0 
4, By €, D | à 
P О TEE 
Bildet man dann das Product 17 aller den móglichen Ternen 
der m Wurzeln entsprechenden Gleichungen dieser Art, so ist 
dasselbe in Bezug auf alle Wurzeln symmetrisch und die darin 
erscheinenden symmetrischen Functionen derselben können durch 
ihre Werthe in den Coefficienten ersetzt werden; man erhält also 
die verlangte Relation zwischen den &. Sie enthält 
dm (m—1) (n —2) 
Glieder, wovon 4 (m—1) (m—2) die Functionen A,, Du, Ci D, 
der Wurzel o, enthalten; die Form von IT ist daher 


GE, &, EFI (о, pm uu, qp, .. 
oder nach der Substitution 


bd RU us RFT. 


Die obige Determinante ist nach ihrer Form durch 
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(о,—®„) (0—0) (оу — 0), das Product I7 also durch 
П (w; — c) (о — og) (0 — ву) 
theilbar, und da diess Product 4 m (m—1) (m — 2) lineare Fac- 
loren, und das Product der Differenzenquadrate der Wurzeln 
m (m— 1) lineare Factoren enthält, so dass nach den Gesetzen 
der Discriminanten 
П (o,— mal (e, — og) (0—03) = (5, E, & $) 


ist, so bleibt nach Unterdrückung dieses Factors П von der Form 


TAE SUNT TA ДЫ. БЫЛ. ECH, 
Ferner verschwindet die Determinante für 


E, &, E, Е = (4, Ву, б,, Dj), (45, By, €), Dj), 
(45, Вз, бу, Dy), 


und das Product I7 enthält daher ferner den Factor 


GE AH ZK EE 


so dass endlich П als von der Form 


dh dn gre 
übrig bleibt und der Grad der Regelflüche also 4 |m — 1]? ist. 
Dass in der That für diese Curve die Zahl der scheinbaren 
Doppelpunkte — A (m—1) (m— 2) sei, bestätigt die folgende 
Untersuchung. Angenommen eine Gerade durch den Punkt 


[т—1]% 


Бр = & = é = 0 habe mit der Curve zwei Punkte von den 
Parametern о, o, gemein, so sind diese durch die Gleichungen 
ONT; eg? 

4 B Сс, 

bestimmt. Schreibt man diese in der Form 
4B,— 4B y A46 — dÉ 0 
о, — 0, ` Oj — Ф, 


und behandelt die Parameter als Coordinaten, so gehört jede die- 
ser Gleichungen zu einer Curve der Ordnung 2 (m— 1), die je 
einen (m— 1) fachen Punkt in den unendlich entfernten Punkten 
der Achsen hat. Die Zahl ihrer Schnittpunkte ist. somit 

= 4 (т — 1) — 2 (n —1} = 2 (m— 1}, 


und sie besteht aus den gesuchten und den m (m—1) fremden 
Punkten, für welche 4, = 0, 4, = 0 und für welche o, = w, 
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ist; die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte ist daher 
== 4 (1—1) (m— 2). 

Endlich kann auch R (1, m?) für diese Curve direct bestimmt 
werden; es ist die Zahl der Geraden, welche zwei gegebene Ge- 
rade & == ©, == 0, а, == x, = 0 und die Curve selbst zwei- 
fach durchschneiden. Man hat für sie die Bedingungen 

A c We MEN 
4 A 0 Dy 
und kann sie in der Form 
Gr Denis тё Mm €, D, — C,D, 23 0 
ot — 04 — 0% 
schreiben und e,, о, als Coordinaten behandeln. Die Zahl der 
Schnittpunkte beider Curven ist 2 (m — 1)* und die Zahl der frag- 
lichen Geraden oder 
В (1, m?) = (n—1). 

368. Wir kommen nun zur Untersuchung der Knoten- 
linien, welche die Regelllächen ausser den vielfachen Leitcurven 
und den doppelten Erzeugenden besitzen kónnen. Die directe 
Bestimmung ihrer Ordnungen kann in den Fällen der 

R (1, m, mj) und А (1, m?) 
geleistet werden. In den allgemeineren Fällen 
R (тү, m,, т), R (m, m) und В (m?) 
führt eine indirecte Untersuchung zum Ziel. 

Bezeichnen wir die gesuchte Ordnungszahl im ersten Falle 
durch D (1, m,, m,) — im zweiten durch D (1, ж?) — und 
denken durch die geradlinige Directrix eine Ebene gelegt, welche 
die erste Curve in ту, die zweite in m, Punkten schneidet, so 
sind die Geraden, welche einen Punkt der ersten Gruppe mit 
irgend einem der zweiten verbinden, Erzeugende der Regelfläche 
R (1, тү, m,) und. ihre Schnittpunkte sind Punkte der Doppel- 
curve D (1, m, m,), an Zahl = 2. } ж, (m, — 1) 4m, (m, — 1). 
Diese Zahl wird zur Ordnungszahl der Doppelcurve ergänzt, wenn 
man die а Punkte noch hinzufügt, welche der geraden Directrix 
selbst in der Doppeleurve angehören. Dann ist 


D (1, тү, m) = $ m (m —1) m, (m,—1) + a. 
Jene Punkte а sind unter den Rückkehrpunkten in der ge- 
raden Directrix, deren Gleichungen a, = æ, == 0 sein mögen; 
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da sie eine әл, әт, fache Linie ist, so ist die Gleichung der Regel- 
fläche von der Form 

Lé меу ўа, а)" = 0, 
wenn 4,...Functionen der Coordinaten vom Grade mm. sind. 
Daher ist die Zahl der Rückkehrpunkte in jener Directrix 

= 2 тут, (m,m,—1); 

aber diese Zahl besteht aus vier verschiedenen Summanden, 
nämlich der Zahl « der Punkte, in denen die Gerade die Doppel- 
curve schneidet, der Zahl der Punkte, in denen sie die Regel- 
flache R (m,?, m,) und der Zahl derer, in denen sie die Regel- 
fläche R (m,, m5?), endlich der Zahl derer, in denen sie die ab- 
wickelbare Fläche (m,, m;) schneidet. Die zweite und dritte unter 
diesen Zahlen sind 


r 
R (ms m) = т, Ím, (m —1) — DÄ 
R (ту, m?) = m, Im, (m,—1) — : г 


die Ordnung der abwickelbaren Fläche ist*) 
S = m,r, + mr, 
-und man findet daher 


*) Cayley a. a. О. p. 482 sagt zur Erläuterung und Demonstra- 
tion Folgendes: Die Schnitteurve zweier Flächen von den Ordnungen 
p und g ist von der Klasse pq (p + q — 2) oder pq (q — 1) + qp (p— 1); 
reciprok ist die gemeinsam umgeschriebene Ahwickelungsflüche zweier 
Flichen von den Klassen p und g von der Klasse pg und der Ordnung 
pq (9—1) + qp(p—1). Ebenso wie eine Fläche p'e" Ordnung in eine 
Abwickelungsflüche p'** Ordnung’ degeneriert, wird die Fläche niert Klasse 
in eine Curve dieser Klasse übergehen; von Singularitäten abgesehen, 
ist dann ihre Ordnung = (p—1) р. Ersetzt man nun p und p (p — 1) 
durch r; und ту, und ebenso ў und q (g— 1) durch r, und ms, so erhält 
man (m,r, + туту) als Ordnungszahl der Abwickelungsflüche, die von 
den Tangentenebenen der Curven von den Ordnungen m, und m; 
erzeugt wird; dabei ist als Tangentenebene der Curve jede Ebene be- 
trachtet, die eine Tangente derselben enthält und der Durchschnitt 
zweier auf einander folgender Tangentenebenen ist eine Erzeugende 
der Abwickelungsflüche 8 (m,, m,). Er bestätigt diess Raisonnement 
dann noch durch die Betrachtung des Falles zweier ebenen Curven von 
den Ordnungen m,, m, und den Klassen r,, r,. Sind die Curven m, , my 
die Durchschnitte von Flächen der Ordnungen m, n; p, q respective, so 
hat man mnpq (m + n + p-+g— 4) als Ordnung der Developpabeln, 
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а == түт, (түт,— 1) — mm; (m, —1) — mm, (т„—1) 
= m, (т, —1) m, (m,—1) 
und die Ordnungszahl der Doppelcurve 
D (1, m, m) = $ түт, (m, —1) (т,—1). 

Sodann für die Fläche A (1, m,?). Wir denken durch die 
gerade Directrix eine Ebene, welche die Curve m, in m, Punk- 
ten schneidet. Denken wir irgend vier dieser Punkte, so liefern 
die drei Paare gerader Linien, die man zwischen ihnen zieht, 
drei Punkte der Doppelcurve und wir erhalten so 

3 
94 "1 (m, —1) (m, — 2) (m, — 3) 
Punkte derselben in jener Ebene. Ausserdem liegen а Punkte 
derselben in der geraden Directrix selbst und daher ist 
D (1, mj) = $ [m + a. 
Die Punkte « sind unter den Rückkehrpunkten der Fläche, 


die in der geraden Directrix liegen. Stellen wir diese durch 
© == a, == ( dar, so ist wegen der Vielfachheit derselben im 


Grade d [m] — 2) die Gleichung der Regellläche von der 
Form 
inf — 4 
УЛУК ЕБ Т, ? = 
wo 4,...Functionen der Coordinaten vom Grade jJ [m,]? sind; 
die Zahl der Rückkehrpunkte in jener Linie ist daher 


2.4 [m] f4 bet —1— 2 


= m, (ту — 1) {+ m, (т, —1) — 1 — 


Sie besteht aber aus drei Summanden, nàmlich dem Dop- 
pellen von a, dem Dreifachen der Zahl von Punkten, welche die 
gerade Directrix mit der Regelflàche R (m,?), und der Zahl der- 


weil r; = mn (m + n — 2) und r, = pq (p + q — 2), m, = mn, m, = pq 
sind, (Vergl. Artikel 322.) 

Die Curve m, ist r, fach und m, ist r, fach in der Fläche und die 
Klasse derselben mr,r,. Es ist nicht schwer, die Zahl ihrer Wendungs- 
berührebenen und ihrer dreifachen Tangentenebenen, sowie die Ord- 
nungen ihrer Rückkehr- und Doppelcurve zu bestimmen. 
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jenigen Punkte, welche sie mit der abwickelbaren Fläche S (m?) 
gemein hat. Da nun jene Anzahl als die Ordnung der Regelflàche 
В (mj?) 

= m (m o—1) (m —2) e (m —2) 


und die Ordnung der bezeichneten abwickelbaren Fläche nach 
Arlikel 361, Beispiel 3, wegen 8 — 0 
« 
ghet (e f) wem 
also weil 
= n— m = 3m (m— 2) — 6h — m 
(Artikel 66) 
= т m—3) 
ist, so finden wir nach leichter Reduction 


да = $ [m]! + [m] — m? — my. 


o 
r = m (m—1) — 2h, 3 


und also 
D (1, т?) = 4 m, (m, —1) (m,—2) (3 (m —3) + 1) 
— D (ma) DCH (4 (1) (m H — п). 
Man erhält noch für die gesammten vielfachen Linien der 
Fläche an Leitlinien, Erzeugenden und Doppeleurve die Summen 
(DG + DD + D) (1, m, m) = XD (1, m,, т.) 
= 2m, m, (mm, — 1) — 
(DC + DD + D) (1, m?) = ZD (1, ж?) 
= $ (m + Um (m— 1) (m,—2) — e {4т2— 14— r}. 


miro + Mary 
’ 


Bezeichnet R die jedesmalige Ordnung der Regellläche, so 
kann man schreiben 


EDLA. «m4 —Rn- tic en 
ZD (1, m?) = $ R? — R — * (m — $). 


369. Um die Ordnungen der Doppelcurven der Re- 
gelflächen R (тү, ту, my), R (m,?, mj), R (m,?) zu bestimmen, 
bedienen wir uns einer ähnlichen Functionaluntersuchung wie im 
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Artikel 365. Wir beziehen sie auf die Summen der Ordnungen 
aller Doppellinien der Fläche XD (m,, m,, mg), etc. 

Bezeichne R (m,) eine der Regelllächen R (m,, m,, my), 
R (тү, m) und angenommen, dass an Stelle der einfachen 
Curve m, die zusammengesetzte Curve (m, + ту) trete, so zer- 
fällt R (т, + m, ) in die Regelflächen R (m,) und А (m,') und 
ihr Durchschnitt ist ein Glied der Summe £D (m, + тү), so 
dass für R (m,), ete. als Vertreter der Ordnungszahlen der be- 
treffenden Regelllächen 

ED (m, + т) = XD (mj) + XD (mj) + R (mj). R (mj) 
ist; und ebenso bei der Anwendung von R (m,?) für А (m,?, m;) 

ZD Tim, + m) = XD (т?) + ED (m,, тү) + XD (m7) 
+ C, {R (m°), В (m, mj), R (m”)}, 

wenn C, die Summe der Combinationen zu zweien aus den ein- 
geschlossenen drei Grössen bedeutet. Endlich ist ebenso 
XD [(m, +m)’] = XD (m?) + ED (т, m) + XD (тү, тү?) 
+ ZD (m?) + С, {В (m9), В (mj, my), R (m, my”), R (m3. 

Setzen wir nun voraus, wie es den schon erhaltenen Ergeb- 
nissen gemäss ist, 

ZD=4R—R+p, 
so ergeben sich nach 
«В (m, + т) = R (m) + OR (my), ete. 

aus den vorigen Gleichungen 


Фф (m, + т) = y (m) keim), 
Фф (т, + т) = pm?) + 9 (тү, m) + (т), 
g (m, km = pm’) + (т>, тү) + 9 (m, m”) + pm”). 
Sie sind, wenn man in der zweiten Ф (m,, m, ) und in der 
dritten ф (m,?, тү) und ф (m,, my’) als bekannt voraussetzt, alle 
von der Form 
f (m, + тү) — f (m) — f (m) = Funct.: (m,, my‘), 
so dass aus einer bekannten speciellen Lösung die allgemeine 
Lösung durch Addition von (en, + Pr,) erhalten wird, so lange 
man voraussetzt, dass f (m,) als abhängig von der Curve m, eine 
Function von m, und r, allein ist. 


Wenn nun zuerst ф (m,) für Ф (тү, ma, mg) steht, so erhal- 
ten. wir 
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p (тү, ту, m) = am, + Вг, 
und da ф (m,, m5, ms) in Bezug auf alle drei Curven symme- 
trisch sein muss, so kann 
Фф (тү, m, ту) = «m,m,ms + B (rmm + r,mym, + rym; ms) 
+ y (mirar + тутугу + mar, 73) + дт 7,73 
gesetzt werden und ist . 
ХР” (тү, ту, ту) = 4 Е? — R + 9 (тү, m,, mg) 
= Hm туту (тутт — 1) + p (тү, ту, mg). 
Für әз == 1 muss diess auf den Werth von ZD (1, m,, mj) 
zurückkommen und fordert e = 0, В = — 4, y = 0; wir 
werden nachher sehen, dass auch à = 0 sein muss und erhal- 
ten daher 
ХР” (m,, m,, ту) = ттт (m,m,m4— 1) 
— 4 (rimm, + rmm, + rym,m;). 
Wenn ferner ф (ж?) für ø (m,?, m,) gesetzt ist, so steht 
9 (m, тү) für @ (ту, ту, mj) 


und die Gleichung ist 


ү А mır, тт 
g (m, + m, )2— (m?) — (m, ) = — у түт, — m Wi + 1 
mit der particulären Lösung 
g (m?) = — { [т] — $ mmr; 
wir haben daher 
Фф (m,*, m) = — 4 [m] r, — түт, 4 + «т, + Prı- 


Bemerken wir endlich, dass Ф (m,?, m,) als Function von m, 
betrachtet die Gleichung 
p (m, + mj) = Ф (m) + Ф (т) 
erfüllt, also eine lineare Function von m, und rz, ist, so können 
wir schreiben 
p mi, m) = — t [m] r, — Immr, + amm, + Bm, 
+ ymr, + frir, 


ED mi, m) = 4 R? — R + 9 (m,?, m,) 


und haben 
für 


r 
R = R (m?, m) = m, fm, (m,—1) — a / 
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Setzt man daher m, == 1, so giebt die Vergleichung mit 
dem bekannten Werthe von XD (1, m?) 
а = 0, В == i 


und da wir sehen werden, dass y — 0, à — 0 sind, so ist 


T 17 


р (m$, m) = $ mr, (dom) — 2 bm (щ—1) — 5]. 
und somit 
ХР" (m,?, m, = 4 Е — R + 9 (т, m) 
= nbn + 2 bah — 2 (Y m —9 + H 


| 
+ Gef felt + 2 (n + af m 2 


r ri 
- 3 at= 3). 
Zur Bestimmung von ф (m,?) erhalten wir dann durch Sub- 
stitution der Werthe von Ф (m,?, тү) und Ф (тү, тү?) 
g (m, + m, — 9 (m) — 9 (m?) = m, 2 ($—m) 
eg r e ү 
Dh CH (4 [m]? — 2) Tom, * —m) 


r "n 
SIE 
welcher Gleichung durch 
rit 


e (m?) = mm) + 
genügt wird; der allgemeine Werth ist somit 


F, 
9 (m?) = = à m —35 [m] + Ф + «т, + Bn, 
und daher 
s ХР m) = 4 R?—R + ф (m?) 
ür 


R = R (m?) = im? — F (m—2. 


370. Betrachten wir insbesondere die Curve auf dem 
Hyperboloid, für welche m, = p + 9, тү = 2pq ist, so 
wird R (ту?) auf das { {[p]? + [g]°} oder & fach zu zählende 
Hyperboloid reduciert und seine Ordnung also — 2%; daher 


ED (m?) = 4.4 [K + Ф (m). 
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Für alle Werthe von p und 4, die nicht grósser als 3 sind, 
muss Ф (m,?) verschwinden, also e = 3, 8 = — L sein, dadann 
Ф (n?) == — + (0 [2—1] + »[«—1P) 

Daraus geht für p (mj?) im allgemeinen Fall der Werth 

r n? 
3m, — = ($ [m] — 4 m, +1) + d 
hervor, den wir, weil er für die sechs Curven 
Pays po—9g—2; p-ge3; 
p—1,4-—2; р = 1, 9 = 3; p-—2,4-—3 
bestätigt ist, für correct ansehen dürfen. 

Wir bemerken dann, dass für eine Vermehrung des vorigen 
Werthes von Фф (m,, mj, т) um 6«r,rjr, eine Vermehrung des 
Werthes von Ф (m,?, m,) um 3er,?r, und des Werthes von g (m?) 
um «r,? hätte eintreten müssen; und ferner, dass aus dem Wachs- 


thum von Фф (m,?, mj) um (ym,r, + Ör,r,) nothwendig das von 
p (m?) um ym,r, + ór,? hervorgehen musste. Denn es ist 


ist. 


Ф (mj) == ym,r, kën + ary, 


9 (m,?, тү) = ym,r, kënn + Zenn, 
Ф (m т?) = ymır, + ënn + Zenn 
9 (m?) = ут + dr,” + ar”; 


und die Summe dieser Ausdrücke ist 
= y (m tm) n) H9 04 n) enu t n? 
das correspondierende Glied von Ф (m}?). 

Da aber der Werth von Ф (m,?) ohne die vorige Vermehrung 
` richtig ist, so müssen e — y == б = (0) sein, zur Bestätigung 
der vorhergehenden Werthe von o (m,, m,, m) und o Im, ms). 

Man erhält also schliesslich 

r. 


ED (nj?) = 4R? PE 3m, — 2 dm? —5m + 1) + n 


= Un + m + Cm] + 3m, 
— g Gn! Hh n? HEU — { т 13) 
+ us ( [m] — $ n + 3). 
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Und die entsprechenden Ordnungen der Doppelcurve, 
welche in jeder dieser Flächen zu den vielfachen Leitlinien und 
den doppelten Erzeugenden hinzutritt , 

D (m,, m5, ту) = $ тутт, (Am mam; — (mm, + mm; + тут) 


— 2 (n, + m, + m) + 5}, 
D(n*m) = m, fẹ [m] —5 (Gn? — äm + 3) 
Dn bah + 8 fach + fat — 2 Сър 0 + 7}, 
D»? = burn — A bat + 3m, 
— TE [m]! — Hm? — & T + 8m, — 20) 


ыч d [m]? — 2m,). 


Und speciell 
D (1, m,, mj) = $ m, (m—1) m, (m —1), 

D (1, т?) = $m, (m —1) (m, —2) (n, — 3) 
— 4 (m?—5m + 6); 
D (1 D 1 D т) = 0. 

371. Jede Erzeugende einer Regelfläche schneidet 
die sämmtlichen Doppellinien derselben in einer An- 
zahl von Punkten, die der um zwei verminderten Ord- 
nungszahl der Fläche gleich ist. (Artikel 207.) 

Man bestätigt diess direct in den Fällen R (1, m, m,) und 
В (1,m,?. Denn in jener sind die Directrixcurven vielfach vom 
Grade љу, my, m, m, und jede Erzeugende schneidet sie in je 
einem Punkte, der für (m,m,—1), (m,—1), (m,—1) Punkte 
zählt; sie schneidet die Doppelcurve in (m, —1) (m, — 1) Punkten, 
welche einfach zählen, und sie schneidet die doppelten Erzeugen- 
den nicht. Die Summe von 

(mm —1) + (m —1) + (m,—1) + (m —1) (m5—1) 
ist aber 
2mm, —2 = В — 2. 

In der zweiten sind die Directrixcurven von den Graden der 

Vielfachheit {+ m, (m, —1) — al, (m,— 1); die Erzeugende 
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schneidet jene in einem Punkte und diese in zwei Punkten, sie 
schneidet endlich die Doppeleurve in 4 (m, — 2) (m, — 3) Punkten, 
die doppellen Erzeugenden aber nicht. Es ist aber 


km (m—1 — 2—1 + 2(m—1) + 4m —2) (m —3) 
= В — 9, 
In den übrigen Fällen finden wir auf Grund dieses Satzes 


die Zahl der Punkte, welche jede Erzeugende mit der Doppel- 
curve gemein hat. Sie ist für die Regellläche | (m,, m,, ms) 


== 2mynm,— (түт, + туту + mm) + 1; 
für die Regellläche А (m;?, m) 


= m (n? —3m 4 2—2)—4m m) +1; 


und endlich für R (m?) 
=} n — PIE + 3m —5— m) , 


Sie ist also insbesondere für R (1, 1, m,) gleich Null. (Ar- 
tikel 211.) 

372. Es ist hier zu erwähnen, dass die Hesse'sche Deter- 
minantenfläche einer Regelfläche diese selbst nur in 
ihren vielfachen Linien und in den erzeugenden Ge- 
raden durchschneidet, deren jede von einer nächst- 
folgenden Erzeugenden geschnitten wird. 

Denn nach Artikel 205 ist für æ == 0, y = 0 als eine 
solche Erzeugende der Theil der Gleichung, welcher in Bezug 
auf æ und y vom ersten Grade ist, von der Form 

(ж: + yw) Ф. 

Dann ist nach Artikel 26 der Theil der Hesse'schen De- 

terminante, welcher & und y nicht enthält, 
аф " dd db dd? 

UE + z 22) (04v Sol е DÉI 
was sich auf Ф* reduciert. Aber die Gerade x = 0, y = 0 
durchschneidet Ф = 0 nur in solchen Punkten, in welchen sie 
vielfache Linien durchschneidet; und wenn die Gleichung von der 
Form ux + vy? ist (Artikel 26), so enthält die Determinanten- 
fläche die Linie 2 == y == 0. So findet man in dem im Artikel 
362 betrachteten Falle der Flüche 
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al^ + bi + etc. = 0, at + bE -Ь ete. = 0 
die Zahl der Erzeugenden, welche eine nächstfolgende durch- 
‚schneiden, gleich 2 («—2); die Curve U = 0, H == 0 von der 
Ordnung 4u (u— 2) besteht aus diesen Geraden, deren jede für 
zwei zu zählen ist, und der Doppellinie, deren Ordnungszahl 


4 (n —1) (u—2) 
ist; man hat 
4 («»—1) (u—2) + 4 (0—2) = 4u (и —2). 

Wenn ferner die Flàche eine vielfache Linie von der Ord- 
nung m und dem Grade der Vielfachheit p hat, so ist dieselbe 
eine Linie von der Ordnung 4 (p — 1) in der Hesse'schen 
Fläche und ist äquivalent 4mp (p —1) in der Curve 

Urges 

Nun ist die durch zwei Gerade und eine Curve zn! Ordnung, 
die wir ohne wirkliche vielfache Punkte voraussetzen, als Directri- 
xen bestimmte Regellläche von der Ordnung 2m und die geraden 
Directrixen sind in ihr vom m'™® Grade der Vielfachheit; sie hat 
{4m (n—1) + A) doppelte Erzeugende und 27r Erzeugende, 
welche eine nächstfolgende Erzeugende durchschneiden. Verglei- 
chen wir also die Ordnung der Curve U = 0, Н == 0 mit der 
Summe der Ordnungen der Curven, aus welchen sie gebildet 
wird, so haben wir 

16m (m—1) = 8m (n—1) + 4m (n—1) + 8^ + Ar 
und diese Gleichheit ist nach Artikel 84 allerdings eine Identität. 

373. Wenn wir die Hesse sche Determinante der Gleichung 
der developpablen Fläche zw + yv == 0 bilden, so erkennen 
wir in gleicher Art, dass wir als solche das Produet der Gleichung 
selbst in eine Reihe von Gliedern erhalten, in denen der von x 
und y unabhängige Theil 


i du аи – (22у 
dz? dw? dz dw 


ist. Diess beweist, dass die ergänzende llesse'sche Fläche 

(Artikel 194) jede Erzeugende erstens in ihren Durchschnitten 

mit der Fläche » == 0 schneidet, d. h. zweifach in dem in der 

Curve m gelegenen Punkte und in (r— 4) Punkten der Curve 2; 

und zweitens da, wo sie die Determinantenfläche von u = 0 

schneidet, d. h. in der Hesse'schen Determinante des Systems, 
Salmon, Anal, Geom. d, Raumes, II, 35" 
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das aus diesen (r — 4) Punkten mit dem dreifach zählenden Punkte 
in m zusammengesetzt ist, in welcher Hesse schen Determinante 
der letztere Punkt vierfach enthalten ist, so dass ihre Ordnung 
2 (r—3) wird. Der Durchschnitt der Erzeugenden mit der er- 
gänzenden Hesse'schen Fläche besteht daher aus dem sechsfach 
zühlenden Punkte in m, den (r— 4) Punkten in 2 und 2 (r— 5) 
anderen Punkten, d. h. in zusammen (3r — 8) Punkten; diess 
ist daher die Ordnungszahl der ergänzenden Hesse schen Fläche. 
Zur Bewährung und Erläuterung dieser Gesetze hat neuestens 
A. Cayley dankenswerthe Beiträge*) geliefert, denen wir Einiges 
entnehmen. Sie schliessen sich an die developpabeln Flächen 
der im Artikel 67 zuerst betrachteten Art an, welche die En- 
veloppe von 
at^ + КЫК 4 еіс. = 0 

sind, wenn / einen veränderlichen Parameter und a, b, c .. 
lineare Functionen der Coordinaten bedeuten, und die Naher durch 
den Nullwerth der Discriminante dieser Gleichung dargestellt wer- 
den; so dass ihre Ordnung **) im Allgemeinen 2 (k— 1) ist, wäh- 
rend sie sich doch auf (2 %— 3) reduciert, sobald der zweite (oder 
der vorletzte) Coefficient der Gleichung entweder verschwindet oder 
ein numerisches Vielfaches des ersten (oder letzten) ist. 

Dem Falle # == 3 ohne Beschränkung entspricht die Gleich- 
ung der developpabeln Fläche 

аа + Дас + Аа — 3b? — Варса == 0; 

und wenn wir а = 0, b == 0, c = 0, d = 0 als die Funda- 
mentalebenen a, == 0, ©, = 0, гу = 0, ж, == 0 betrachten, 
so sind die von numerischen Factoren freien Derivierten und die 
aus ihnen gebildete Hesse’sche Determinante successive 
и, == ad? — 3bcd + 2c, и, = — 3aed + 604 — 3be}, 
и, = — Зара + бас? — 30*c, и, == аа — 3abc + 205; 


*) Vgl. „On certain developpable surfaces“. In der „Royal So- 
ciety“, Nov. 1862 gelesen, abgedruckt im ,,Quarterly Journal“, Vol. 
VI, p. 108 f. 

**) Wir wollen dabei erinnern, dass nach der Definition der Arti- 
kel 64 f. die Ordnung des Systems zugleich die Ordnung der Curve (m), 
der Rang des Systems (r) einerseits gleich der Klasse der Curve ande- 
rerseits gleich der Ordnung der Developpabeln, und endlich die Klasse 
des Systems gleich der Klasse der Developpabeln ist. Die Ordnungszahl 
unseres Falles ist daher das r des Artikel 67. 
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d? , —3cd ,—3bd4-6c* , 2ad—3bc 
— cd ; 1954—83, —3а4—6 е, — Зас 4 6 
— b4 + 6e, — Заа — 6с, 12а4с— 30°, — З аЬ 

Yad—Zbe,-— Зас + 60, — Зар А а? 


und die Entwickelung derselben giebt wirklich 
97 (d'd! — 12a®bed? + Sadedd? + Sail" + 30 а?Ь?е°а? — 48 a?behd 
+ 16a?c? — 48 ab!cd? + 6S ab? c*?d — 24 ab?c^ 
+ 16594? — 2409c*d + 9 b!c*), 
d. i. vi so dass man erhält 
H*u = и == ad? + Aach + 4а — 3b? — Gabed, 
wie voraus zu sehen war, da für r == 4 die Ordnungszahl 
3r — 8 = 4 ist. 
374. In analoger Weise lässt sich die Entwickelung für die 
developpabeln Flächen durchführen, welche den Gleichungen 
alt + Sb + 180° — 27e*) = 0, 
oder (a, 2b, 3c, 0, — еп, 1* — 0 
und (a, b, 0, d, et, 1* = 0 
entsprechen. Wir betrachten in diesem Artikel die Erstere. Ihre 
' Gleichung ist als Discriminante der gegebenen nach Ausscheidung 
fremder Factoren 
u = ade? + 6 a*c?e — 24ab?ce + 9ас + 16b!e — 8025 — 0. 
Ihre Derivierten sind für а, b, с, d als Coordinaten a, zy, as, 2, 
eines tetraedrischen Systems 
u, == За?е? + 12 ас?е — 24 b?ce + 9с, 
и, = — 48abce + 64b’e — 165c?, 
из == 12а?се — 24ab?e + 36ac? — 940°с°, 
и, = да$е + бас? — 24ab?c + 161, 
und die Неѕѕе sche Determinante also 
Mu, Wis, ua: Mul 
Vas А. a 
(a: Изэ, Ugg» n 
(Rau: Mu: Mu: Wu 


oder 2 + иии, 


S 


wo 
u, — 3 (ae? 4- 2c*0), ua — u44,——24bce, u,4—8(—3«ce4- 12b*e—c?), 
uja =U — 06 (2ace — 20*e 4- 8.9), tyg —u,4,—-24(— abe — be?), 
изз = 6 (ae + 9 ас? — А 02е), иуи == 3 (e 42а? — 41Йс), 
u5,—u,4—8(— 3abc + 403), u,,—u,4— 6 (a*c —24ab?), u,,—a*. 


*) Die numerischen Coefficienten sind so gewählt, dass ihre Summe 
Null ist, , 
35* 
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Die Entwickelung giebt nach Ausscheidung des Factors 1152 
und Division durch ш 
Н == 3 ace? + 10 ace — 94 а?Ь?с?е + 3 a?c? — 24 ab*ce + 94ab?ct 
+ 3205e — 24043. 
Die nähere Discussion hat dann Folgendes hervorzuheben. 
Nach der Entstehung der Gleichung der developpabeln 
Fläche ist 
си = 27° I(ae — с?) + (4be — Засе — @)), 
und da 
4b?e — 3ace — c? == c (ae — с?) — 4e (ac — 0) 
ist, so wird als Rückkehrkante der developpabeln Fläche die Curve 
ае — c = 0, ac— b? == 
4'° Ordnung erster Art erkannt, (Artikel 86.) 
Man schreibt ferner 
и = a (ae + 30%)? — 8b? (3ace — 2b?e Lei = 0 
und sieht, dass der Kegelschnitt 
b == 0; ae -p 80 == 0 
eine Doppeleurve der Fläche ist. Nach 
и = с (Qac — 8b?) + e (ade + Gace? — 2ab*c + 165*) = 0, 
endlich gehört der Kegelschnitt 
e = 0, 9a — 8b = 0 
als einfache Curve der Fläche an. 
375. Man kann 7* in der Form einer quadratischen Function 
(3 ас, — 8%%с, e (ac + 20?) $(ae—c?), А (ac —b?))* = 0 
schreiben und erhält als ihre Discriminante 
Ze {(а?е + 3b?e) (ac — 1?) + 3a? (ae —e6); 
daher ist die Curve 4! Ordnung erster Art 
ae— с? = 0, ac— b = 0 
auch Rückkehrcurve von Z*. 
Es ist ferner 
H* == (ac — b?) { 16e (ac — b??? + 3a (ae — с) Tu 
== (ac —b?) {а (ае + Зс?) (8 ае + c?) — 32 ab?ce + 16 05e) +b°u, 
und erkennt nach der Letzteren, dass der Doppelkegelschnitt der 


Developpabeln ae + 3c* = 0, b == 0 als einfache Curve der 
Fläche A" angehört. 
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Zur Vervollständigung betrachten wir endlich den Durchschnitt 
der Flächen u= 0, H* == 0, der von der 35'°" Ordnung sein muss. 

Ihm entspricht die Darstellung 

(ac — b?) {8с (ae—c?) — 4e (ac — b?) = 0, u= 0, 

oder was dem äquivalent ist 
u= 0), ac—b = 0; u= 0, Зе (ae—c?)— 4e (ac — b?) — 0. 

Aus dem Ersten entspringt die 4 fach zu zählende Rückkehr- 
curve ac — b? = 0, ae — c? == 0 (16) und die ebenfalls 4 fach 
zu zählende Gerade a == 0, b == 0 (4); aus dem Zweiten 

(ae — с?) {4с (ac — KI + a (ae — с) = 0, 
Де (ac— b?) — 3c (ae — с?) = 0, 

d. h. die Rückkehrcurve ae — c? = 0, ac — b? = 0 einfach (4) 
und die gerade Linie c — 0, e — 0 zweifach (2), und überdiess 
4c (ac — b?) + a (ae—c?) = 0, 

Де (ac — 0?) — Зе (ae — с?) = 0, 
welches die Rückkehrcurve ac — b? == 0, ае — с? = 0) einfach 

enthält (4) und worin man überdiess nach der Schreibart 

c (ae + 3c?) — 4b?e = 0, а (ae + 3c?) — 4b = 0, 
die Doppelcurve ае + 3c? == 0, b == 0 zweifach (4) und die ge- 
rade Linie c — 0, e — 0 einfach (1) erkennt. Es ist aber die 
Summe der in Parenthese gesetzten Ordnungszahlen 

44+4+4 +2 + 2.4 + 1 = 35. 

376. Die zweite der Gleichungen des Artikel 374 giebt eine 

developpable Fläche von der Gleichung 
(ae — Abd)? — 27 (— ad? — be)? == 0 oder 

и = ade? — 12a*bde? — 27 a*d* — 6 ае — 27 bte? — 64D? d? == 0. 

Man sieht, dass ihre Rückkehreurve eine Curve sechster Ord- 
nung ist. 

Die Hesse'sche Determinante derselben ist 

Х outs, 

wo 
u, == 2(— ае? + Abde? + 9d9), u, == uj, = 4(2ade? + bae), 
an = A(ade? 4-277072? -- 32bd?), wua = и, — A(2abe? Ek 18ad? -4- b*de), 
Ws = Ug—A4la?e?+2abde+48b?d?), из —4(27a?d?+ab?e+32b?d), 
uy, = uy, —(— 3 а?е? 4- 16abde + 2 0*7), 
и = Up = 4 (2a*de + abd? 4- 18090), u — u,4—4 (2 a?be + айа), 
иц = 2(— ае + 4a?bd + 904) 
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und die Division der Entwickelung durch u giebt 
H* == ae + 16a'bde* — 108a!d!e? — 524 abae — 432 abe 

— 108a?b!e! + 656 a?b’a?e? + 1512 a*b*d* — 432 аас? 

+ 272ab'd'e + 1512 052?e? + 1280 052^ 

== — 108 (a?e? + 4abde — 1474?) (ad? + е) 

+ (a?e? + 28abde — 2004?) (ae — 404). 

Aus der letzteren Form sieht man, dass die Rückkehrcurve 

ае — 4bd = 0, а? + be = 0 
der developpabeln Fläche auch die Rückkehreurve der ergänzen- 
den Hesse’schen Determinantenfläche ist. Schreibt man jene in 
der Form 4? — 27 B? == 0, so ist für diese die Form 
CA^ — 108 DP? = 0 
zulässig und man erhält B? (С? — 4D) = 0, d. h. #=0, B?== 0 
oder der Durchschnitt wird von der sechsfach zu zählenden Rück- 
kehrcurve (36) und der Curve 4? — 27 B? = 0, C — 4D — 0 (24) 
gebildet. Nun ist aber durch Substitution € — 41) identisch mit 
(ae + 2bd) (ae — 6bd) == 0, oder die letzte Curve wird vom 
Durchschnitt der developpabeln Fläche mit den beiden Flächen 
zweiten Grades ae + 2bd = 0, ae — 6bd = 0 gebildet. Die 
Combination von ае + 204 == 0 mit der Gleichung der deve- 
loppabeln Fläche giebt aber wegen der aus der andern Relation 
entspringenden Gleichheit (ае — 45d)? = — 216 ba — 108 ab?d?e 
das Resultat (ad? — 52е)? = 0, oder wir erhalten die Curve 
ae + 20d = 0, ай? — be = 0 

zweifach (12), welche aus den Geraden a — b = 0, d = e = 0 
und einer Curve vierter Ordnung zweiter Art, der Doppelcurve 
der developpabeln Fläche besteht. 

Die Combination von u — 0 mit ае — 6bd == 0 giebt we- 
gen (ae — Abd)? — 81%4% — 4 ab?d?e 


(add? + o — ы аре == 0, 


d. h. ad? + bbe = (0 und ad? + H Hie = 0, wenn 


1 158 .. 
H Get "ed" LE Д 
ER j 81 ist. 
Die Curve ae — 65d == 0, ad? + bbe — 0 besteht aber 
aus den Geraden a = b = 0, d = e = 0 und einer Curve 


http://rcin.org.pl 


— 551 — 
vierter Ordnung zweiter Art, und ebenso besteht die Curve 
PEE XT 5 Ue 0 


aus denselben Linien und einer eben solchen Curve. Jene Linien 
zählen also jede vierfach, und zu der sechsfach zählenden Rück- 
kehrcurve Ger Ordnung treten noch zwei einfache und eine Dop- 
peleurve vierter Ordnung zweiter Art, um den Schnitt 60'* Ord- 
nung zusammen zu setzen. 

Jede Erzeugende schneidet die Fläche 7* in 10 Punkten 
(2r — 10), nämlich in dem sechsfach zählenden Punkte in der 
Rückkehreurve, dem zweifachen in der Doppelcurve und den 
zwei einfachen in den einfachen Schnittcurven vierter Ordnung 
zweiter Art.*) 

377. Die Polaren eines Punktes einer Fläche in Bezug auf 
dieselbe berühren diese und einander in diesem Punkte und 
werden von der letzten Polare oder der Tangentenebene in Cur- 
ven geschnitten, welche die nämlichen Geraden zu Tangenten in 
jenem als einem Doppelpunkte haben. Wenn dann für irgend 
einen Punkt der Fläche die vorletzte Polare ein Kegel ist, so 
berührt die letzte oder die Tangentenebene denselben längs einer 
Erzeugenden, und die Schnitteurve derselben mit einer beliebigen 
Polare wie mit der Fläche selbst hat in ihm einen Rückkehrpunkt. 
Die analytische Bedingung für die Kegelnatur der vorletzten Polare 
ist Н = 0 und somit für jeden Punkt einer abwickelbaren Fläche 
erfüllt, da für eine solche H = H. 0 ist. (Artikel 194.) Insbe- 
sondere aber zerfällt für die developpabeln Flächen jene Schnitt- 
curve aus der zweifach zählenden Erzeugenden der Fläche im 
betrachteten Punkte und einer Curve, deren Ordnung um 2 nie- 
driger ist als die der Fläche. Ist dann (2, &,, 23, c) ein Punkt 
der developpabeln Fläche ш = 0, sind mun, us, etc. ihre zweiten, 
Derivierten nach jenen Veränderlichen und X ihre Determinante, 
d. i K = H, == 0 und bezeichnet man die entsprechenden 


*) Von der developpabeln Flüche der allgemeinen Gleichung 
(a,b, c, d, cht, 1)! = 
oder 
(ae — 4bd + 30°)? — 27 (ace + 2bed — ad? — Ме — e) = 0 
handelt A. Cayley in einer Note des „Philos. Magazine*', 1864, p. 437. 
Ihre Rückkehrkante ist offenbar von der sechsten Ordnung und ihre 
Doppeleurve eine Curve vierter Ordnung zweiter Art, (Artikel 89.) 
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Elemente der Reciprokaldeterminante derselben durch U,,, Da 
so sind die Coordinaten «|, «,, оз, с, für den Scheitel jenes Ke- 
gels durch 

Di Gar Ga: Gu 


ngu 
S 
г 
g 
$t 


Оа: Ug : Ug : Оц 
ausdrückbar, und für A,, A,, Аз, A, als willkürliche Multiplicato- 
ren und 
|U Da, Dua, Оц | 

Kë : (A, Ag, Ag, А) 
Hu, О, Оз, Оц 
stehen die Coordinaten des Scheitels in den durch .Y,: X,: X,: X, 
gegebenen Verhältnissen und man erhält für die Coordinaten eines 
beliebigen Punktes der Erzeugenden aus (жү, 2,, 23, a,) die 
Werthe 2, + Xi, =, + E, ж + X4. «4, 4- Ex 

Für die im Artikel 373 betrachtete developpable Fläche Ae 
Ordnung erhält man für die Grössen X,, X,, X,, X,, welche 
die Verhältnisse der Coordinaten des Scheitels vom Polarkegel 
zweiten Grades bestimmen, die Coefficienten der cubischen Co- 
variante der Form (a, b, c, dit, 1)*. 


A, Ay, I, X) = 
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Zusätze, 


I. Zu den Abschnitten des zweiten Kapitels. 


1. Zur Literatur der Raumeurven dritter Ordnung (Artikel 71—79) 
ist nachzutragen eine an interessanten Resultaten reiche Abhandlung von 
L. Cremona, ,, Nuove ricerche di geometria pura sulle cubiche gobbe ed 
in specie sulla parabola gobba“, veröffentlicht in den Abhandlungen des 
„Istituto di Bologna“, 1. Ш (serie 2%). 


2. Zur Note des Artikel 94 füge ich bei, dass die Untersuchungen 
über die Raumcurven von А. Сау1еу in „Comptes rendus“, t. LVII, p.994 
fortgesetzt und auf die Curven 5'° Ordnung erstreckt worden sind. 


3. Zu Artikel 112 bemerke ich, dass es Jacobi war, der zuerst 
gegen die trotz Monge's richtiger Angabe noch vonLagrange in der 
„Theorie der Functionen“ besprochene Möglichkeit, dass die Curve der 
Krümmungsmittelpunkte zur Evolute der gewundenen Curve werde, be- 
stimmt nachweist, wie diess nur bei ebenen Curven stattfinden kónne, 
Diess geschah in dem kurzen aber sehr lesenswerthen Aufsatz: „Zur 
Theorie der Сигуеп“, „Crelles Journal“, Bd. XIV, p. 56—63, 


4. Zu der historischen Uebersicht in der Note des Artikel 114 mag 
noch hinzugefügt werden, dass die Osculationsebene einer Raumeurve 
wohl zum erstenmale von Joh. Bernoulli betrachtet worden ist; nàm- 
lich in dem Problem (,„Орега omnia“, t, IV, p. 113) „In superficie quacun- 
que curva ducere lineam inter duo puncta brevissimam‘, dessen Lösung 
aus dem Jahre 1728 herrührt. 


5. Zu den Formeln des dritten Abschnitts fügen wir eine Gruppe 
von Differentialformeln, die oft nützlich sein können. 


Sind с, В, у die Richtungswinkel der Tangente, A, р, v der zuge- 
hórigen Haupt- und é, y, ¢ die der Binormale der Curve und bezeichnet 


1 1 
man durch — und E die beiden Krümmungen der Curve, so sind (Ar- 
tikel 104) 
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= Өр = 


d cosa = oos A, d cos B= È cos p, d cos p = È oos v 


Denken wir dann durch den Anfangspunkt der Coordinaten Normalen 
von der Länge Eins zu zwei auf einander folgenden Osculationsebenen 
gelegt, so ist die Verbindungslinie ihrer Endpunkte der Hauptnormale 
parallel und nach den Coordinaten jener Punkte 


(cos £, cos y, cos £), (cos é+ d cos Ё, cos xj 4- d cos y, cos ¢+ d cos £) 


gelten die Formeln 
d cos Ё 


V (d cos 8? + (d cos n)? + (d cos 02" 
d cos 7 t 
VW cos $)? + (d cos)? + (d cos ET 
d cos & E 
(dcos E)* + (d cos n)? + (d cos 9? 


` Da aber der Winkel zweier unendlich naher Osculationsebenen (Ar- 
tikel 106) gleich 


cos А = 


cos ш = 


cos v = 


= = V (d соз Ё# F (d cos m)? + (d cos E? 


ist, so erhält man 
d d d 
d cos § = D cos 4, d cos qj = Č cos p, d cos { = ^7 cos v. 
Und wegen 
cos? а + соз? À -+ соз? Ё — 1 
oder 
соз а d cos а + cos À d cos А + cos Ё d cos Ё = 0, 


cos & 


cos À 


d cos A = — = d cos y — d cos Ё, 


os A 
dosi =— (85* A B) as; 
0 r 


ebenso aber 
d cos р = — ү + SE ds, 


H 
аш» = m (CE2 A 80) а 
0 r 


Diese Formelgruppe ist wohl von Serret zuerst gegeben. 


6. Zu den Beispielen des dritten Abschnitts sei hier ein weiteres 
hinzugefügt, welches eine andere bedeutende Richtung der Untersuchung 
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bezeichnen mag. Wir betrachten die Durchschnittscurve eines elliptischen 
Cylinders 
- y? 
a? р? 
mit einem coaxialen Umdrehungs - Paraboloid 


а? + у? = 2pz. 
Sei („Analyt. Geom. der Kegelschnitte“, Artikel 231 f.) 


— 


z=acos®, y = b sin 5, 


so ist 
í 2pz = a? cos? 0 + b? sin? 9 
und e 
dr == — а їп 040, dy = b cos 04, 
dz — — 2779 sind cos 949; 
d'y = — a cos @4@, а?у = — b sin 04@, 
a? bi 
de = — (cos? 9 — sin? 0) 4@; 
d'y = asin 600, dy = — b cos 0493, 
4 ‚ _h2 
dz = (ае sin 0 cos 0493. 
Also 


ds = s UP + (aà?— b?) (p? + а2— b?) sin*à — (а2— b?) зїп} 
—— "AU + p? (a?— b?) sin?9 + (a? — b?)? sin?9 cos?0). 


Sodann die Grössen X, Y, Z des Artikel 97 


CES 
Х = — En) cos? 0098, Y — e = sin? 946°, 
Z — аһа, 
welche іп die Gleichung der Osculationsebene eingehen; und die Summe 
(Artikel 103) 
2?+7:+2Z 


4 ; 
== 4 {а?Ь?р? + а? (а? — b?) sin? 0 + b? (а? 1)? соз 9). 


so wie daraus der Krümmungshalbmesser 
‚_‚ {йр ? + p? (a? — b?) sin? 6 + (a* — b?) sin? 0 cos? 2073 
SE: {а?Ь?р? + a? (a? — b?) sin?) + b? (a? — 02)? costo Hi" 
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d. i. in den Scheitelseiten des Cylinders oder für 0 = 0, 0 = т 


Ain? b?p 
"VER "T yas WP 


Man erhält ferner die Grösse M des Artikel 106 oder 
Xd*x + Ydy + 24%: und identisch. — dX d?z — d Ydy — 474% 
2. 
= un sin б cos 0 09% 


und den Radius der Torsion 
de ` ар? + a? (a? — 2)? sinë 0 + b? (a? — b?)? cos* 0 ` 


du 3abp (а? — b?) sin 6 cos 6 


Die Formeln des Artikel 114 geben für die Bestimmung der osculie- 
renden Kugel die Gleichungen 


— X'ds? +3 d H 
a— g = ri E ai ue {а?р? + (а2— рон) : 


— 2 3 
В— у = men == = = apr Ur + (a? — 09)? іші), 
— Z'ds? + 32 аз 5 
M 
1 
AUS io + a? — b?) соз? 0 + (р? + 02 — a?) sin? 0} 
|p—a-py + Apz. 
p (| 
man erhält daraus 


у—2 = 


3M ac 
e (а SC cos 0, В = — (a Sa sind 6 
a? + b? 
== р 4 52 — 
Pup p 


und als eine der Projectionen der Rückkehrkante der Polarfläche auf die 
Coordinatenebenen 
ар?а лы A bp*ß ыр 
i; 
(2—0) est gem 

eine Curve vom zehnten Grade. Diese Curve selbst wird aus dem bezüg- 
lichen Cylinder von der Achse z als Richtung der Erzeugenden durch eine 
Fläche Aer Ordnung geschnitten, 

Die Summe der Quadrate von (« — 2), (8 — y), (y — 2) in Function 
von 9 giebt das Quadrat des Halbmessers der osculierenden Kugel. 
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Man berechnet endlich aus 
d um "n (2pz — 0$? de aß? — 25а? (a? — 2pz)? d? 
a? p? (a? — HI ab? р? (a? — b?) 
dy? — 25 dz? 
das Bogenelement der Rückkehrkante der Polarfläche, 
Für die aus dem Durchschnitt des hyperbolischen Cylinders 
СА y? 
mn 
mit dem Paraboloid hervorgehende Curve und die Substitutionen 
x —asec0, у = b tan 0 


findet man 
2pz cos? 0 == а? + b? sin? 9 
und ganz analoge Resultate; für die Rückkehrkante der Polarfläche z. B. 
em (a? + му 
а L—— sec’ 6, В =з — р? ` 


tan 0, 


qi v 
== 52 — —— 
=p + р 


Aehnliche Beispiele liefern die Durchschnittseurven anderer Special- 
fälle der Flächen zweiten Grades, Was wir aber besonders hier bemer- 
ken wollen, ist diess, dass die Rectification der obigen Curven selbst, 
wie die der Rückkehrkanten ihrer Polarflächen nur von elliptischen Func- 
tionen abhängt. In der That, wenn man den Ausdruck 


2 
ds? = 5 tp + (a? — 0?) (p? + a? — b?) віп? 6 — (a? — 02) sin* n 
me so wird 
s=> fu (P + 0 sin? 9 + R sint 0), 


und indem man das Trinom in der Klammer als Product zweier quadrati- 
schen Factoren 
(4 + B sin? 0) (C— B sin? 6) 
betrachtet, 
AC = bp, C— А = р? + а? — 0°, В = а? — 0%; 
setzt man nun 


tan? 0, 


tan? ф = 


A+B 
A 


so wird 


KENDE EN e € SE ite 
ny € (4 4- B) 1-5 тї 3 sin р) Yı- E CIIM sin? g 


und man findet durch Entwickelung, dass die Rectification der fraglichen 
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Curve nur von elliptischen Integralen der ersten, zweiten und dritten Art 
abhängt. In diesem Sinne hat J. Booth die Durchschnittseurven der 
Flächen zweiten Grades untersucht in einem besondern Werke: „The 
Theory of Elliptic Integrals, and the Properties of Surfaces of the second 
Order“ 1851 und einer grossen Abhandlung der „Philosoph. Transactions“ 
von 1852 (p. 311 — 416) und 1854, Auch В, Tortolini, der schon in 
früheren Arbeiten (von 1844 an) sich damit beschäftigt, ist in seinen 
„Annali“ mehrfach auf diese Untersuchungen zurückgekommen. (Vergl. 
t. I, 1859; t. Ш, 1860; p. 183. t. IV, 1862; p. 204. t, V, 1863; p. 305.) 
Die beiden Curven, welche hier näher betrachtet wurden, sind von Booth 
mit dem Namen „Logaritlimische Ellipse und Hyperbel* belegt worden. 

Von hier aus ist zu verweisen auf die höchst bemerkenswerthe Ab- 
handlung von А. Clebsch, „Ueber die Anwendung der Abel'schen 
Functionen in der Geometrie“ im 63. Bande des „Journal f, Math.“ Die 
Raumcurven betreffen besonders die SS 11— 16. In den $$ 17 und 18 
sind Anwendungen auf die Raumcurven Art und 6! Ordnung gegeben,*) 
welche als vollständiger Durchschnitt von Flächen 2'** und 3'° Ordnung 
entstehen, Jene führen auf elliptische Functionen, und wir wollen aus 
beiden Paragraphen einige Sätze anführen, um zum Studium der Abhand- 
lung zu veranlassen. Durch jeden Punkt der Curve 4'° Ordnung kann 
man 9 Schmiegungsebenen an die Curve legen (vergl. Artikel 85); durch 
je zwei Punkte der Curve ebenso 4 Tangentenebenen derselben, Es giebt 
viet Systeme von Ebenen, die die Curve zweimal berühren und durch jede 
Tangente geht eine Ebene jedes Systems. Durch zwei Punkte der Curve 
und die Berührungspunkte der durch sie an dieselbe gelegten Tangenten- 
ebenen lässt sich eine Schaar von Flächen zweiter Ordnung legen, welche 
in den gegebenen Punkten die Curve berühren. Wenn man einen Punkt 
der Curve mit den 9 Punkten verbindet, in denen eine durch ihn gehende 
Schmiegungsebene die Curve berührt, so schneidet jede Ebene diess 
System von 9 Strahlen in einem Punktesystem, welches das System der 
Wendepunkte einer Curve 3'” Ordnung sein kann, (Vergl. in demselben 
Bande des „Journal f. Math.“, p. 111.) Jene 9 Punkte liegen auf einer 
Schaar von Flächen 3'" Ordnung, die in dem gegebenen Punkte die Curve 
dreipunktig berühren. i 

Es giebt 120 Ebenen, welche eine Raumeurve 6' Ordnung in drei 
verschiedenen Punkten berühren. Es giebt 255 Sysieme von Flächen 2'*r 
Ordnung, welche die Curve in 6 verschiedenen Punkten berühren; die 
Berührungspunkte je zweier Flächen desselben Systems liegen auf einer 
Fläche 2!° Ordnung. In jedem dieser Systeme kommen 28 Flächen vor, 
welche in Paare dreifach berührender Ebenen zerfallen. Die 12 Berühr- 
ungspunkte je zweier solcher Paare liegen auf einer Raumcurve Ar" Ord- 
hung. Soleher Curven Ac" Ordnung giebt es 32130. Es giebt ferner 


*) Die vorhergehenden $$ sind der Theorie der ebenen Curven ge- 
widmet und enthalten unter anderen als Beispiel eine sehr schöne Dar- 
stellung der Theorie der Doppeltangenten der Curven Act Ordnung. 
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6561 Raumeurven 4'" Ordnung, welche die Curve 6°" Ordnung in vier 
verschiedenen Punkten dreipunktig berühren. Legt man durch die Be- 
rührungspunkte zweier solcher Curven eine Fläche 2'& Ordnung, so 
schneidet sie die Curve 6'* Ordnung noch in den Berührungspunkten 
einer dritten Berührungseurve. 

Bei diesen Untersuchungen ist A. Clebsch noch zu einem andern 
merkwürdigen Resultate gelangt, das wir unter Verweisung auf seine 
Mittheilung im 64, Bande des „Journals f. Math.**, р. 98 hier kurz ange- 
ben. Man kann die Curven in Geschlechter theilen nach der Klassenzahl р 
der А hel schen Functionen, auf welche sie führen. Wenn man aber von 
der betrachtelen Curve zu einer andern übergeht, welche ihr so ent- 
spricht, dass ein Punkt und eine Ebene der einen einem Punkte und einer 
Ebene der andern respective entsprechen, so führen beide Curven auf die- 
selben Abel'schen Integrale, oder gehören dem nämlichen Geschlechte 
mit demselben p an. Man hat aber mit den Bezeichnungen des Artikel 64 
für p die folgenden Ausdrücke und damit Identitäten, welche sich nach 
den a. a. О. gegebenen Gleichungen leicht bestätigen 


m——1.m—2 r—1.r—2 

ре ер eir me ree s Eo Bech 
r—1.r—2 n—1l.n—2 
- = —:—т== ^ — 0 — « 


Bezeichnen dann dieselben Buchstaben mit Strichen die námlichen 
Charactere eines іп der angegebenen Weise abgeleiteten Systems, so hat 
man 


m —1.m —2 j m—1.m—2 
а 3 E Neg Ee аана ад е 
r—1.r—2 up en Er аы ` 
3 y TUA y , 
r—1l.r—2 2 x r—1.r—2 n E 
2 2 à 
n -—1.n —2 ^ 4 n—l.n—2 
"Qu Pay ТИЗ =a = GEN UK EN 


es genügt hiernach für ein solches Gebilde, zwei der characteristischen 
Zahlen zu kennen, von denen im Allgemeinen (Artikel 66) drei erforder- 
lich sind, um alle übrigen zu bestimmen, 

7. Zu Artikel 122 sei bemerkt, dass die Theorie der geodätischen 
Linien auf dem dreiachsigen Ellipsoid neuerdings Gegenstand einer licht- 
vollen analytischen Darstellung von Weierstrass gewesen ist; man 
vergleiche ,,Monatsberichte der Akad. d. Wissensch. zu Berlin“ vom Jahre 
1861 (p. 986 — 997). Sie erfordert bekanntlich die Kenntniss der Abel'- 
schen Transcendenten. Für die in der Geodäsie so wichtige geodätische 
Linie des Umdrehungsellipsoids findet man die zur Berechnung zweck- 
mässigsten Formeln zusammengestellt von Jacobi und abgeleitet von 
Luther im 53. Bande des „Journal f. Math.“, p. 335 und p. 342, 
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8. Zu Artikel 148 in seinem Zusammenhang mit Artikel 27 f. tragen 
wir nach eine neuliche Bemerkung, Grunert's („Archiv “, Bd. XLI, p. 
294— 296) in der kurzen Fassung, welche ihr E. Beltrami („Archiv“, 
Bd. XLII, p. 117) gegeben hat. 

Wenn die Indicatrix in einem Punkte der Fläche eine Ellipse ist, 
d. h. wenn das absolute Glied in der quadratischen Gleichung des Artikel 
34 positiv ist, so sei о einer ihrer centralen Radien vectoren, also o* der 
Krümmungsradius des entsprechenden Normalschnittes; dann hat man für 
das arithmetische Mittel aller Radien um den Punkt herum 

7 


?л 1 ^ 
М. (К) = T3 i do. 


Nun ist о? do das Doppelte der Fläche des elliptischen Sectors zwi- 
schen den unendlich nahe benachbarten Vectoren о (œ) und о (о + do) 


und das 
л 


n 


ist daher der Totalinhalt der Ellipse oder 
=nyR. Ts, 


2z 


M (R) —yR.R, 

0 
d. h. das arithmetische Mittel aller Krümmungsradien um 
einen Punkt herum ist dem geometrischen Mittel der bei- 
den Hauptkrümmungsradien gleich. 

Man kann dasselbe als Halbmesser einer Kugel betrachten und leicht 
die Coordinaten ihres Mittelpunktes bestimmen, Nach Grunert soll sie 
den Namen „Kugel der mittleren Krümmung“ erhalten. (Vergl. dazu Ar- 
tikel 51 einerseits und die Gauss’schen Definitionen anderseits.) 

9. Zu der in den Artikeln 160—168 dargelegten Theorie der Strahlen- 
systeme, wollen wir für ihre optischen Anwendungen verweisen auf die 
Note von Kummer in „Monatsberichte der Kön. Preuss. Akad. d. W. zu 
Berlin‘, 1860, p. 496 f, und eine Abhandlung von 0. Meibauer, „Theorie 
der geradlinigen Strahlensysteme des Lichts“, Berlin 1864, 4, Weitere 
Veröffentlichungen von Kummer sind zu erwarten. In Bezug auf die im 
Artikel 243 berührten Strahlensysteme, welche Flächen Aer Ordnung mit 
16 singulären Punkten zu Brennflächen haben, bringt eine solche Mitthei- 
lung das Juli-Heft der , Monatsberichte*s, p. 495. Nach ihr zerfällt das 
Strahlensystem At Ordnung und Klasse bei solchen Flächen stets in der 
Weise vom Schluss des Artikel 243; das vollständige Strahlensystem aller 
doppeltberührenden Geraden einer solchen Fläche besteht stets wie bei 
der Fresnel'schen Wellenfläche aus 6 Strahlensystemen zweiter Ord- 
nung und Klasse. 


so dass man hat 
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Zu Artikel 212 bemerken wir, dass A. Cayley die Gleichung der 
Regelfläche von den Directrixen 
(« + В) xy — (a? + y?) aB—0, x — mz—0, y — nz = 0, 

x — «= 0, у — В = 0 
bildete, indem er die Grössen A, Б, 2, у aus dem System von Gleichungen 
(e? + B") ey — (2° + 07) eB = 0, 
Ж==х=- AS Y=y+ BZ, 
(n— B) x — (m— A) у = 0, B(x—«)— A(y—)—9 
eliminierte. Er fand das Ergebniss in der Form 
{92 (0—0) + В (Y—B)) (¥—mZ) (Y —nZ) 

+ 48 (0—0) — а (1— 8} fa (X—mZ)? — В (F -22/ Ex 0j 
welche die Leitlinien sehr deutlich erkennbar macht. 

Zu Artikel 274 (p. 390, Zeile 4 f.) von der Erzeugung der besondern: 
Regelfläche dritter Ordnung ist zu bemerken, dass die homographischen 
Reihen von Punkten und von Ebenen in und aus der Geraden a = ; = 0 
einander so entsprechen müssen, dass dem Doppelpunkt als einem Punkte 
der Reihe eine der durch seine Tangenten als Punkte der Curve gehenden 
Ebenen als Ebene des Büschels entspricht. 

Zu Artikel 276 und den Anwendungen der dort eingeführten canoni- 
schen Form, namentlich auch in den Artikeln 295 f. liefert die Fläche 

ax? + by? + c (29 + 05 + wll —0 
mit 
ty +z+vo+w=0 
ein interessantes Beispiel. Sie ist, wie A. Cayley in einer Note des 
„Philos. Magazine“, 1864, (I, p. 493) nachweist, mit der Form 


AX? + BY? + 6CRST = 0 


AS ELE R+S+T=0 
stets zu identificieren und hat daher folgende besondere Eigenschaften: 
Jede der Ebenen  — 0, S — 0, T = 0 ist eine dreifache Tangenten- 
ebene, welche mit der Fläche drei durch einen Punkt gehende Gerade 
gemein hat; umgekehrt sind die Ebenen . 
AX? + BY? —0 


dreifache Tangentenebenen der Fläche, die sich in einer Geraden durch- 
schneiden. 
Zu Artikel 294. Schläfli hat seine Untersuchung über die Einthei- 
lung der Flächen dritter Ordnung in Species nach der Realität ihrer Ge- 
Salmon, Anal, Geom. d, Raumes. 11, 36 


für 
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raden und singulären Punkte wieder aufgenommen und weiter ausgeführt 
in einer Abhandlung in „Philosoph. Transactions“, Vol. 153, (1863) p. 
193 — 241. Er erhält 22 Species, unter denen je zwei von der, 7!^^; Sien 
und Aer Klasse, je fünf von der Gen und Aen und drei von der 5'°® Klasse 
sind, Wir verweisen auf die Abhandlung selbst und erwähnen nur noch 
die Discussion der Arten conischer Punkte, welche eine Flüche dritter 
Ordnung haben kann; es sind ausser dem einfachen conischen Punkt, der 
die Klasse der Fläche um zwei vermindert, 4 Arten conischer Punkte mög- 
lich, deren Berührungskegel in ein Ebenenpaar degeneriert und denen die 
Reductionen der Klassenzahl um 3, 4, 5, 6 Einheiten respective entspre- 
chen, je nachdem nämlich die Durchschnittslinie jener beiden Ebenen der 
Fläche nicht angehört, oder ihr angehört, ohne dass eine der beiden 
Ebenen längs derselben die Fläche berührt, oder endlich die Linie der 
Berührung oder zuletzt Osculation einer dieser Ebenen ist; und es sind 
conische Punkte möglich, deren Tangentenkegel in ein Paar zusammen- 
fallender Ebenen degeneriert, welche nun entweder die Fläche in drei 
verschiedenen Graden schneidet, oder sie längs einer Geraden berührt 
oder oseuliert; drei Fälle, denen die Reduction der Klassenzahl um 6, 7 
und 8 Einheiten entspricht. 

10. Zu dem Beispiel des Artikel 312 bemerke man, dass die übrigen 
Charactere des betrachteten Systems sich ergeben, wie folgt 


Asa, vl, 945392, «== 48, о = 92, gess 156, 


und vergleiche damit Artikel 91. Das System ist das der Curve Siet Ord- 
nung von der ersten der dort aufgeführten Arten. (Vergl. Artikel 201.) 


III. Ueber die Systeme der Orthogonalflüchen. 


1. Man möchte vielleicht aus Du pin's Theorem den Schluss ziehen, 
dass zu einer beliebigen Reihe von Flächen, welche einen veränderlichen 
Parameter enthalten, immer zwei andere Flächensysteme mit je einem 
solchen Parameter gefunden werden können von solcher Besonderheit, 
dass sie die Flächen des gegebenen Systems rechtwinklig und in ihren 
Krümmungslinien schneiden. Diess ist aber keineswegs der Fall. Viel- 
mehr, damit eine gegebene Familie von Flächen mit einem Parameter ein 
dreifaches Orthogonalsystem erzeugen könne, müssen gewisse Bedingun- 
gen erfüllt sein. 

J. A. Serret hat *) den Schluss begründet, dass die Gleichung 


Be, WS El = 0, 


in welcher « ein veründerlicher Parameter ist, dann einem Orthogonal- 
systeme den Ursprung gebe, wenn die Function zwei partiellen Differen- 
tialgleichungen der sechsten Ordnung genügt. Wir geben seine Unter- 
suchung des speciellen Falls, in welchem die gegebene Function die 
Summe von drei Functionen von æ, y, z respective 151. 


*) Vgl. „Liouville’s Journal“, t. XII, p. 241. 
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Sei also die gegebene Gleichung von der Form 
Х+Ү+ Zoe 
und suchen wir die Bedingung, unter welcher die durch sie repräsentierte 
Flächenfamilie ein Paar conjugierte Systeme von Orthogonalflächen besitzt 
Vorausgesetzt, dass 
F, (@. y, 2) = В. R(@.y,2)=y 
die Gleichungen dieser Systeme sind, so folgt aus den Bedingungen des 
Problems und für X’, У”, Z’ als die ersten Derivierten von den Functio- 
nen X, F, Z die Gruppe 
‚ 48 dë „е 
» ge ZE r CH 5 dz = 
‚ dy ‚у (dy — 
X zu Y E 7 2,29, 
adr d LE E Unas 
dæ ах dy dy dz, dz 
Wenn wir zur Integration der ersten beiden Gleichungen dieser 


Gruppe die gewóhnlichen Methoden der partiellen Differentialgleichungen 
anwenden , so finden wir, dass f und y Functionen von и und v sind, wo 


= је L'AI fe 
u = p Ae ү?“ wi ж 2= 


sind. Daher wird die dritte Gleichung der Gruppe 


ap yd (2 2) EK LEE ob A AB 
du T dv/ \du "d dv * * Á 


Y" du du 2° de de ` 
Da nun w und v Functionen von z, y, z sind, so können wir y und = 
als Functionen von и, v und æ betrachten. Daher geht a in die vorige 
Gleichung als ein unbestimmter Parameter ein und die Grössen D und y 
müssen nieht nur ihr, sondern auch ihren Derivierten genügen, welche 
man unter der Voraussetzung bildet, dass æ die einzig Veränderliche ist. 
Wir finden unter dieser Voraussetzung und mit Beachtung der Relationen 
d E. дЕн, 2) 
Ж" йй, ОЛ 
die Gleichung 
X"— Y" d dy X"—Z" dÉ ау E 
Y" du du 29 4 ФР =. 
in welcher X”, У”, Z” die zweiten derivierten Functionen von X, F, Z 
sind. Die nochmalige Differentiation giebt für X’, Р”, Z” als die drit- 
ten derivierten Functionen 


x $'— Y' p ШЕР k^ (P A zo Y^) dg dy 


ү” du du 
Nm AVEC ER (x"— a dg dy a? 
Ee E 
36* 
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Daraus resultiert sogleich die gesuchte Bedingungsgleichung in der 
Form 
es x (Ү”— 77”) + Y' y'" (2”—Х”) + 259 (x"— Te 
+ 2 (x"— ei (r"— 29) (2" — x") — 0. 


Diese Relation drückt die Bedingung aus, unter welcher eine Familie 
von Flüchen von der in der Gleichung 


X4 YTZ—e 


gegebenen Form eine von einem dreifachen Orthogonalsystem sein kann. 
Sie ward zuerst von Bouquet (,Liouville's Journal“, t. ХІ, p. 446) ge- 
geben, aber der mitgetheilte Beweis ist aus Serret's Abhandlung ent- 
nommen. 

2. Aber aus der Erfüllung der Bedingungsgleichungen ergiebt sich 
noch nicht so leicht die Bestimmung der beiden conjugierten Systeme. 
So bemerkte Bouquet, dass die eben gefundene Bedingung für 

eye =Q 
als das gegebene System erfüllt ist, aber er gab nicht den Weg zur Ent- 
deckung der conjugierten Systeme. Diese Lücke ist durch Serret voll- 
ständig ausgefüllt worden, welcher viel Scharfsinn und analytische Kunst 
in der Ableitung der Gleichungen der conjugierten Systeme nach Erfüllung 
der Bedingungsgleichung offenbarte. Die wirklichen Ergebnisse sind von 
einem sehr complicierten Charaeter und wir müssen uns beschrünken, 
den einfachsten unter den durch ihn erhaltenen Fällen zu erwähnen, der 
auch ohne Schwierigkeit a posteriori bestätigt werden kann, indem wir im 
Uebrigen auf seine Abhandlung verweisen.*) 
Die drei Gleichungen 


(а? 40) t (02 t ib == В, 
ti (+ ahn 
repräsentieren ein dreifaches System von Orthogonalflächen. In denselben 
sind die Flächen (c) hyperbolische Paraboloide; das System (B) wird von 
den geschlossenen und das System (y) von den unbegrenzten Mantel- 
Пасһеп des Flüchensystems vierter Ordnung 


BER Qa* y! +) + ro 
gebildet, Serret hat bemerkt, wie aus dem oben Gesagten sich sofort 
ergiebt, dass in einem hyperbolischen Paraboloid, dessen Hauptparabeln 


gleich sind, die Summe oder Differenz der Entfernungen jedes Punktes 
derselben Krümmungslinie von zwei festen Erzeugenden constant ist. 


*) Zuletzt hat Combescure im V. Bde. der „Annali di Matema- 
tica“, p. 47 f. diese Systeme untersucht, besonders das specielle, wel- 
ches die nüchsten Formeln enthalten, 
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3. W. Roberts hat die Methode der elliptischen Coordinaten auf 
das Problem angewendet und bemerkenswerthe Ergebnisse erhalten.*) 
Sei : 
1) FO+F,W+F,W)=« 
die Gleichung einer der Flächenfamilien und œ ein veränderlicher Para- 
meter, während zwischen den elliptischen Coordinaten o, н, v die Rela- 
tionen zu den x, y, z bestehen 


2 2 22 
= We Sp + «та = 1, 
ga y? 23 
е Уб мү ЧС 
2? 2 з 
=. Ve Ip Ex s с=з 


Ist dann 
Рао + Mdu + Ndv = 0 


das Differential jener Gleichung, so dass P, M, N Functionen von ọ, и, v 
respective sind, so werden alle dem System angehörigen Flächen durch 
die eines andern Systems von dem totalen Differential 


P'do + M'du + N'dv == 0 
orthogonal geschnitten, wenn 
PP' (02 — 0?) (—e) | MM’ (2—0?) (c — и?) 


wre 7 qve 
ee), 
и) (и) 
ist; denn die Elemente ds, ds’, ds” der Krümmungslinien von drei con- 
focalen Flächen о, a, v 


E (02— и?) (0—3) 
LA m 


del == du T M 
V 


*) Vgl. „Comptes rendus“, 1861, t. LIII, p. 546 u. weiterhin ibid. 
u. 1864, t. LVIII, p. 291. Vervollständigt im LXII. Bde. (p. 50) des ,,Jour- 
nal f. Мает,“ 
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Man genügt jener Bedingung offenbar durch 


, РА Kl Eege 1 
РР e A MM mg NN =— "eg: |, 
und durch 
, 1 7 1 ) 1 
Рр RAN ММ = — wi NN = — P amo 


Setzt man also 


+Å | dg du dv 
“= f; (02—63) + Г * fs ger 


I do Жы. Дей dade r 
á = f (02—09 * fs (2—19) tf (2—0), 


und bezeichnen В, y zwei willkürliche Constanten, so repräsentieren die 
Gleichungen 
u= В, v=y w+ Во = у 
drei Systeme, welche das gegebene System 1) rechtwinklig schneiden. 
Alle Flächensysteme dieser Art liefert die Integration der partiellen 
Differentialgleichung 
Р (%— 12) (#—с?) М (2—0?) (cè — u?) de 


(2—2) (0—2) (0—2) (62—02) du 
&ел a к= 0, 


Da sie м + fg» — y zum particulüren Integral hat, so ist das allge- 
meine durch Ф (и, v) == 0 gegeben. 

4. Wir bestimmen den Fall, in welchem zwei Familien von Flächen, 
deren jede durch eine lineare Relation zwischen ш und v gegeben ist, 
gegenseitig orthogonal sind. Wir setzen 


u+f=ß u + g =y 


mit f, g als Constanten und setzen voraus, dass die Familien (8) und (у), 
sich selbst und die Familie (с), 1) rechtwinklig schneiden. Die Differen- 
tiation der Gleichung von В für В als Constante giebt 


, CfW Ses. u? 
à C vf EAL 


P (о? — b?) (02— c?) 


+ — 


und ebenso entspringt aus (y) 
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О 


wn, SE с + gb? с 4 gb a 
do gg. & du 4495 
р (0) (00 6) a RE 
EE. + gb? 
dv 1 +g 


Nehmen wir dann 
А0 s. e c 9 _ 12, 
kré f 
so ergiebt sich nach Bemerkungen von Liouville (vergl. „Journal“, 


t. XII, p. 418, 420), dass die Gleichungen der Systeme (В) und (y) sich mit 
den Abkürzungen 


ga WÉI (9 —1) 
(e* — 5?) (02 — en 

ni — 9) 082—0) 
(62 — 0) (2 — ы?) ' 

PN Rn) 


in der Form 


” Рао + е M E a n?dv 
P (9! — 12) UE NR) тері 


Г Lë, 1 N 
Р—@ "7 М) SEA? 


integrieren lassen. Die Bedingung der Orthogonalitàt dieser Systeme ist 
(02—02) 2 (02—02) т? (02—68°) н? — 
MAE Ae EDU i i ÄN 
Die von W. Roberts betrachteten Fälle, in welchen diese Bedin- 
gungen erfüllt sind, wollen wir zusammenstellen. Sie sind 
p m? n? 
ppm 
was identisch ist mit 


TuS уң, 
| Gn * рар ^ 
b) KRZR Ni — m, 5,2? — n^ 
р > т? 4 п? 
Jg e a ИЙ dE D LER. D EJ RM 


für A. k als beliebige Constanten, die den Bedingungen der elliptischen 
Coordinaten genügen. 
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5. Dem Falle a) entspricht das dreifache System 


fix + [ma + fow =u, 
Me таш * па» 
GER LE Jip k: 
P 140 foc mdu er aday ^w 
PST Jg—-a NÉ 


die Flächen с) sind unter sich parallel und haben zwei durch die Constan- 
ten 9, A repräsentierte confocale Flächen zweiten Grades zur Fläche der 
Centra; die Flächen ß), у) setzen sich aus den developpabeln Flächen der 
Normalen von «) längs ihren Krümmungslinien zusammen. Für 


0—c, А = 


reducieren sich jene confocalen Flächen auf die Focalkegelschnitte des 
gegebenen Systems und die Flächen c) sind Cycliden (vergl. Artikel 250), 
während die Flächen 8) und y) Umdrehungskegel werden, welche ihre 
Scheitel in der Focalellipse (Focalhyperbel) haben und über der Focal- 
hyperbel (Focalellipse) stehen. Die Gruppe 


(0—0) u—b) (b — ») 
+ + у = а, Я J 
ы " (e+b) (6+0) 0+2) =$. 
(0— c) (c—u) (c— 

е+0 (+) +») 
giebt ihre Gleichungen. Aus der ersten derselben folgt die früher im 
Artikel 250 gegebene Gleichung der Cycliden und diese Construction der- 
selben: Man beschreibt aus einem der Brennpunkte der Focalellipse oder 
Hyperbel einen Kreis, zieht in ihm einen Radius und beschreibt aus sei- 
nem Durchsehnittspunkt mit der Focaleurve und durch den Schnitt mit 
jenem Kreise eine Kugel, so ist die Enveloppe der sámmtlichen so er- 
zeugten Kugeln eine Cyclide; die Krümmungscentra derselben liegen in 

den Focalcurven.*) 


*) Die Cyclide ist als ein Beispiel zu der im Artikel 249 gegebe- 
nen Methode von W. Roberts für die Bestimmung der ersten negati- 


ven Fusspunktfläche schon benutzt worden. Hier fügen wir bei, dass 
wegen 


Ua BtmeatRytpsphre 
: o +u Horat le Hu H r Ro) 
oder 
op + uv + vo — « (o + и + о) + 4 (e? HR B0 


diese Fläche darstellt, als die dem System der elliptischen Coordinaten 
entsprechende einfachere Form. 


auch 
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Der Fall b) giebt das System 


fax f^ f= 
7. lodo. 4 ze AN Më >= 
£6 


"lodo _ m Ф nvdv h 
get + fot. g— BI: 


ein System, Rare: keine ШОР und keine developpabeln Flä- 
chen enthält. 

Für 6 — c und А < p >œ v wird die Gleichung f) algebraisch 
integrierbar und die Durchschnitiscurven der 8) mit den с) sowohl als den 
y). d. h. die Krümmungslinien von f) sind algebraisch, obwohl die Flä- 
chen œ) und у) diess nicht sind. 

Für 0 == c, А == b werden die obigen Differentialgleichungen 


do de de, 
H H x 
NEL dp — MÉ — 
an 2 а 0 
ode —. Mia. — -vdv 


2-0 + аи Kén Eer 
6. Sie geben z. B. das System 
ie — М). ven AE 8 (02—82) (t — v?) 


Ls ns “— 0 — с? mmy 
mittelst der Relationen 
bez == ouv, b yc! — y — Hief — MÉI (и —6?) (00 — v?), 


e pm z = (e? — e?) (c? — и?) (c! — >?) 
sieht man, dass das System mittelst einer Function о von 2, y, z 
2 y? 2? 
c 


rpm p ts Sa IF 


0 — с 
in der Form 
a 1 у 1 2 1 
CR 


ЧҮ SUI E КЫЕК 
dargestellt werden kann. Daraus folgt der Satz: Ist eine Reihe von 
confocalen Ellipsoiden gegeben, ein Punkt willkürlich auf 
einer der Achsen gewählt, und betrachten wir diesen als 
den Scheitel von Kegeln, die den Flächen der Reihe umge- 
schrieben sind, so ist der Ort der Berührungscurven dieser 
Letzteren eine bestimmteFläche und bei derBewegung des 
Scheitels in seiner Achse entspringt dem ein System von 


= Bd == 


Flächen mit einem willkürlichen Parameter. Analog diesem 
entstehen zwei andere Systeme von Flächen, welche den 
beiden andern Achsen des confocalenSystems entsprechen. 
Diese Systeme bilden ein dreifaches Orthogonalsystem. 

Man kann leicht zeigen, dass die Krümmuugslinien der vor- 
erwähnten Flächen — sie sind von der dritten Ordnung — 
Kreisesind, deren Ebenen zu den Hauptebenen des Ellip- 
soids normal sind. Denken wir А, В als zwei feste Punkte respective 
auf zweien der Achsen des confocalen Systems gewählt, so entsprechen 
ihnen zwei Flächen, welche sich rechtwinklig durchschneiden und ihre 
Durchschnittseurve ist der Ort von Punkten M der confocalen Ellipsoide, 
deren Tangentenebenen durch die Linie 42 gehen. Sei dann P der Punkt, 
in welchem die Normale zu einem der Ellipsoide in M die Hanptebene 
schneidet, welche die Gerade 42 enthält, so ist derselbe als Pol von AB 
in Bezug auf den Focalkegelschnitt dieser Ebene (vgl. Bd. I, Art. 177, 182) 
ein gegebener Punkt. Der Ort von M oder eine Krümmungslinie des 
Systems ist daher ein Kreis in einer zu der 47 enthaltenden Hauptebene 
normalen Ebene. Man beweist das Analoge auch für die andern Krüm- 


mungslinien. 
Die Gleichungen 
& y? 2? 
а Hz, Sg : 
г? D 22 
By +b? T B + By + —e? = 1, 


а? y! 


z 
yz Te + yz+ ce — 10 + 7 
stellen das System dar. 

Dem Falle c) entspricht für die Voraussetzung 0 — c, А = b ein 
System, in welchem die Flächen c) algebraisch sind, während wenigstens 
noch die Krümmungslinien von « auf algebraischen Flächen überdiess ge- 
legen sind, obgleich 8) und y) diess im Allgemeinen nicht selbst sind. 

7. Andere algebraische Orthogonalllächensysteme hat W. Roberts 
in einer spätern bereits angeführten Note der „Comptes rendus“ bezeichnet. 
Endlich wollen wir bemerken, dass О. Bonnet in Mittheilungen der 
„Comptes rendus“ t. LIV, p. 554, 655 einen andern Weg zur Untersuchung 
der Orthogonalllächensysteme eingeschlagen hat, und zugleich der ein- 
schlagenden Kapitel des Werkes von Lame, „Lecons sur les coordonnées 
curvilignes** Erwähnung thun. Mit besonderer Rücksicht auf die Relatio- 
nen von Lamé — die übrigens lange vor den „Legons“ von ihm gegeben 
worden waren — hat Combescure in der oben angeführten Abhand- 
lung (p. 43 f.) das Beispiel behandelt, bei welchem oben seine Arbeit 
citiert ist und dessen geometrische Bedeutung direct ersichtlich ist: Die 
zwei ersten Flächensysteme sind die Ortsfláchen von Punkten, für welche 
einmal die Summe, das anderemal die Differenz der Abstände von densel- 
ben zwei festen Geraden in einer Ebene constant ist; das dritte System 
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c MW ү == 


ist gebildet von Paraboloiden, welche jene heiden Geraden zu solchen Ep- 
zeugenden haben, von denen jede alle Erzeugenden des andern Systems 
rechtwinklig durchschneidet. 

8. Jene Formeln von Lamé stehen in einem wichtigen Zusammen- 
hange mit den Lehren des Abschnitts von den Linien auf den Flächen und 
wir wollen denselben hier darlegen, indem wir der schönen These von 
A. Picart, „Essai d'une théorie géométrique des surfaces“ (Paris 1863) 
Einiges entlehnen. Denken wir zwei Systeme von ebenen krummen Li- 
nien, und 4, b’ als die Schnittpunkte von zwei nächstbenachbarten Paaren 
derselben, so dass аа’ und a'm zwei auf einander folgende Elemente einer 
Linie des einen, ab und bn zwei solche von einer Linie des andern sind, 
während bb’ und a'b’ die Anfangselemente der nächstfolgenden Linien der- 
selben sind; bezeichnen wir aa’ durch dæ, ab durch d'y, indem wir durch 
die Zeichen d, d' die Variation nach æ ийй y unterscheiden, nennen wir 
v den Winkel, welchen sie bilden und Qx, о, ihre Krümmungshalbmesser 
im Punkte а, so ergiebt eine einfache Betrachtung die Formel 


1 

sin v.dd'y = афу (2 -— — cos 9) — dad'v — d'ydv cos v, 
e, 0x 

für constantes v und speciell für v = 90° respective 


1 1 
sin v . dd'y = dad'y (2 — — cos v) 
Qy Qx 
und 


а)  dd'y — dad'y l und ebenso d'dz = — d'yda: E 
Qy Qx 
9. Betrachtet man dann die Linie ab’ und ihr nächstfolgendes Ele- 
ment b'e und bezeichnet die Winkel рас" und cb'p (bp ist das zweite 
Element von bb‘) durch ¿ und (i + di), bezeichnet das Element ab’ durch 
ds und den PAS т von ab/c durch оу, so ist 


b) d=dv + — — ~ — —. 
) E; 0x 9, 
Für den Fall, dass der NI v der beiden Curvensysteme unver- 
änderlich ist, verschwindef d'v aus der Gleichung. 
Soll jede Linie des einen Systems alle Linien des andern unter dem- 
selben Winkel schneiden, so muss in dem Elementarviereck oa Kb die 
Summe der Contingenzwinkel der Seiten gleich Null sein, 


S) da: dr d'y 

d. —-4—)j——-—eo, 

0x GE KE T Qy Qx + Or 0, 

oder 

7 KS “© em E ddy + dyd —- БЕ dán — ded = 
оу 0x 9, Oy Qx Qx 


Damit es orthogonale Curvensysteme sind, müssen die Werthe a) in 
diese Gleichung eintreten und wir erhalten 
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= = 


e ind 1 
hone EE Ау 

d'y dæ 0x Qy? ` 

10. Für eine Linie auf einer beliebigen Fläche heisst die geodätische 
Krümmung in einem ihrer Punkte die Krümmung ihrer Projection auf die 
Tangentenebene der Fläche, so dass sie das Product ihrer eigenen Krüm- 
mung in den Cosinus des Winkels ist, den die Osculationsebene mil der 
Tangentenebene bildet; auch heisst das Product des Elements ds der 
Linie ir die geodätische Krümmung der geodätische Contingenzwinkel 
derselben, so dass dieser der Winkel zweier Normalebenen der Fläche 
ist, die durch benachbarte Elemente der Curve gehen. Dann hat eine 
geodälische Linie überall die geodätische Krümmung Null. (Artikel 48.) 

Die Formeln a) des Artikel 8 bleiben gültig für ein System von Or- 
thogonaleurven auf der Fläche, wenn Qx, о, die geodätischen Krümmun- 
gen derselben bezeichnen. Sie zeigen, dass bei der Deformation einer 
Fläche die geodätische Krümmung einer beliebigen Linie auf ihr nicht 
verändert wird. Aus ihnen ergeben sich leicht die Sätze: Die kürzeste 
Linie zwischen zwei Punkten ist die geodätische Linie, die sie verbindet. 
Von aller gleichlangen Linien umschliesst die grösste Fläche diejenige, 
deren geodätische Krümmung constant ist. Damit die Fläche durch das 
System in quadratische Elemente zerfalle, muss 


sein. 

Wenn Ọs, 0, о, die Radien der geodätischen Krümmung ihrer 
Curven bezeichnen, so gilt auch die Formel b) des vorigen Artikels, ins- 
besondere für constantes v 


di ——————— з 
P 0; 0x Qy 
und für d. == 0 oder eine geodätische Linie 
5 
2494 ш, 
0x Qy 


11. Vergleicht man nun eine Linie der Fläche und die entsprechende 
sphärische Linie, so gelten für diese und jene die Formeln 


ds dr ау de "e dæ; dn 

Qs Ох о, 05, Ох, Bu 

sofern а und y die beiden Krümmungslinien der Fläche sind; wegen 
*) Diese Quotienten sind nicht Differentiale; d 2 etc. sind die 


А y 
Variationen der bezüglichen Krümmungen einer Curve von einer Curve 
des andern Systems bis zur nüchstfolgenden. 
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0x Bei бу ee 


ist dann 
ds + de 
di — — = di — — 
s 05, 
und 
8" 8 r 
LA СА de ." n ds, 
no Кой АЛЛЕ СЛ 
‚ Os ‚ 05 
D 8, 


also für eine geschlossene Contour wegen i" — 7, 4" = à 


d. h. die Summe der geodätischen Contingenzwinkel ist für beide Con- 
touren die nämliche. Ist S die umschlossene sphärische Fläche, so ist 
dieser Werth 

==?л — S. *) 


Handelt es sich um ein krummliniges Polygon von den Winkeln 
A, B, C,..., und das entsprechende sphärische von den Winkeln 
Ar, B,, С, ..., s0 ist 


ПИЕ ESAE г 


und wegen 


"ds 


ds, 
0 { 


ЛЕ 


*) Davon ist eine interessante Anwendung müglich, welche die 
Lehre von den Regelflichen mit dieser und der Theorie der Curven 
verbindet. Denken wir eine beliebige geschlossene Curve, so bilden 
ihre Binormalen eine windschiefe Regelfläche, für welche sie die Stric- 
tionslinie ist, und da sie alle Erzeugenden derselben rechtwinklig 
schneidet, so ist sie zugleich eine geodätische Linie der Fläche. 

Nach dem obigen Satze ergiebt sich daher: Wenn man in einer 
Kugel zu den Hauptnormalen einer geschlossenen Curve 
parallele Radien zieht, so theilt der Ort ihrer Endpunkte 
die Kugelflüche in zwei gleiche Theile, (Jacobi.) Und: Die zu 
den Normalen einer windschiefen Regelfläche längs der Strictionslinie 
derselben parallelen Radien einer Kugel bestimmen anf ihr eine ge- 
schlossene Curve, welche die sphärische Fläche in zwei gleiche Theile 
theilt; mit andern Worten: Die Summe der geodätischen Contingenz- 
winkel der Strictionslinie einer windschiefen Regelfläche ist gleich Null. 

Denn dass der Inhalt einer geschlossenen sphärischen Curve gleich 
2л weniger der Summe der geodätischen Contingenzwinkel der Curve 
ist, kommt darauf zurück, dass die Endpunkte berührender grösster 
Kreise der sphärischen Curve, auf die man in einerlei Sinn vom Be- 
rührungspunkt aus die Länge des Quadranten abtrügt, die Kugelfläche 
in zwei gleiche Theile zerlegen. 
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"d. 
` 44: EE LEIT E 
s 
also insbesondere für eine durch geodätische Linien gebildete Contour, 
wie Gauss zuerst zeigte: In einem durch geodätische Linien gebildeten 
n Seit ist der Ueberschuss der Winkelsumme über (2 n — 4) Rechte der 
Fläche des entsprechenden sphärischen Polygons gleich. 
12. Wenn man die Formel d) des vorigen Artikels auf ein unendlich 
kleines Rechteck aa'b/b anwendet, so erhält man 


dæ d'y d'y da: dx dy da d'y 
+ ( +4 )— LEM ды 0 СУ 
9x 9y Qy Ох Ох. DÉI RR 
oder 
d'y da: da d'y 
d-— m — == ——/^. 
Qy Qx RR 


Man sieht, wenn beide Systeme von Linien, die sich unter gleichen 
Winkeln durchschneiden, geodätische Linien sind, so muss die Krümmung 
der Fläche den Werth Null haben; diess ist also nur bei developpabeln 
Flächen möglich. Die Verbindung mit den Formeln a) verwandelt die 
vorige Gleichung in 


"NE 


1 

6. 55 ә (1) (2 ". 

MEC e өлү йе Myr AP. 
sie ist die Bedingung, unter welcher zwei Liniensysteme auf einer Fläche 

sich überall orthogonal schneiden. (Vergl. oben 9, c.) 

13. Betrachten. wir die beiden Systeme der Krümmungslinien einer 
Flüche und die Variation, welche eine Hauptkrümmung beim Uebergang 
von einer Krümmungslinie zur nächstbenachbarten erfährt. Einem unend- 


lich kleinen Rechteck oo Kb entspricht auf der Kugel ein Rechteck zum'n'n ; 
bezeichnen wir mm’ und nn’ durch ғ und £ respective, so sind die Haupt- 


€ 
krümmungen nach ge und bb’ respective —;, und wenn Rz, A' 
8 ad y 


74 
die Hauptkrümmungsradien nach den Linien æ und y sind, so ist 
pr TOR: E ‚_ ф.аа — e. W 
A; UOS e V 


und nach der zweiten der Formeln a) im Artikel 8, p. 571 
1 
{==#—#.тп.ВЁ.— 
DÉI 

und 


Lé , , 1 
bb == аа — аа . ab. —, 
DÉI 
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also durch Substitution 


1 х l 1 
ғ.аа — є.аа'.тп.В„ — — £. aa’ + &.aa' .ab . — 
AE c ou N 9x 
ES Ta aa’ „bb 
und wegen 
UE, sad 5 
ebenso 
1 Ф. 
СВЕ es 
E 
f) i 
| [ri ЕЯ 
Ry "din Ry К. 


14. Diese Formeln lassen sich auf die Orthogonalfláchen anwenden, 
die sich bekanntlich in ihren Krümmungslinien durchschneiden. Sind 
Fz, Fy, Е. drei solche Flächen, die sich nach den Linien A;, Ay, Ax 
durchschneiden, so sollen R,, А. die Hauptkrümmungsradien der Fläche 
F4, В., Rx die von F, und Rz, R, die von F, sein. Nach dem Theo- 
rem von Hachette sind die Radien der geodätischen Krümmung der Li- 


nien т, y, Z 


z auf den Flächen F}, F., 


Fz, Fz; Fz, Fy die Hauptkrüw- 


mungsradien R+, Re; Ry, Ау; Ra В.. Die Anwendung der Formeln f) 


giebt daher die 6 Gleichungen 


RS _ 


1 (s 
dy " - Rx 
1 
dA. t (+ 
er В, NR, 
1 


1 
1 ) uA 1 
B0 4e. » en 

1 
us Ze: E i 
RJ. a LX 


bs E 
re "e" Sen 


1 
a x EE EE 


B 


Da die Krümmungslinien sich orthogonal durchschneiden, so ist die 
Formel e) (Artikel 12) auf sie anzuwenden und man erhält 


1 1 
HS IE 
| ^ + 
1 1 
n) Wa UR. 
ehr 
|, 1 1 
ES KE 
? ac dz 


| 


(2) + 


ek 7 e 


(э) + G3 xw 
kel + (z) t = 
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Durch die paarweise Verbindung der Gleichungen der ersten Gruppe 


erhält man ferner 
1 


1 1 1 Zen: Ву. 1 1 
В. ЖУ Le: + В )— dz — RR, + Ra Ry R; 


1 

(el Dë Si SS 
В.В. В. " Rg dy 
1 


PL. y + >) Ry Ræ 
HE. УХ УЫ A dz ' 


und durch Addition der drei Gleichungen der zweiten 


May acta (aca) _ 


(Lee Qe D " H xx 


Dt (5 m E 
Diess sind die Formeln von Lam é.*) 


*) Man vergleiche „Leçons sur les coordonnées eurvilignes“, $ XLVI, 
XLVII (p. 79, 82); namentlich auch wegen der ausdrucksvollen Termi- 
nologie Lamé's, die im Artikel XXIX daselbst erläutert ist. Die letzte 
der Formeln giebt den Satz: Wenn man vom Quadrat der sphärischen 
Krümmung jeder Coordinatenflüche die Variation dieser sphärischen 
Krümmung nach dem zur Fläche normalen Bogen abzieht, so wird die 
Summe dieser drei Differenzen der Summe der drei Producte gleich, 
die man durch Multiplication der beiden Krümmungen jeder Fläche mit 
einander erhält, 

Wir erinnern an die Gleichungen f) des Artikel 158, welche noch 
allgemeiner Relationen der Krümmungen der Flächen enthalten, Die 
zweite unter ihnen steht in einer Beziehung zu der Gruppe g) der 
obigen Formeln, die diess näher erläutert. Diese Formeln drückt 
Lamé durch den Satz aus: Die Variation einer Krümmung nach dem 
zu ihrer Ebene normalen Bogen ist das Product der ihr nach dem Bo- 
gen conjugierten Krümmung in den Ueberschuss dieser Letztern über 
die ihr nach der Fläche conjugierte. („Legons“, p. 81.) Man erhält 
diess Theorem aus der zweiten Formel f) Artikel 158, indem man vor- 
aussetzt, dass in einem Punkte die Coordinatenlinien die Krümmungs- 
linien tangieren, so dass 7, H, die Hauptkrümmungen repräsentieren 
und die Torsion 7, sowie ihre Variation. nach d» gleich Null ist. 


, Denn — ү; ist die geodätische Krümmung der Normalen oder die zu // 
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15. Betrachten wir endlich die Variation des zwischen zwei Paaren 
unendlich naher Orthogonalfláchen gelegenen Flächenelements, so wird 


ахау in 
dz dz 
b BELT 
d ( z) dy ( R ) 


У 
übergeführt und die Variation ist 


1 1 
— da dy dz LG + в): 
oder durch Einführung des Elements c 


1 1 
d.m = — dz. w (х- + Sch 
ebenso 
d = — dx. w E + » 
Job md ‚© R, n 
1 1 
а.о = — dy.o, n * ml 4 


Man erkennt daraus, dass unter allen durch dieselbe Contour be- 
grenzten Flächen diejenige die Minimalfläche hat, deren mittlere Krüm- 
mung Null ist oder für welche die Hauptkrümmungsradien gleich und von 
entgegengesetztem Zeichen sind. Und unter allen von derselben Contour 
begrenzten Flüchen derselben Ausdehnung ist diejenige, welche den Maxi- 
malinhalt giebt, die Fläche von constanter mittlerer Krümmung. 


IV. Zur Theorie der Inversion und der Orthogonal- 
flächen. 


In den Artikeln 245, 246 sind die allgemeinen Beziehungen der dint 
Inversion oder durch die Transformation mittelst reciproker Radien vecto- 
ren abgeleiteten Flächen zu den Reciprocal- und den Fusspunktflächen 
dargestellt und im Artikel 250 sind dieselben zur Untersuchung der Du - 
pinschen Cyclide verwendet worden.*) 

Dass die Inverse einer Fläche n'*" Ordnung im Allgemeinen von der 
Ordnung 27 ist, ist bekannt und erleidet nur Ausnahme, wenn der Pol 
oder das Centrum der Inversion ein vielfacher Punkt der Fläche oder der 


nach dem Bogen eonjugierte Krümmung. Während also der Lam веће 
Satz sich nur auf Hauptkrümmungen bezieht, erweitert ihn jene Gleich- 
ung von Bour auf die Krümmung eines beliebigen Normalschnittes 
durch Hinzufügung eines von der Torsion der berührenden geodütischen 
Linie abhüngigen Gliedes, 

Die erste der Gleichungen f) Artikel 158 sagt darnach aus, dass 
das Product der Krümmungen von zwei beliebigen rectangulüren geo- 
dätischen Linien mit dem Product ihrer Torsionen eine bei der Defor- 
mation constante Summe bildet. 

*) Vergl. Mannheim, ,,Nouvelles Аппа1еѕ“, t. XIX, p. 67. 
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unendlich entfernte Kreis eine vielfache Linie der Fläche ist. Ist jene 
Vielfachheit p, diese q und sind a, p, g die entsprechenden Zahlen für 
die inverse Fläche, so gelten die Relationen 

n —2n—p — 24, p-n—34, f —n—p—q4 
und umgekehrt 

n—2n —p —24, p=n —234, q—mn —y — 9. 

Für p + 2g = n erhält man gleichzeitig n= n’, p = p, q= (, 
d. h. die Ordnung der Fläche und die Grade der Vielfachheit des Pols und 
des imaginären Kreises bleiben unverändert. *) Eine Fläche kann insbe- 
sondere für entsprechende Wahl des Centrums und des Paramelers der 
Inversion mit ihrer inversen sich decken. Nennen wir einen solchen Pol 
Hauptpol**) und die entsprechende Kugel Hauptkugel, so kann 
eine Fläche dieser Art eine Fläche dritter Ordnung sein, welche den un- 
endlich entfernten imaginären Kreis enthält, oder eine Fläche vierter Ord- 
nung (Artikel 297), welche ihn als Doppellinie enthält. Für jene müssen 
die Hauptpole derFläche angehören, für diese können sie es nicht. Es giebt 
für beiderlei Flächen je fünf Hauptpole, von denen wenigstens drei reell 
sind. Die fünf Hauptkugeln schneiden sich paarweis orthogonal, so dass 
die Gerade, welche zwei der Hauptpole verbindet, normal ist auf der 
Ebene der drei andern, oder der fünfte Hauptpol immer der Durchschnitts- 
punkt der vier Höhen des Tetraeders der vier übrigen ist, ***| 


Diejenigen Kugeln, welche eine solche zu sich selbst inverse Flüche 
dritter oder vierter Ordnung doppelt berühren, schneiden sie nach zwei 
Kreisen und bilden mit einander fünf verschiedene Systeme. Da man jede 
sich selbst inverse Flüche als den Ort der Durchschnitte auf einander fol- 
gender Kugeln ansehen kann, die der Hauptkugel orthogonal sind und 
deren Centra eine gewisse Fläche bilden, so ist bemerkenswerth, dass 
für die sich selbst inversen Flächen vierter Ordnung diese Ortsflächen der 
Centra confocale Flächen zweiten Grades sind und dass für die bezüglichen 
Flächen dritter Orduung das Centrum dieses confocalen Systems unend- 
lich entfernt ist. Den geradlinigen Erzeugenden dieser Flächen entspre- 
chen circulàre der sich selbst inversen; sind jene abwickelbar , so werden 
die Kreise zu einem System der Krümmungslinien in dieser. 

Jeder Hauptpol einer solchen Fläche vierter Ordnung ist Scheitel 
eines Kegels vom zweiten Grade, welcher der Fläche doppelt umgeschrie- 
ben ist; die Berührungscurve desselben mit der Fläche liegt auf einer 
Kugel aus dem Centrum jenes Systems von confocalen Flächen. Durch 
jeden Punkt der Fläche gehen zehn Kreisschnitte oder die Doppeltangen- 


*) Vgl. Moutard, „Nouvelles Annales“, t. XXIII, p. 306. 

**) Vgl. Mannheim, ibid. t. XX, p. 218. 

##*) Die zehn Höhendurchschnitte der Flächen dieser Tetraeder 
sind Pole, für welche die Transformierte zur gegebenen Flüche sym- 
metrisch wird für die Tetraederfläche als Symmetrieebene, Auch sie 
liegen bei den Flächen dritter Ordnung in der Fläche, 
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tenebenen bilden fünf Kegel zweiten Grades. Die Hauptkugeln schneiden 
die Fläche in Curven, die unter andern die Kreispunkte der Fläche ent- 
halten; sie schneiden die bezeichneten confocalen Flächen zweiten Grades 
in Curven, die den Namen Focallinien verdienen. Sie kónnen als Oerter 
der Centra doppelt berührender Kugeln vom Radius Null betrachtet wer- 
den, oder sie sind Doppellinien der developpabeln Fläche, welche der 
Fläche und dem imaginären Kreis im Unendlichen umgeschrieben sind. 
Haben zwei solche Flächen eine derartige Focallinie gemein, so haben sie 
dieselben fünf Hauptkugeln und dieselben fünf Focallinien und sollen con- 
focal heissen. 

Zwei confocale sich selbst inverse Flächen vierter Ordnung schnei- 
den sich überall rechtwinklig und ihre Schnitteurve ist eine Krüm- 
mungslinie für beide. Durch jeden Punkt im Raum gehen drei solche 
Flüchen und die Vereinigung aller solcher confocalen sich selbst inversen 
Flächen vierter Ordnung bildet ein dreifaches Orthogonalsystem. Die ge- 
meinsamen Focallinien sehneiden die Flüchen in ihren Kreispunkten.*) 


V. Ueber den Quaternionen-Caleul. 


1. Der Quaternionen - Calcul ist von seinem Erfinder W. R. Hamil- 
ton erfolgreich zur Herleitung geometrischer Sätze angewendet worden 
und es mag daher gerechtfertigt erscheinen, einen Abriss dieser Methode 
dem hinzuzufügen, was in diesem Buche über die Methoden zur Unter- 
suchung der Eigenschaften des Raumes vou drei Dimensionen entwickelt 
worden ist. Dabei beschränken wir unsere Absicht darauf, dem Leser zu 
zeigen, was Quaternionen sind und ihm eine Idee von ihrem Gebrauch in 
geometrischen Untersuchungen zu geben, indem wir für Begründung 
weiterer Einsicht auf W. R. Hamilton’s Abhandlungen „On Symbolical 
Geometry “ im „Cambridge and Dublin Mathematical Journal“, auf seine 


*) Vgl. Moutard, „Comptes rendus“, t. LIX, p. 243. Dazu die 
a. a. О. unmittelbar vorausgehende Note von Darboux, welche die 
Ausdehnung der Focaleigenschaften der Orthogonalcurven auf Systeme 
von Orthogonalflichen von dem singulüren Integral der Gleichung der 
Krümmungslinien 1 -+ p? Laf = 0 herleitet. Wenn man an die Fläche 
Tangentenebenen parallel denen des Kegels x? + y? + 22 = 0 legt, so 
bilden ihre Berührungspunkte eine Kriümmungslinie und die durch die 
Gleichung 1 + p? + 9° = 0 dargestellten developpabeln Flächen haben 
die Eigenschaft (wie die Kugel), dass jede auf ihnen gezeichnete Linie 
eine Krümmungslinie ist; alle solehe Linien haben die Rückkehrkante 
zur gemeinsamen Evolute. Die Flüchen eines dreifachen Orthogonal- 
systems haben in Folge dessen eine Fläche der Familie 1 -+ p? + 02 = 0 
zur Enveloppe; sie berühren sie nach einer Curve und schneiden sie 
nach Tangenten derselben in ihren Schnittpunkten mit der Rückkehr- 
kante. Die Existenz von solchen geraden Erzeugenden, die dem 
Asymptotenkegel der Kugel parallel sind, ist den Flächen eines Ortho- 
gonalsystems wesentlich. Etc, 
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„Leetures“ und auf die in Aussicht stehenden „Elements of Quaternions“ 
verweisen. 

Vectoren. In der algebraischen Geometrie treten die Symbole 
20, y, 2, etc., obwohl sie mit Bezug auf in bestimmter Richtung gemes- 
sene Linien gebraucht sind, doch nur als die Gróssen der von ihnen dar- 
gestellten Linien in die Rechnung, d.i. iu die Gleichungen ein, mit denen 
sie zu thun hat; diese Gleichungen drücken nur aus, dass gewisse arith- 
metische Operationen mit den Zahlen zu vollziehen sind, welche die Ver- 
hältnisse jeder der Linien x, y, z zur Lineareinheit bezeichnen. Wenn 
wir die Summe © + y + z von drei bekannten Linien bilden, so ist das 
Resultat eine Linie von bestimmter Länge, aber ohne bestimmte Richtung. 
Dieconsequente Entwickelung der algebraischen Geometrie schliesst in dieser 
Beziehung mit dem Gegensatz des Sinnes innerhalb derselben Richtung ab. 

Im Quaternionen -Calcul muss jedes Symbol, das eine Linie be- 
zeichnet, sowohl ihre Länge als ihre Richtung darstellen; und wenn wir 
z. B. die Summe x + y + z bilden würden, so muss dadurch sowohl 
die Richtung als die Lünge der resultierenden Linie bestimmt werden. 

Die Zeichen + und — werden daher in diesem Calcul nicht als 
Zeichen numerischer Addition oder Subtraction, sondern zur Bestimmung 
der ‚Richtungen verwandt — die Art und Weise dieser Verwendung er- 
klären wir sogleich — und bezeichnen so zu sagen geometrische Addi- 
tion und Subtraction. 

2. Wenn die Linie oder der Vector AB den Uebergang vom Punkt 
A nach dem Punkte B bezeichnet, so wird in gleicher Weise BC den 
Uebergang von B nach € darstellen; das Zeichen + kann naturgemäss 
gebraucht werden, um die auf einander folgende Ausführung dieser bei- 
den Operationen auszudrücken, d. h. AB + BC drückt aus, dass nach 
einander von A nach B und von B nach C gegangen werde, Da aber 
das Resultat dieser Operationen der Uebergang von A nach € ist, so gilt 
die Relation 

AB + BC — АС, 


oder die Summe zweier Veetoren ist die Diagonale des Parallelogramms, 
welches diese zu benachbarten Seiten hat. 
Fig. 8. Wenn АВ und ВС Strecken derselben 
er Oerden sind, so ist ihre Summe die ge- 
wöhnliche algebraische Summe beider Li- 
nien; und durch successive Addition er- 
kennt man, dass für а als einen beliebigen 
Vector und m als einen numerischen Factor 
ma einen in der Richtung mit а zusammen- 
fallenden, in der Länge im Verhältniss m : 1 
4 D zu ihm stehenden Vector darstellt. 


Man nennt zwei Vectoren einander gleich, wenn der eine ohne 
Drehung mit dem andern zur Deckung gebracht werden kann, d. h. zwei 
gleiche in parallelen Linien gemessene Längen sind gleich. Auf Grund 
dieser Uebereinkunft kónnen wir die Gleichung 


B 
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erläutern. Ist der Vector @ durch jede der gleichen Linien AZ, EC und 
der Vector b durch jede der gleichen Linien DE, EB dargestellt, so ist 
mit Voraustritt von a 

а + b = АВ, 
und mit Voraustritt von b 

b + а= Ср, 
und da АВ und CD gleiche Linien von derselben Richtung sind, so sind 
beide Resultate einander gleich. 

Aus der Interpretation der Gleichung ist auch offenbar, dass 


(a +b) 4p e — a4 (b 4- 0 
ist. 


Wenn also das Zeichen + geometrisch in der hier dargelegten 
Weise interpretiert wird, so gelten für seine Anwendungen die beiden 
Grundregeln der algebraischen Addition, nämlich das commutative 
Gesetz a + b == b + a und das associative Gesetz 

(a +b) + с=а 4 (b + с). 

3. Wenn man durch 4B den Uebergang von A nach B bezeichnet, 
so bezeichnet natürlich — AB die Rückwärtsvollziehung dieser Opera- 
tion, somit den Uebergang von В nach А, so dass 

АВ + ВА =0 
ist. Man beweist leicht, dass aus 
a + b=c auch a=c—h 
hervorgeht. 

Da die Addition von Linien nach der eben aus einander gesetzten 
Methode der Zusammensetzung der auf einen Punkt wirkenden Kräfte in 
der Statik genau entspricht, so beweist man ganz ebenso wie in der 
Statik, dass jede Linie als die Summe dreier Linien dargestellt werden 
kann, deren Richtungen die Richtungen dreier zu einander reclangulären 
Achsen sind. Wenn nun die nach den drei Achsen gemessene Linearein- 
heit respective durch 7, j, % bezeichnet wird, und wenn die numerischen 
Verhältnisse der Coordinaten eines Punktes P im Raume zu dieser Linear- 
einheit wie in der algebraischen Geometrie durch 2, y, z bezeichnet wer- 
den, so sind jene Coordinaten in der hier entwickelten Methode durch 
ix, jy, kz respective dargestellt, und der Vector, welcher den Anfangs- 
punkt des Systems mit dem Punkte P verbindet, ist durch 

ix + jy + kz : 
ausgedrückt. Und da einem beliebigen Vector ein ihm paralleler und 
gleicher durch den Anfangspunkt entspřicht, so kann jeder Vector 
in der Form (ix + jy + kz) ausgedrückt werden. 

Wenn с, В zwei Vectoren von demselben Anfangspunkt bezeichnen, 
so erkennt man leicht, dass 

le + m . 

1+ т 
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ein von demselben Anfangspunkt ausgehender Vector ist, der in dem 
Punkte der Verbindungslinie der Endpunkte der beiden erstem Vectoren 
endigt, in welchem sie im Verhältniss Z: m getheilt wird; und- dass 


ebenso 
la + mg + ny 
lmn 

einen in der Ebene der Endpunkte der Vectoren с, В, у endigenden Vector 
darstellt. 

Wenn sowohl e als auch 8 von der Länge Eins sind, so macht 
(Ie + mp) mit œ und В Winkel, deren respective Sinus in dem Verhält- 
niss 1: m stehen. 

Diese Grundsätze können zur Entwickelung geometrischer Wahrhei- 
ten vielfach angewendet werden; so z. B. ist 


te By) 
der Vector des Schwerpunkts eines Tetraeders, dessen Ecken durch die 
Enden der Vectoren с, 8, y, Ò bestimmt sind, und man kann daraus wie 
im Bd. I, Artikel 9 geschehen ist, weitere Schlüsse ziehen. 


4. Quaternionen. Nachdem gezeigt ist, wie Linien nach Richtung 
und Grósse addiert und subtrahiert werden kónnen, ist ihre Multiplication 
und Division darzulegen. 

Es ist nicht unmittelbar klar, welchen Sinn man dem Product zweier 
Linien beizulegen haben wird, aber es ist naturgemäss, den Quotienten 


а 


В 


als den Ausdruck der Operation anzusehen, durch welche die Linie В in 
die Linie с verwandelt wird, so dass 


тб 


Sind die Vectoren œ und ß Strecken derselben Geraden, so ist ihr 
Quotient eine numerische Constante, oder wie W. R. Hamilton sagt, 
ein Scalar; aber wenn diess nicht der Fall ist, so hat man, um f in « 
überzuführen, nicht nur seine Länge zu verändern, sondern auch eine 
Drehung um einen bestimmten Winkel in einer bestimmten Ebene zu 
vollziehen. 

Weun wir nun sahen, dass jeder Vector auf eine Summe von drei 
Gliedern zu reducieren ist, und erwägen wollen, wie diess vorauszusehen 
war auf Grund der Ueberlegung , dass drei Dinge zu seiner Bestimmung 
nöthig sind, nämlich seine Linge und die Richtungscosinus seiner Gera- 
den, welches zweien weiteren Bedingungen äquivalent ist; so schliessen 
wir aus dem Umstande, dass zur Bestimmung eines geometrischen Quo- 
tienten vier Dinge offenbar gehören, nämlich das numerische Verhältniss 
der Längen der verglichenen Vectoren, der Winkel zwischen beiden und die 
Richtingscosinus seiner Ebene, welches zwei weiteren Bedingungen äqui- 
valent ist; dass also ein solcher Quotient durch vier irreducible Glieder aus- 
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drückbar ist. Wir werden diess zunächst streng beweisen und bemerken 
hier, dass darin der Grund zur Walıl des Namens Quaternionen liegt. 

Es ist darin bereits ausgesprochen, dass die vier eben erwähnten 
Elemente zur Bestimmung eines solchen Quotienten hinreichen, d. h. dass 
zwei Quotienten dieser Art einander gleich sind 

=з 7 
8 A 
wenn 1) die Längen der Linien in Proportion sind, 
«:B—y:95; 

wenn 2) der Winkel zwischen с und В dem Winkel zwischen y und d 
gleich ist; und wenn 3) alle vier Linien derselben Ebene parallel sind. 

Das geometrische Verhältniss zweier Linien wird also als unverün- 
dert angesehen, wenn sie beide in demselben Verhältniss wachsen oder 
abnehmen und auch dann, wenn sie in ihrer Ehene so gedreht werden, 
dass der von ihnen bestimmte Winkel unverändert bleibt. 

5. Zwei geometrische Brüche, die einerlei Nenner haben, kónnen 
durch Addition ihrer Zähler addiert werden; d. h, es gilt wie in der Al- 


gebra die Relation 

Р? в 53. 

d d d 

Man kann dadurch jeden derartigen Bruch in einen gleichwerthigen 

verwandeln, dessen beide Linien rechtwinklig zu einander sind, Denn 
wenn y der Zähler und д der Nenner des Bruches ist, so kann man im- 
mer y als die Summe zweier Linien e + ß darstellen, von denen die 
eine die Richtung von d (sie ist die Projection von y auf д), die andere 
die zu ihr normale Richtung hat, Dann ist aber das Verhältniss M wegen 


der gemeinschaftlichen Richtung beider eine reine Zahl (scalar), während 


das Verhältniss d das Verhältniss zweier rectanguláren Linien ist, Wir 
können also jede Quaternion als eine Summe (S + V) zweier Glieder 
darstellen, deren eines eine reine Zahl, das Scalen -Glied, ist, während 
das andere als das Verhältniss zweier rectangulürer Linien als das Vector- 
glied bezeichnet werden mag, weil das Verhältniss zweier rectangulären 
Linien durch den zu ihrer Ebene normalen Vector dargestellt werden 
kann. 

Eben dieses Letztere ist hier noch zu begründen. Eine Quaternion 
kann noch in anderer Weise aufgelöst werden, nämlich in das Product 
eines numerischen Factors in das Verhältniss zweier gleicher Linien, 

Offenbar ist j 


rn, 


denn wenn wir zuerst y in ß und dann В me überführen, so ist das 
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Resultat offenbar die Ueberführung von y in œ. Denken wir daher f als 
eine zu y gleiche Linie in der Richtung von œ, so ist das Verhältniss 


T eine reine Zahl und das Verhältniss e ist als das Product derselben in 


das Verhältniss zweier gleichen Linien В und y dargestellt. 

W. R. Hamilton bezeichnete diese Darstellung als das Product aus 
Tensor und Versor; der Tensor sei die Zahl, welche ausdrückt, in wel- 
chem Verhältniss die Linie y wächst oder abnimmt, um der Linie ß gleich 
zu werden, und der Versor bezeichne deu Winkel, um welchen sie zu 
drehen ist, 

Setzen wir nun voraus, dass das Symbol J die Operation der Drehung 
einer Linie um einen rechten Winkel in einer zum Vector ? normalen 
Ebene bezeichne (wobei wir festsetzen mögen, dass der Drehungssinn 
dem der Zeiger einer Uhr entspricht, die wir in der Richtung von i be- 
trachten, während das Zillerblatt in die zugehörige Normalebene fällt), 
so stellt mJ die Operation derselben Drehung vor unter gleichzeitiger 
Veränderung der Länge im Verhältniss m : 1. 

Ist daher der Nenner eines geometrischen Bruches eine Linie von 
der Länge Eins, der Zähler eine solche von der Länge Z, ist 9 der Winkel 
zwischen ihnen und о der zu ihrer Ebene normale Vector von der Länge 
Eins, so können wir zuerst Z in die Theile 


l cos 6, lsin 


zerlegen, welche in der Richtung des Nenners und normal zu ihr gemes- 
sen sind; wenn dann H die Operation der Drehung um einen rechten 
Winkel um die Achse ọ ohne Veränderung der Länge ausdrückt, so ist 
der gegebene Bruch in die Form Z cos # + Г sin 9. V gebracht, 

Wären Zähler und Nenner mit einander vertauscht worden, so findet 
man ? cos 0 — 1 sin 09. E als Ausdruck der Drehung um denselben 
Winkel im entgegengesetzten Sinne, 


6. Bezeichnen o, œ, ß drei Vectoren solcher Art, dass 
о==«-+8 
ist, und У, А, B rechtwinklige Drehungen normal zu diesen Vectoren, 
wie sie vorher bezeichnet sind , so ist 
V = A 4 В. 
Denn die Figur 4 (vergl. Artikel 228) 
zeigt für 
Qus wr ой emTS 
und unter der Voraussetzung, dass ОР, 
00, ОР einander gleich und auf diesen 
Linien rechtwinklig sind, und dass OR 


eine zur Ebene desPapiers normale Linie 
von der Länge gleich OS ist, die Rela- 
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Es folgt daraus, dass die Symbole der rectangulären Drehung in 
genau derselben Weise aufgelöst werden können, wie die Vectoren im 
Artikel 3, und dass also für 7, J, K als Symbole von Rotationen um die 
drei Achsen ohne Veränderung der Längen die gleiche Drehung um die 
Achse о von den auf sie bezogenen Richtungswinkeln e, В, y in der Form 


I cosa + J cos В + K cos y 
dargestellt wird, 
Dann giebt die vollständige Auflösung des im letzten Artikel be- 
trachteten Verhältnisses die Form 


l cos 0 +1sin® (I cos « + J cos В + К cos у) 


und der allgemeinste Ausdruck eines geometrischen Bruches ist somit die 
viergliedrige Summe 
a + bI cJ +dK, 
in welcher a, b, c, d numerische Constanten sind, 
7. Multiplication von Brüchen bezeichnet, wie früher angedeutet 
ist, den successiven Vollzug der durch die Factoren dargestellten Opera- 


В 


` & " e А 
tionen. So drückt — + — aus, dass wir zuerst die Operation der Ueber- 


führung von y in В, dann die von В in с ausführen ; das Ergebniss ist also 
die Ueberführung von y in е. 


Um zwei beliebige Brüche mit einander zu multiplicieren B . 5 isl 
eine Zwischenoperation nóthig. Man hat У in seiner Ebene so zu 


d 
drehen, dass sein Zähler mit dem Durchschnitt der Ebenen beider Brüche 


& Sn ae й " 
zusammenfällt, P hingegen in seiner Ebene so, dass sein Nenner mit 


jenem Durchschnitt zusammenfällt. 

Es ist offenbar, dass bei der Multiplication zweier Quaternionen die 
Ordnung der Factoren nicht gleichgültig ist! Denken wir A, B, C, D in 
Figur 8 als vier Punkte einer Kugelfläche Fig. 8. 
vom Centrum 0, so ist das Resultat der p C 
nach einander folgenden Drehungen von OD 
um einen Winkel b nach OE und von OE 
um einen Winkel а zu ОС die Ueberführung 
von OD zu OC. Hätten wir aber mit der 
Drehung um den Winkel a begonnen, welche 
die Ueberführung von 0.4 zu O E bezeichnet, 
und dann OZ nach OB um den Winkel b 4 D 
gedreht, so ist das Resultat die Ueberführung von O.4 zu OB. Obwohl 
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nun der Bogen AB dem Bogen CD gleich ist, so ist doch die Ebene von 
AB im Allgemeinen von der Ebene von CD verschieden und also das 
Product 

0С ОЕ icht gleich ОВ OE 

ФЕ gp Hicht gleich бю ga’ 
obwohl das Letztere das Product zweier gleicher Factoren in entgegen- 
gesetzter Ordnung ist. 

Fig. 8. Wenn die Winkel а und b beide je 90° 
B end, so ist die Ebene von АВ wohl die- 
selbe wie die Ebene von CD, aber der 
Drehungssinn des einen Products ist dem 
des andern entgegengeselzt. Wenn wir also 
zwei reclanguläre Quaternionen A, B (d.h. 
deren Drehung rechtwinklig ist) mit einan- 
der multiplicieren, so folgt aus Artikel 5, 
A 1 D dass der Form von А.В 
l cos 9 + 1500. V 
die Form von 4. В 
l cos 9 — l sin 9. P 
entspricht. Zwei so auf einander bezogene Quaternionen heissen conju- 
giert; wenn die eine von der Form S + V ist, so entspricht der andern 
die Form 5 — F. 

Dem speciellen Falle 0 = 90° entspricht das Gesetz: Das Product 
zweier rectangulüren Qualernionen, deren Ebenen zu einander normal 
sind, giebt А.В = — В.А. 

Seiner Wichtigkeit wegen wollen wir diess Gesetz unabhängig be- 
weisen. 

8. Man erkennt unschwer, dass die Multiplication von Quaternionen 
eine distributive Operation ist; so dass das Product 

t+B+r+ö+mW% 
А u 
; “ЖА ТИЕ: ОШ! : ; 
die Summe der Producte 1^» 3 40M giebt. Ebenso wenn die 
Ordnung der Multiplication die umgekehrte ist. 

Wenn wir also zwei Quaternionen *) multiplicieren, die in ihrer 

Normalform ausgedrückt sind 

(a + bI 4 cJ 4c dA) (a! + VI p cJ + dK), 
so ist ihr Product die Summe der 16 Glieder, welche man erhält, indem 
man jedes der ersten vier Glieder mit jedem der letzten vier Glieder com- 
biniert, mit Rücksicht jedoch auf die Ordnung der Multiplication. 

Wir haben die Bedeutung der Glieder IT, ZJ, etc. zu untersuchen, 


*) Auch für das stetige Product von drei Quaternionen ist 


(qq) 4 = q (g'g). 
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welche in diesem Product auftreten. Dazu erinnern wir, dass / eine 
rectangulüre Drehung um die Achse der æ bezeichnet, und dass die Wir“ 
kung einer solchen Drehung eine Linie von der Richtung der Achse y in 
die Richtung der Achse z und eine Linie von der Richtung der Achse z 
in die der Achse — y überführt; in Folge dessen schreiben wir die Re- 


lationen 7j == k, Ik — — j. 
Ebenso erhalten wir 
n e Ji—k; Еј, Kjes—í. 


Wir betrachten nun die Wirkung zweier solcher Operationen in 
ihrer successiven Ausführung. Wenn wir zuerst an j mit 7 und sodann 
an dem Resultat Æ mit 7 operieren, so erhalten wir 

12 = — ју de ?=—I, 

Ebenso folgt J? = — 1, К? — — 1. 

Und weil offenbar für jede beliebige Achse der Drehung wahr ist, 
dass die Wirkung zweifacher rechtwinkliger Drehung die Umkehrung der 
Linie ist, an welcher man operiert, so ergiebt is dass das Quadrat 
jeder rectangulüren Quaternion gleich — 1 sein muss. 

Ferner sahen wir, dass Ij == k, Jk = i, also auch Jj = i ist; 


wegen Kj = — i ist also JI = — K. 

Ebenso schliessen wir aus den Gleichungen Ji == — k, Ik = — j, 
Kicj IJ 

Also ist auch JJ = К = — JT. 

Ebenso findet тап Jk = I = — KJ; ЕІ = Ј = — IK. 


Vergleichen wir dann die Relationen 
sek, IJ К, el, 


so erkennen wir, dass die Gleichungen, welche die Wirkung der Opera- 
tionen Z, J, K an den Linien i, j, E darstellen, genau von derselben Form 
sind, wie die, welche die Wirkungen der successiven Vollziehung dieser 
Operationen bezeichnen. Und da wir in dem practischen Gebrauch des 
Caleuls weit mehr mit den Gesetzen zu thun haben, nach welchen sich 
die Symbole mit einander combinieren, als mit ihrer Interpretation, so 
ist es unnóthig , weiter auf die Unterscheidung der Bezeichnung 


TJ XS HS VE 


einzugehen. Alle Sätze, welche für die Symbole der einen Gruppe wahr 
sind, gelten auch für die der andern; und indem wir eine Gruppe der 
Vectoren als Linien und eine andere als Rotationen iterprelieren, ent- 
springen für eine und dieselbe Gleichung eine gróssere Anzahl gleich- 
mässig wahrer Bedeutungen. 

Wir können ? nach Willkür als Ausdruck einer Linie Eins nach der 
Richtung der Achse а: oder als eine Rotation um 90° um dieselbe Achse 
ansehen; ebenso ist eine Rechtwinkel-Drehung um den Einheitsvector œ 
durch den Buchstaben e so dargestellt, wie früher in Artikel 5 angezeigt 
ward. 
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Wir schreiben die allgemeine Form einer Quaternion 
a + bi + cj + dk 
und combinieren die darin auftretenden Symbole nach den Gesetzen 
p= plM y == Е —}4; 
jk= i= — kj, ki = j= — ik. 

Wenn man das Product einer Anzahl von Factoren bildet, so ist die 
Ordnung derselben stets zu beachten; nur wenn einer der Factoren eine 
reine Zahl ist, so ist seine Ordnung indifferent und er kann als Factor 
des Ganzen links vorgesetzt werden. Wenn 2. В. с, f, y drei Einheit- 
Vectoren sind (oder irgend drei rectanguläre Quaternionen), und By mit 
«В multipliciert wird, so ist das Resultat «Ву gleich — «y, weil 
B = — List 

Beispiel 1. Das Quadrat des Einheit-Vectors 

i соз « + j cos В + k cos y 
zu bilden. 
Die wirkliche Multiplication liefert 
0 cos? а + j? cos? B + k? cos? y + (Jk + kj) cos B cos у 

+ (ki + ik) cos y cos a + (ij + Ji) cos с cos В 
und diess reduciert sich in Folge der zwischen 7, 7, Æ bestehenden Rela- 
lionen auf 

— (соз? « + cos? B + cos? y) oder — 1, 

wie es sein muss. 

Wenn der Vector nicht von der Länge Eins ist, so findet man das 
Quadrat von (ie + jy + kz) in derselben Art = — (x? + y? + z?), 
d. h. als das negative Quadrat der Länge der Linie, welche den Vector 
darstellt. Wir kónnen diess ausdrücken, indem wir sagen, dass das Qua- 
drat irgend eines Vectors das negative Quadrat seines Tensor's ist. 


Beispiel 2. Das Product der beiden Einheit-Vectoren 
(i cos а + j cos B + k cos y), (i cos « + j cos В + k cos у) 
zu finden. 
Es ist 
— (cos @ cos а + cos B cos В + cos y cos у) 
+ i (cos B cos у — cos y cos В) + j (cos y cos «' — cos а cos у) 
+ k (cos а cos  — cos B cos el, 
Man sieht, für 9 als den Winkel zwischen den beiden Vectoren und 
e, B^, y" als die Richtungscosinus der Normalen zu ihrer Ebene kann 
das Product in Uebereinstimmung mit Artikel 5 in der Form 
— cos 0 + sin (i cos «^ + j cos B” + k cos y^) 


geschrieben werden. Wären die Vectoren von den respectiven Längen 
l, Ї, so würde diess Product mit 27° multipliciert sein. 
Wenn die Factorenordnung des Products umgekehrt worden wäre, 
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so wäre der numerische oder Scala-Theil — cos 9 geblieben, aber der 
Vector-Theil würde sein Zeichen geändert haben, d. h. wenn die Zeichen 
S und F die Operation der Bildung dieser beiden Theile bezeichnen, 


S («В) = S (Во) = cos 0, F (ag) = — F (Ba) 
und ferner 
«В + Ва = 285 (e). 

Sind die beiden Vectoren rechtwinklig zu einander, so verschwindet 
cos 9 oder der Scalentheil des Products; die Bedingung, unter welcher 
zwei Vectoren с, 8 zu einander rechtwinklig sind, ist S (о 8) = 0. 

Es kann also, wenn о einen veränderlichen Vector durch den An- 
fangspunkt und e einen festen Vector bezeichnet, die Gleichung 

x S (оо) = 0 


als die Gleichung einer Ebene eugesehen werden, welche normal zu œ 
durch den Anfangspunkt geht; denn о ist in dieser Ebene begrenzt. 

Wir nehmen an, es sei die Gleichung einer andern Ebene zu finden. 

Bezeichne « nach Lánge und Richtung die vom Anfangspunkte auf 
diese Ebene gefällte Normale und sei o der Radius vector irgend eines 
Punktes in der Ebene; dann ist (o — «) der Vector, welcher den End- 
punkt dieses Radius vector mit dem Fusspunkt der Normalen verbindet, 
und da diese Linie nach der Voraussetzung zu œ normal ist, so ist die 
fragliche Gleichung 

5 (0—0) а = 0 oder S (оо) = «?. 


Da aber ei eine reine Zahl ist, so können wir mit ihm unter dem 
Zeichen S dividieren und die Gleichung also in der Form 


di 


schreiben. Dieselbe Gleichung kann auch aus dem im vorigen Artikel 
nachgewiesenen Umstande abgeleitet werden, dass der Scalentheil des 
obigen Bruches die Projection der Linie o auf die Linie e bezeichnet. 

In derselben Art bezeichnet die Gleichung 


s(*)=ı. 


welche ausdrückt, dass die Projection der festen Linie e auf die Richtung 
о die Länge о habe, die Gleichung einer über dem Vector e als Durch- 
messer beschriebenen Kugel. 

Ferner repräsentiert die Gleichung 


Je (e) e 
Ы o 
einen Kegel, weil sie, wenn irgend ein Werth von о ihr genügt, auch 


für jeden Werth m о für m als eine beliebige Constante erfüllt ist; insbe- 
sondere aber geht derselbe durch 
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d. h. er ist der Kegel, dessen Basis der durch die eben geschriebenen 
Gleichungen bestimmte Kreis ist. 
Beispiel 3. Man soll das Product zweier Quaternionen bestimmen. 
Wir multiplicieren 
a J- bi +cj+d mit а + Vi + сј + dk. 
Um aber eine klarere Auffassung des Products zu begründen, schrei- 
ben wir beide Quaternionen in der Form 
S4-FY, S'4-Y' 
und ihr Product also 
SS + SV A S'Y 4 VV. 
Der Scalentheil des Products ist also, da SV’ und S’V reine Vecto- 
ren sind, 
SS + S(VV?) 
oder er ist die Summe aus dem Product der Scalentheile der Factoren 
und dem Scalentheil des Products der Vectoren. 
Sind z. B. «, B, y drei Radien vectoren einer Kugel, so besteht die 
identische Gleichung exu. Ls 


Bern! a 


Wenn dann a, b, c die Seiten des sphärischen Dreiecks sind, welches 
die Enden dieser Vectoren bestimmen, so sind cos a, cos b, cos c die 
Scalentheile der drei bezüglichen Quaternionen; und der Scalentheil des 
Products der Vectoren der rechten Seite der Gleichung ist das Product 
ihrer Tensoren sin а, sin b in den Cosinus des von ihnen gebildeten 
Winkels, d. h. es ergiebt sich die Grundformel der sphärischen Trigono- 
metrie 

cos с = cos а cos b + sin a sin b cos C. 


9. Wir kónnen in derselben Art das Product von drei Vectoren bilden. 
Die Multiplication von 


++ de. d pay tki, ia” Ltb 
zeigL, dass der Scalentheil des Products die Determinante 
ey uot 
‚Аш ЖИ. 
m; TA 
ist. Sind с, B, y die drei Vectoren, so ist die Bedingung, un- 
ter welcher sie in einer Ebene gelegen sind, 


S («8») == 0.*) 
*) Vergl. Bd. I, Anmerkung zu Artikel 27, 
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Diess ergiebt sich auch aus folgender Bemerkung. Wenn S (e) 
gleich Null ist, so ist «f y ein reiner Vector und da diess 


аВу = а. 8 (Ву) + а. V (By) 


ist, so muss «V (Ву) еіп reiner Vector, d. h. e normal zu У (Ву) oder 
in der Ebene von Ву gelegen sein. Das war zu beweisen. 

So kónnen wir die Gleichung der Ebene finden, welche die End- 
punkte der drei Vectoren с, B, у enthält. Die Verbindungslinien des End- 
punktes eines veränderlichen Vectors о, der der Ebene angehört, mit den 
Endpunkten von e, ß, y liegen in der fraglichen Ebene, d. h. man hat 


S (e — a) (e — 8) (e — у) = 0. 
Bei der Entwickelung können Glieder wie S o?» vernachlässigt wer- 


den, weil о ein Scalentheil und о?у ein reiner Vector ist, dessen Scalen- 
theil verschwindet ; das entwickelte Product ist daher 


S (oBy + «оу + aße) = Say, 
und der zur Ebene normale Vector ist 


V (By + ye + ap). 
Geht man zu dem Product der drei Vectoren zurück, so ergiebt sich 
auch durch wirkliche Multiplication, dass 


V («Вр) = «S (Ву) — BS (yo) + yS («B) 
ist, eine Gleichung von grosser Anwendbarkeit, 
In Verbindung hiermit mag die folgende identische Gleichung ge- 


gehen 

85 («Ву) = «8 (By) — BS (yad) + 75 (680) 
und bemerkt werden, dass der Vectortheil des Products. Уе. Руд in 
den beiden Formen 


«8 (Вуд) — BS (yad) oder yS (aß) — 9S («Ву) 
gleichmässig geschrieben werden kann. Denn Уе bezeichnet eine zu 
« und В normale Linie; der fragliche Vector muss daher zugleich in der 
Ebene von а und В und von y und б liegen... 

10. Als ein Beispiel für die Art und Weise der Anwendung dieses 
Caleuls auf ein. geometrisches Problem untersuchen wir die Aufgabe von 
der Bestimmung der Gleichung der Regelflläche, welche drei gerade 
Directrixen hat. 

Wir kónnen dazu zuerst ein Verfahren verfolgen, das der Coordina- 
tenmethode analog ist. Wenn man für e in die Gleichung der durch drei 
1 


Punkte bestimmten Ebene 7 x: (læ + me) substituiert, so erhält 


man die Gleichung einer Ebene durch den Endpunkt des eben geschriebe- 
nen Vectors und eine gewisse feste Gerade, nämlich welche die Endpunkte 
der Vectoren В und y verbindet, in der Form l4 + mB = 0, wo A 
die Ebene durch «Ву und B die Ebene durch e у bezeichnet, 
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Wenn wir also irgend einen Punkt des Vectors er mit den andern 
beiden Linien verbinden, so erhalten wir die Gleichung zweier Ebenen in 
den Formen 

lA + mB =0, l4 4 тв = 0, 
und durch Elimination von 7 und m aus ihnen die Gleichung des Ortes in 
der Form 
АВ = ВА. 

Sodann. Wir drücken die Bedingung aus, unter welcher die Ebenen, 
die einen beliebigen Punkt des Ortes mit den drei Linien verbinden, eine 
gemeinschaftliche Gerade enthalten; die zu diesen Ebenen normalen Vec- 
toren sind dann derselben Ebene parallel. Ist damn die erste Linie zur 
Linie e parallel und durch den Endpunkt eines Vectors e gelegt, so ist 
der zu einer sie enthaltenden Ebene normale Vector als normal zu e und 
zu а — 0 

Va ie — о) 
und die fragliche Gleichung ist 
S (Va (0—0). УВ (8'—е). Vy (у —о)} = 0; 
sie kann mit Hilfe der Ergebnisse des vorigen Artikels reduciert und ent- 
wickelt werden. 

11. Wir geben ein weiteres Beispiel, um zu zeigen, wie das Unend- 
lichkleine in diesen Calculus einzuführen ist. 

Die Gleichung einer Kugel ist 


@ == — c 


Ist dann dg die Linie, welche den Endpunkt von o mit einem un- 
endlich nahe gelegenen Punkte verbindet, so ist o + dọ der entspre- 
chende nächstfolgende Radius vector und wir haben 

(o + dg? = — e 
oder durch Entwickelung und Vernachlässigung des Quadrats von dg 
ọdọ + dọ .ọ = 0, oder 5 (0. 0) = 0, 
welches ausdrückt, dass der Radius о zur Tangente dy normal ist. 

Es wäre eine viel weitere Entwickelung nöthig, um einen vollstän- 
digen Abriss dieses Calculs zu geben, und z. B. auch zu zeigen, wie die 
Gleichungen von Tangenten und Normalen, von Krümmungslinien und 
geodätischen Linien etc, gebildet werden können, 

Aber wir glauben genug gegeben zu haben, um der Bemerkung Zu- 
trauen zu sichern, dass der betrachtete Calcul auf alle geometrischen Pro- 
bleme anwendbar sei, dass er sehr reich an Transformgtionen ist und 
dass sein Verfahren, obgleich immer den Analogien der Coordinaten- 
methoden folgend, doch in keiner sclavischen Abhängigkeit von dem Ver- 
fahren dieser Letzteren steht. 
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VI. Von den Invarianten und Covarianten der 
Systeme von Flüchen zweiten Grades. 


1. DieEntwickelung und Anwendung derInvarianten und 
Covarianten der Systeme von Flächen zweiten Grades lässt 
sich einfach an die Bedingung anknüpfen, unter welcher die Fläche 
zweiter Ordnung eine Kegelfläche wird. Sie ist (Bd. I, Art. 63) das Ver- 
schwinden der Discriminante, also für 

U — аца? F ах + аза? F аца + 2а,„жүх, + ete. 

== 12, ауана; = 0 
als die Gleichung der Fläche 
fu: Orgs 049» б 


431. Gage Чу, Ga 
Batz 35v. 033, Ga 
Zu, 0435 Gu: Bu 

Ist nun AU + U’ =: 0 die Gleichung eines einfachen Systems von 
Flächen , so ist die Discriminante des Systems : 


LT * mu, cm $ ау, Mg = аз, Ad, + UN 


de =2+ (44055 053 4,4 == 0. 


Maa + ац, E , 9 ‚day + gu 
= Х + (da, + а) (а + а) ау + азу) (3а + ац) 
in A vom vierten Grade und kann durch Zerlegung der Determinante nach 
den Summanden ihrer Elemente entwickelt werden. Ihr Verschwinden 
liefert die vier Werthe von A, welche den Kegelflächen des Systems ent- 
sprechen; wir schreiben die bezügliche Gleichung in der Form 


MA PO + Ф + АӨ + 2 = 0 
und haben 
4= > + аа»ауа, I == E + gu gy gan gu, 
O — E caasa, + E od ааа, 
Tcr ац ауу азан + 2 + au ge gag gu, 
O =Z + а, doy y yy + ZE ou geg gan gut 
+ 2 + aaa + > + gg aggy, 
dc ZE 413 42) dg, TEL 411 4533 04 
+ ^+ а, goot. + + аа азуац 
+ Х + 4,0% LUN + > + аааз ац. 

Die Werthe von A, welche die Gleichung AU+ UI == 0 zur 
Gleichung einer Kegelflüche machen, sind unabhángig von dem Coordina- 
Lensystem, nach welchem U und U’ interpretiert werden, und die Coeffi- 
cienten der Gleichung in A, die Grössen 4, Ө, Ф, Ө’, т sind daher 
Invarianten des Systems. Die folgenden Beispiele ihrer Berechnung 
schliessen einige der am häufigsten vorkommenden Fälle ein. 

Salmon, Anal, Geom. d. Raumes, 11, 38 
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Beispiel 1. Wenn beide Flächen auf das ihnen gemeinschaftliche 

sich selbst conjugierte Tetraeder bezogen sind (Bd. I, Art. 146), so kann 
man ihre Gleichungen in der Form 
U == аа? + азза? + аза? + ацац — 0, 
U'—a He 4 82 E 
schreiben, indem man in der zweiten Gleichung die Producte 
a aug, а Kass, zu lan, Cay a£ 

durch die einfachen Symbole &,, £y, La, 2, ersetzt; und man erhält 
durch das Verschwinden aller а; und d; für verschiedene i und j und 
die Gleichheit der a’; mit Eins 

А == ацауаӊаң, 4 — 1, Be UTILE 122333344 

uL T + agda Ga + а H agg + ац, 

Ф = аца» + ааз + 933344 + аңа + аңа, Ea nha 

Beispiel 2. „Sai wie vorher U' = 212 + 2,2 +2? +a = 0 
und U = а? + etc. + 2a4,2,2, = 0 die allgemeine Gleichung. 
Man hat dann 4 = E + 4,45,45,4,, und A — 1. Sind ferner 
Au, Aus, Ад» ete. die den "Elementen ау, 045, ау, etc. der Discriminante 
4 entsprechenden Minoren (vergl. » Vorlesuugen “, Artikel 15—18) und 
ebenso Aug, Aus, ete. die den Elementen a,,, ау, ete. der Discriminante 
4 entápréchendian für den allgemeinen Fall, so hat man für diesen Letztern 


O — gud Au + а Ay + ga Аз + a, Au + Zo: Aus 
+ Zou An + 24, ^u + 24543 + 203, Aan +? 245, ET 
Ө = ad + аА + айз + aA + 20454? 
+ 243543 + 20,4, + 20545 + Зад + 20,4. 
und man erhält für diesen speciellen Fall wegen 
aj —1, aj = 0, und Al, Ay == 0 
Ө = Ay + Ae + An + А, O = а + а + ag + a 
Die Determinanten von Ф reducieren sich für ihn auf einfachere zwei- 
reihige und geben entwickelt 
Ф = (азза gel F (аңа, — ац?) + (аца — 43?) 

+ (455453 — а?) + (ааз; — 4457) + (аза — 45,7). 

Wire U — apt + а„х„? F agta + аа — 0 und U'—0 
die allgemeine Gleichung, so erfahren die vorigen Ausdrücke nur durch 
Eintreten der gestrichenen Coefficienten an Stelle der ungestrichenen und 
durch Hinzutreten der Factoren ajj, etc., аза, ete. Veränderungen. 
Es ist 

A = gay, 2 == E E aaa, 
Ө = 2,252353, E аууауа а H аууаа(а,, + 044241222235. 
O = aA + 49345, P day T adu 
Ф = ауаз, (аз, а, eT аз?) + ауа; (а, gu E: a’) 
+ аа, (аца = = а?) + анаң (952433 — 453 7) 
+ аа (ат азу — ajg”) + аџазз (ауа, — ga, 
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Beispiel 3. Sind U — 0 und U’ — 0 die Gleichungen zweier Ku- 
geln, also respective 
at y! 10—000, ++, 
so erhält man für D — (a? + 8? + у?)% als die Entfernung beider 
Centra | 
=— d=— 0°, Ө = р? — 30% — o”, 
9 = D? — 0% — 30°, Ф = 2? — 3g? — 30. 
Die biquadratische Gleichung zur Bestimmung von A erhält die spe- 
cielle Form 


(E 1)? D QU? + (D — 02 — 0°) à — e? =Ó. 
Beispiel 4. Sei 
а? pp zg 
е итәге und 
U' = (а — «)? + (у — B? + (2 — у) — ө? = 0, 
so erhält man 


— 1 т 


7 «e 


1 ? 
Ө = ap {а 0 аз +0 + ett 


== — 0°; 


pent p y! 1 1 l3 
gent KA net er Al 


1 
Ф = 55 (+ 0—0) + = О + а? — 60) 
1 1 1 1 
-H тй (a LÉI — о?) — di + bo + a) 


Die biquadratische Gleichung für A aus dem Verschwinden der Dis- 
eriminante von AU + U' = 0 ist in der speciellen Form 


pon ad 


o? 
GER жЕ 


“? y 
a* + c* +1 
darstellbar. 

Beispiel 5. Ist О == 0 das Paraboloid ax? + by? + 2rz = 0 
und U’ == 0 eine Kugel in der Gleichungsform des letzten Beispiels, so 
erhält man 

A= — abr*, А = — 0°, Ө = — г (a + b) + 2abry, 

Ө — ae? + bB + 2ry — (a + b) о?, 

Ф — а (а? + R — o?) + 2 (a + 0) ry — r. 

Die biquadratische Gleichung für A ist 
laa? лв? d 
TEY vr жй Бе к 
38* 
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2. Da die Bedeutungen von 4 — 0, Zf — 0 bekannt sind, so ist 
übrig, die geometrische Bedeutung der Bedingungen des Ver- 
schwindens der drei übrigen Invarianten zu untersuchen. Wir 
untersuchen zuerst die Bedeutung von Ө ==0. Das Beispiel 2 des vorigen 
$ zeigt, dass für die Beziehung der Flüchen auf ein für U — 0 sich selbst 
conjugiertes. Tetraeder 

Ө = ay 'apagyta, + а 3551448 + азу, анана + au HIE 
ist; es verschwindet also Ө für aj; = 0, a4, = 0, gas = 0, gud = 0, 
d. h. wenn die Form der Gleichung von 7 == 0 durch Хаа = 0 
mit Ausschluss der gleichen Werthe von è und / dargestellt ist. Man 
sieht, Ө ist gleich Null, wenn es möglich ist, in die Fläche U’ — 0 ein 
Tetraeder einzuschreiben, welches in Bezug auf die Fläche U — 0 sich 
selbst conjugiert ist. Ebenso verschwindet ©, wenn die Minoren 
Air» А55. Азу, Ац verschwinden und nach Bd. I, Art. 75 ist ET femi 
die Bedingung, unter welcher die Ebene x, == 0 die Fläche U’ — 0 be- 
rührt. Also verschwindet Ө’ immer dann, wenn es möglich ist, der 
Fläche U'= 0 ein Tetraeder zu uinschreiben, welches zugleich in Bezug 
auf U — 0 sich selbst conjugiert ist. Aber nach dem Vorigen ist  — 0 
zugleich die Bediugung, unter welcher es möglich ist, in die Fläche 
U == 0 ein in Bezug auf U’ — 0 sich selbst conjugiertes Tetraeder ein- 
zuschreiben, und es muss also, wenn die eine dieser beiden geometrischen 
Constructionen möglich ist, stets auch die andere möglich sein. Endlich 
ist nach Bd. I, Art. 76 die Invariante ® gleich Null, wenn die Kanten 
eines in Bezug auf die eine Fläche sich selbst conjugierten Tetraeders 
sämmtlich die andere Fläche berühren. 

Beispiel 1. Die Ecken zweier in Bezug auf eine Fläche 
zweiten Grades sich selbst conjugierten Tetraeder bilden 
ein System von Punkten von solcher Art, dass jede Fläche 
zweiten Grades, welche sieben von ihnen enthält, auch 
durch den achten hindurchgeht. (Hesse, ,Crelle's Journal“, Bd. 
XX, p. 297.) 

Denken wir eine Fläche zweiten Grades durch die vier Ecken des 
einen Tetraeders und durch drei Ecken des zweiten beschrieben, dessen 
Flächen wir als die Fundamentalebenen des Coordinatensystems betrach- 
ten, so ist nach $ 1, Beispiel 1 die Invariante 

O = а; + an tan + ац = 0, 
weil die Fläche dem ersten Tetraeder umgeschrieben ist; da sie aber durch 
drei Ecken des Fundamental-Tetraeders geht, so müssen etwa 
8,4 — 459 = 3g = 0 І 

sein und ist also in Folge der vorigen Bedingung auch а, у == 0, oder die 
Fläche enthält auch die vierte Ecke des Fundamental-Tetraeders, d. i. den 
achten Punkt der Gruppe. In der nämlichen Art wird bewiesen, dass eine 
Fläche zweiten Grades, welche von. den acht Seitenflächen der beiden Te- ~ 
traeder sieben berührt, auch durch die achte berührt wird. 

Beispiel 2. Wenn eine Kugel einem in Bezug auf eine 
Fläche zweiten Grades sich selbst conjugierten Tetraeder 
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umgeschrieben ist, so ist die Länge der an sie vom Centrum 
der Fläche gezogenen Tangente constant. Denn nach dem 4. Bei- 
spiel in $ 1 giebt die Bedingung 6 — 0 für das Quadrat der bezeichneten 
Tangente («? + 8? + у*— 9?) den Werth (a? + b? + ei, Man kann 
auch sagen, die einem solchen Tetraeder umgeschriebene Kugel schneide 
die Kugel stets orthogonal, welche für die Fläche zweiten Grades der Ort 
der Durchschnittspunkte von je drei zu einander rechtwinkligen Tangen- 
tenebenen ist. (Bd. I, Art. 89.) Diess entspricht Faure's Theorem von" den 
Kegelschnitten (,,Analyt. Geom. d. Kegelschn.“ p. 603). 


Beispiel 3. Ke für [xU а die Relation 
atwgt, 


erfüllt ist, so ist das mods e Kugel, welche einem in 
Bezug auf dasselbe sich selbst conjugierten Tetraeder ein- 
geschrieben ist, stets ein Punkt der Fläche. Diess ergiebt sich 
aus der Bedingung Ө’ = 0 im 4. Beispiel des $ 1. 

Beispiel 4. Der Ort des Centrums einer Kugel, welche einem in 
Bezug auf ein Paraboloid sich selbst conjugierten Tetraeder umgeschrie- 
ben ist, ist eine Ebene. Nach dem Beispiel 5 des $ 1. 

3.-Man soll die Bedingung aufstellen, unter welcher zwei 
Flächen zweiten Grades sich berühren. Wie in dem Falle der 
Kegelschnitte (,,Anal. Geom. d. Kegelschn.“, Art, 201), so hat auch hier die 
dem Verschwinden der Diseriminante des durch beide bestimmten einfachen 
Systems entsprechende Gleichung ein Paar gleiche Wurzeln im Falle der 
Berührung der Flächen. Man beweist diess am leichtesten, indem man 
den Anfangspunkt der Coordinaten im Berührungspunkt und die gemein- 
schaftliche Tangentenebene als Coordinatenebene z == 0 annimmt. Dann 
ist für beide Flächen a,, = а == gau ==0 oder d = 0, p = 0, 4 —0; 
die Discriminante бег, Fläche réduciert sich also auf r° (n? — ab) (Bd. I, 
Art. 63) oder auf aa (92 — аа) und somit für das einfache System 
die aus ihr hervorgehende biquadratische Gleichung auf 
(Mg, + а)? LT + a)? — (а, kou) 09» + а) } == 0, 
welche offenbar zwei gleiche Wurzeln hat. Man findet also die geforderte 
Bedingung allgemein, indem man die Diseriminante der biquadratischen 
Gleichung 4*4 + 29 + A2 +19 + 2 = 0 bildet. Sie ist nach 
dem Bézout'schen Eliminationsverfahren („Vorlesungen “, p. 82) gebil- 
det allgemein 


84D — 30%, 640' — OD , 1644 — 00 
640 — OD, 144 4+ 200 — Ф, 640 —- ӨФ —0 
16212 — 00, 649 d ‚ 821Ф Aë? 


oder entwickelt und reduciert 
/ Q3 
(s 44' — 00' + >) 


= i0 (72 44' + 900D — 27 40? —27 д' Ө? —2 Ф?):, 
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. Beispiel 1. Die Bedingung der Berührung zweierKugeln zu 
finden. Nach S 1 Beispiel 3 hat die biquadratische Gleichung, welche diesem 
Falle entspricht, stets zwei gleiche Wurzeln; diess findet statt, weil-zwei 
Kugeln stets einen ebenen Querschnitt in unendlicher Entfernung gemein, 
und also stets eine doppelte Berührung mit einander haben. (Bd. I, Art. 

33.) Die Bedingung, unter welcher sie überdiess eine Berührung Im. end. 
lichen Raume mit einander haben, wird erhalten , indem man die Gleichheit 
der beiden andern linearen Factoren der biquadratischen Gleichung ‚be- 
dingt, and ist daher (D? — g?— 92)? — 4020, d.h. D = 0 + 0. 

Im Allgemeinen hat die biquadratische Gleichung in А 
ein Paar gleiche Wurzeln, wenn beideFlächen eine gemein- 
schaftliche Erzeugende besitzen. 


Beispiel 2. Man soll den Ort des Centrums einer Kugel von con- 
stantem Halbmesser bestimmen, welche eine Fläche zweiten Grades be- 
rührt. 

Die durch Gleichsetzung der Discriminante der entsprechenden bi- 
quadratischen Gleichung des Beispiels 4 im $ 1 erhaltene biquadratische 
Gleichung ist in æ, y, z — denn diese treten an die Stelle von e, B, y — 
vom zwölften Grade. Wenn wir in ihr о == 0 machen, so reduciert sie 
sich auf ein Product aus dem Quadrat der Gleichung der Fläche in eine 
Gleichung vom achten Grade, welcher wir noch weiterhin begegnen wer- 
den. (Vgl. $ 19.) Das in diesem Beispiel betrachtete Problem ist mit dem 
von der Bestimmung der Gleichung der Parallelfläche der Fläche 
zweiten Grades identisch, d.i. der Fläche, welche der Ort von Punkten 
isl, die man durch Abtragen der constanten Lünge о auf allen Normalen 
der Fläche von ihren Fusspunkten aus erhält. Die Gleichung ist in o? 
vom sechsten Grade und liefert die Längen der sechs Normalen, welche 
man von einem beliebigen Punkte (v, y, z) aus an die Fläche ziehen 
kann. i 
Um den Schnitt der Fläche mit einer der Hauptebenen zu finden, 
benutzen wir das Princip, wornach die Discriminante eines algebraischen 
Ausdrucks von der Form (А — о) p(4) in Bezug auf A die Form eines 
Products von {Ф (в) }? mit der Discriminante von Ф (А) haben muss. 


(„Vorlesungen“, Art. 67.) Macht man also in der Gleichung ($ 1, Beisp. 4) 
z — 0, so giebt die Discriminante von 


: y? о? 
ажо +; RIS. M 
den doppelt zühlenden Kegelschnitt 
2 2 2 
= 22 1 — Lë e. 
a— с b—ec c 


welcher also eine Doppellinie der Fläche ist, zusammen mit der Discrimi- 
nante der zwischen den Klammern stehenden Function; diese repräsentiert 
aber die Curve achter Ordnung, welche die Paralleleurve des Kegelschnitts 
ist. Sie ist die Enveloppe einer Reihe von Kegelschnitten, deren jeder sie 
in den vier Punkten berührt, wo sie die Curve 
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22 y? 2 
E + zu ==0 
(a + À) (b sm (b + А? À 
schneidet; und da der Kegelschnitt 
2 2 2 
Ё P 1— £ = 0 
а—с b —c c 
der dem System für А == — c entsprechende Kegelschnitt ist, so berührt 


auch erdie Curve achter Ordnung in vier Punkten. (Vgl. die nach C lebsch's 
Abhandlung gegebenen Fotwickelengen der Art, 257 f. des Textes.) 
2? 

Es sei für die Ellipse ^; + SG 
c? = a? — b? („Analyt. Geom. d. Kegelschn.“, Art. 161) die Gleichung 
der Parallelcurve vollständig angegeben; sie ist 

cho — 205 te +5?) + (a? — 20?) а + (2 а? — b?) y y 
+o! [ett 4a2b?+ 53) —2 c? (a! — а? +3 b*) a? 

+ 2c? (3 a* — a? p? +b!) y? + (a! —6 atb? + 653) a 

+ (6a! —6«a?b? +bt)yt + (ba! — 10a?b? + 6b!) aw? 

+0? { — 2a?b?c! (a? + b?) + 2 c*x* (3a! — а? + b!) 

— 2 c*y? (a! — a?b? + 303) — U*a* (6a! — 10a*b? + 6 04) 

— а?у (6a! — 10 a*b? + 604) + a?y? (449 — 6 a'b? — 6a?bt + 409) 

+ 202 (a? — 20?) at — 22? (a! — a?b? + 35*) — 2 ay! (3a! — а b!) 
+ 20295 ym + (а? + ау — а) (e — e) + у?) 

Je o yt = 

Nach ihr ist der i eines Punktes ein Kegelschnitt, für welchen die 
Summe der Quadrate seiner normalen Entfernungen von der Curve gege- 
ben ist. Durch die Bildung der Bedingung, unter welcher die Gleichung 
in 02 gleiche Wurzeln hat, erhält man eine Gleichung, welche das Pro- 
duct der Quadrate der Achsen mit dem Cubus der Evolute darstellt. Für 
о == 0 erhalten wir die Curve selbst doppelt gezühlt und überdiess die 
Brennpunkte der Curve als Punkte, deren normale Entfernung von der 
Curve verschwindet. (Vergl. die Abhandlung des Herausgebers im 39'e 
Bande p. 33 von Grunert's ,,Archiv.**) 

Beispiel 3. Die Gleichung der Parallelfläche eines Para- 
boloids wird in der nämlichen Art gebildet, indem man die Discriminante 
der biquadratischen Gleichung des 5. Beispiels im $ 1 aufstellt. Das Resultat 
repräsentiert eine Fläche vom zehnten Grade und reduciert sich für о = 0 
auf die Verbindung des zweifach zu zählenden Paraboloids mit einer weiter- 
hin zu betrachtenden Fläche sechsten Grades ($ 20). Die Gleichung ist in 
о? vom fünften Grade zum Beweis, dass man von irgend einem Punkte 
aus nur fünf Normalen an die Fläche ziehen kann. Wie im letzten Beispiel 
sieht man, dass der Schnitt der Fläche mit einer jeden der Hauptebenen 
eine zweifach zählende Parabel mit der Paralleleurve einer Parabel zu- 
sammen ist. Die Letztere hat für y? ==: 4mz als Gleichung der Parabel 
die Gleichung 


— | = 0 und mit der Abkürzung 
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0° — g! (3y? + 2° + 8a — 8 m?) 
+? Uv y? (2? — 2ma + 20m?) + 8ma? + 8m*x* — 32m? + 16m! 
—(y* — ama)? 1y? + (а — m?) = 0, 

4. Im Artikel 128 Bd. I ist nachgewiesen, dass für die Berührung 
zweier Flächen der Berührungspunkt ein Doppelpunkt in der Durch- 
schnittscurve derselben ist und man hat daran auch die Bestimmung der 
beiden bezüglichen Tangenten derselben geknüpft; aus ihrem Zusammen- 
fallen ist ebenda im Art. 129 dieBedingung der stationären Berüh- 
rung entwickelt und bewiesen worden, dass dieselbe in dem gleichzeitigen 
Verschwinden der Invarianten S und 7 der biquadratischen Gleichung 
des $ 1 besteht, die in den dort vorausgesetzten Verhältnissen wegen 
г == r oder a4, == азу die Wurzel — 1 dreifach besitzt. 

Dadurch verbindet sich die Theorie der Hauptkrümmungsra- 
dien und Centra für Flächer zweiten Grades mit diesen Unter- 
suchungen. Eine durch den Fusspunkt gehende Kugel aus einem Punkte der 
Flächennormale berührt die Fläche stationär, wenn der Radius einem der 
Hauptkrümmungshalbmesser gleich ist (Art. 33 des Textes). Machen wir die 
Tangentenebene zur Ebene æy und die beiden Richtungen der grössten 
und kleinsten Krümmung zu Achsen 2: und y, so erscheint das Glied су 
nicht in der Gleichung, da diese Richtungen den Achsen der parallelen 
Schnitte parallel sind, d. h. diese Gleichung ist von der Form 

z + ax? + by? + etc. = 0, 
und nach dem Vorhergehenden hat eine Kugel 
z + А (а 4 0° 4 22) = 0 
eine stationäre Berührung mit der Fläche, wenn (А — а) (4 — b) = 0 ist; 
also muss A entweder gleich a oder gleich b sein. Für y == 0 aber ist 
der Kreis z + а (x? + :?) = 0 osculierend zu dem Schnitt 


2 + аа? + etc, = 0, 


und in gleicher Weise der Kreis z + b (у? + 22) = 0 osculierend zu 
dem Schnitte z + by? + ete. = 0. Wenn man nun, um die Gleichung 
der Fläche der Centra zu bilden, für die biquadratische Gleichung im 
а. Beispiel des $ 1 die Invariantengleichungen S == 0, T = 0 aufstellt, 
so verbinden diese die Coordinaten œ, B, у der Krümmungscentra der 
Hauptschnitte mit dem Krümmungsradius; die eine der Gleichungen ist 
in o? vom zweiten, die andere vom dritten Grade und die Elimination 
von 0° zwischen ihnen liefert die Gleichung des Ortes der Kräm- 
mungscentra aller Hauptschnitte. Wenn U —0, U' — 0 irgend 
zwei algebraische Gleichungen von demselben Grade sind und einen ver- 
änderlichen Parameter bezeichnet, so kann stets Æ so bestimmt werden, 
dass die Gleichung U -+ kU’— 0 zwei gleiche Wurzeln habe; man kann 
aber nur dann Æ so bestimmen, dass dieselbe Gleichung drei gleiche 
Wurzeln habe, wenn eine gewisse invariante Relation zwischen den Coef- 
ficienten von U und U’ besteht. Diess Problem enthält als einen speciel- 
len Fall das gegenwärtige, denn es ist die Bedingung zu finden, unter 
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welcher die biquadratische Gleichung 
2? y? з ar k 
at vat "opm NE ЖЕЛЕР 
drei gleiche Wurzeln in A hat. Im Folgendem sind die Hauptglieder des 
Resultats gegeben, diejenigen, aus welchen die übrigen durch die Sym 
metrie hervorgehen und es ist dabei vorausgesetzt 
: 02— с == 0, с? — а = В, а? — 2 = у 
und anstatt ax, by, cz sind respective x, y, z gesetzt. 
ax? +3 («? + В?) «* AE: +3 (o + 3o?8? + В) o? a5 y! 
J-3(2a! 4-30?8? --3a?5? —7*»* e? 35y?z? -- (a9 4- 85-9018? -- 9028) 2:6, 
+ 3(a9 4- 6018? +3 aty? + 3o? 8! + 8*y? — 21 0282) буі? 
ais + p'a? + B'y? + By + tat + pu Mein ei 
a, (6° + у)а%10—3 (2 gt + 38у? + 382—7 y*a?) «1х5? 
AR (6° + 6 bta? + 3pty? + 3ß?«* + aty? ЖИН! «?8%у?)«?абу% 
43/14 (atp? +?! +8%?-+@у*+ уа? уа) + 20°В?у Y «22622? 
+ yf eB?) Ins Anere" H8?) a! eine 
+3(B!+3ß?y? d A 
+3 (8% + 6 g*y* + 36'a? + зВ°у" + о?у 0 «?В?у?) taty? 
+ 9 (o8? + 8% + В + Ву + yta? + pat — 1402925?) Baty 
— 34 108700 (B p?) 108912 -бва Ву (Вц уз) ya? уг: 
X (8 + y^ + 98y? + dw «6x6 | 
— 8 (уб + 6518? + 35a? + 3528! + a*8* — 2102825?) а ау? 
+3 l 1a 1824-84-824-8 уа 4- уе!) 42002832 } оуу? 
7 3(8! yet 4e 3(2y* KC 3? B? —Ta^B" et By "ty? 
— 93 (B? + elek + «®8%у% — 0. 
Für z — 0 wird diese Gleichung auf 
(«22° + g^y* — a? p?) te Lë Reg AN + 27 ay’). 
(Vergl. Bd. 1, Art. 209.) Der Schnitt der Fläche mit der unendlich ent- 
fernten Ebene ist den Schnitten mit den Hauptebenen ähnlich, da die 
höchsten Glieder der Gleichung den Ausdruck bilden 
(a? Hy? + 22)? Lata? + gy? + asf — 27 a? 92)! ty?z? }. 
Die Gleichung der Fläche der Centra für ein Paraboloid 
ax? + by? + 2rz = 0 
erhalten wir für a — b = m, a + b = p, ab = q, ba? + ay? = У, 
а? + y? = 0, qz? + prz + r? = W in der Form 
8 {420 + gr (Pa? + ау?) + äwieit ui + 27 Т = 0 
mit 
T —.q^rV* — 16 тА Way? + 6m*qtr?z V9? — 56 т?т? У ау? 
+ 8m?g?r’a?y? И A 12m!g’rd2? У 24-6 m? 93739? V? —152m?45733,29? 
+48 т?ру ау? V 4-8 ті V + 21 тіс? V + 24 m*9?r59?z? 
Fr 12 m! 93 r^g! + 43 mq? ray? + 24 m*zr*g (ax? + by?) 
48m (ax? + by?) r7. 
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Der Schnitt der Fläche mit der Ebene & oder y ist eine dreifach 
zählende Parabel und die Evolute derselben. 


5. Im Artikel 152 des ersten Bandes ist die Bedingung aufgestellt, 
unter welcher zwei Flächen zweiten Grades durch die Relation verbunden 
sind, dass zwei Paare von Gegenkänten des Tetraeders in der einen ent- 
halten sind, während die andere von den vier Seitenllächen desselben be- 
rührt wird. Noch einfacher ergiebt sich die Bedingung, unter wel- 
cher die eine Fläche dem Tetraeder umgeschrieben ist, 
dessen zwei Paare Gegenkanten der andern angehören. 
Für die Voraussetzung des Coordinatentetraeders in solcher Relation zu 
beiden Flächen ist die Gleichung der einen 

day ay + а жү == 0 
und die der andern enthält die Quadrate der Veränderlichen nicht. Man 
hat also 
Aen "ah Ө = aya, (ауа + аа), 
Ө = 2 Logan — 4,545, — ауа) (ауа + ауаз). 
Ф = (ауа, + ааз)? + 2 ауа, (аа — азан — ауаз) 
und die fragliche Bedingung ist ganz analog der a. a. О. erhaltenen 
4400 = E 8120. 

6. Wenn U' = 0 eine Kegelfläche repräsentiert, so ist 
4' == 0 und wir wollen die Bedeutung von Ө, Ф, © in demselben Falle 
untersuchen. Wir denken vereinfachend den Scheitel des Kegels in der 


Ecke des Fundamentaltetraeders а == a, == ж; == 0 oder im Anfangs- 
punkt der Cartesischen Coordinaten, d, i. setzen 


СА СА ГА , 
ац — 0, gu — 0, Ga —0, ga = 0 
und erhalten 


а, ат, ау 
Ө = а; аз , аз, а 
аз, ауу, азу 
e , , є r Ki Wi 
ES Bé {а ау йуу + 24307305 — gu agy? — 05437 — a4? } 
d. h. Ө’ verschwindet, wenn entweder der Kegel in zwei Ebenen zerfällt 
oder wenn der Scheitel des Kegels in der Fläche U == 0 liegt. 
Schreiben wir die Gleichung des aus dem Coordinatenaufang der 
Fläche U = 0 umgeschriebenen Kegels 
ZS 2 2 Se , К 
0—a,, (аа? + ад? + 5543? + 2 asi, ® ауа; + 2152,42) 
2 
а — (аца + gaus + 423) 
їп der Form 
2 2 2 Р Les 
uf + anm + ayymy + 2ayyryn, + Zap + 290,0, == 0, 
so kann Ф in der Form 
, , ki , 5 Ri , H ry 
au (a32 dgy — 4557) + аз ës gu — ау?) + agg (аа, — 2157) 
F А , , r а , D , , 
+ 2333 (аза, — 4,454) + а; (ауа, — аза) 
ГА ГА + Li 
T 2215 (413453 — 235445), 
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geschrieben werden. Man erkennt leicht die geometrische Bedeutung die- 
ser Bedingung; denn wenn die Kegelfläche U^ — 0 auf ein in Bezug auf 
sie sich selbst conjugiertes System bezogen wäre, so würden die Coeffi- 
cienten ауу, ауу, а; verschwinden und Ф würde auf 
, , , , + ГА 
4,1452 43у F Ass gan ау + азза Gy 
reduciert, würde also für die gleichzeitige Erfüllung von 
au = 0, Aan = 0, Aua = 0 
oder 
ацац = а, азад = ga, аза, = ац? 
identisch verschwinden, d. h. nach Bd. I, Art. 76, wenn die durch 
T = Vy = 0, жү ==ху==0, z,—2,—0 
dargestellten Kanten jenes Systems zugleich die Fläche U = 0 berühren. 

In derselben Weise findet man 

a,,0 = ац (ааз — agg?) + аә, (аза — aal + ete. 
und erkennt, dass € verschwindet, sobald drei Tangentenebenen zu 
U — 0 aus dem Scheitel des Kegels möglich sind, welche ein in Bezug 
auf den Kegel U’ — 0 sich selbst conjugiertes System bilden. 

Die Discriminante der cubischen Gleichung in A verschwindet, wenu 
der Kegel U’ — 0 die Fläche U = 0 berührt. 

Repräsentiert U’ == 0 zwei Ebenen, so verschwindet sowohl 4’ 
als auch Ө” und sind die Ebenen z, = 0, x, == 0 diese Ebenen, so re- 
duciert sich U’ auf das Glied а, out: und somit Ф auf 

4,7 (аз — ададц), 
d.h. Ø verschwindet, wenn die Durchschnittslinie beider Ebenen die 
Fläche U == 0 berührt. Wir haben ferner 
O= ay Ay 
und Ө = 0 drückt daher aus, dass die beiden Ebenen in Bezug auf 
U == 0 einander conjugiert sind, d. h. dass der Pol von jeder derselben 
in Bezug auf U — 0 in der andern liegt; denn die Coordinaten des Pols 
der Ebene a, = 0 sind zu 4, 4,5, 4,3, A} proportional und für 
‚ А» == 0 liegt daher der Pol in der Ebene a == 0, 

Wenn jede der beiden Ebenen die Fläche U = 0 berührt, so wird 

die Bedingung 
Ө? —440 
erfüllt. 

7. Die unendlich entfernte Ebene schneidet jede Kugel in einen imagi- 
nären Kreis, welcher durch den aus dem Coordinatenanfang über ihm be- 
schriebenen Kegel in der Gleichung 

Lpy + 22 = 0 
dargestellt wird. Da diese Gleichung auch eine unendlich kleine Kugel 
repräsentiert, so ist jeder Durchmesser derselben und desselben zu der 
ihnen conjugierten Ebene normal. Bilden wir also die Invarianten von 


а Ey 2? 
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und der allgemeinen Gleichung der Fläche zweiten Grades, so erhalten 
wir für Ө — 0 den Ausdruck 
Au + An + Аз = 0 

als dieBedingung, unter welcher der Anfangspunkt der Coor- 
dinaten ein Punkt von solcher Lage ist, dass von ihm drei 
zu einander recht winklige Tangentenebenen an die Fläche 
gelegt werden können, und  — 0 oder 

аңа — ац? + Aa — а? + аза, — а? — 0 
als die Bedingung, unter welcher aus dem Coordinatenan- 
fang drei zu einander rechtwinklige Tangenten an die 
Fläche gezogen werden kónnen. 

Wenn insbesondere der Coordinatenanfang das Centrum der Fläche 
ist, so dass 411, 41, gan den Werth Null haben, während nicht auch zu- 
gleich au == 0 ist, so lange die Fläche keine Kegelfläche ist, so wird 
die cubische Gleichung in A dieselbe, welche in Bd. I, Art. 78 aufgestellt 
worden ist. Die Bedingung Ф = 0 reduciert sich auf 

gu + а» + ag = 0, 
als die Bedingung, unter der es móglich ist, Systeme von je 
drei zu einander rechtwinkligen asymptotischen Linien 
zur Fläche zu ziehen; und die Bedingung Ө == 0 wird 
gu (919 + аа + ауа, — ge — ag? — gel = 0, 

die Bedingung, unter welcher Systeme von je drei zu einan- 
der rechtwinkligen asymptotischen Ebenen zur Fläche 
möglich sind. 

Die beiden so bezeichneten Arten von Hyperboloiden entsprechen den 
gleichseitigen Hyperbeln in der Theorie der ebenen Curven. (Vgl. S 2, Beisp.3.) 

Beispiel. Jede durch drei feste Punkte gehende gleichseitige Hyper- 
bel enthält überdiess bekanntlich einen vierten festen Punkt. (Vgl. unten 
$ 26.) Welches Gesetz entspricht dem in der Theorie der Flächen zwei- 
ten Grades? 

Die Untersuchung des Theorems über die gleichseitige Hyperbel 
lehrt, dass seine Wahrheit von dem Factum abhängt, wonach die Bedin- 
gung, unter welcher die allgemeine Gleichung zweiten Grades eine gleich- 
seitige Hyperbel repräsentiert, in den Coefficienten linear ist. In dersel- 
ben Weise findet man für die gleichseitigen Hyperboloide der Gattung 
а + aa + аз; = 0, welchen Systeme von je drei zu einander recht- 
winkligen asymptotischen Linien entsprechen, den Satz, dass jede Fläche 
dieser Art, welche durch sieben Punkte geht, eine feste Curve und jede, 
welche durch sechs feste Punkte geht, zwei feste Punkte überdiess enthält. 

Denn die Bedingungen, unter denen die Fläche durch sieben feste 
Punkte geht, in Verbindung mit der gegebenen Relation erlauben die 
Bestimmung aller Coefficienten der allgemeinen Gleichung bis auf einen; 
die Gleichung der Fläche enthält daher eine unbestimmte Grösse & und 
ist von der Form U + kU’ — 0, welche die feste Curve (U—0, U’—0) 
enthült. Wenn aber sechs Punkte gegeben sind, so beweist die Unbe- 
stimmtheit von zwei Coefficienten, dass man die Gleichung auf die Form 
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U + kU' + 1U” bringen kann, welche Flächen darstellt, die durch 
acht feste Punkte gehen. 
8. Da jede Tangentenebene des Kegels £? + y? + 22 — 0 durch 
eine Gleichung аа + yy + zz' == 0 ausdrückbar ist für Ф 
at +y? 4 zt 
und da alle zu einander parallelen Ebenen durch dieselbe unendlich ent- 
fernte Gerade gehen, so ist offenbar o? + 8° + y?—0 die Bedingung, 
unter welcher eine Ebene 
er + Ву + 72 + 8==0 
durch eine der Tangenten des imaginären Kreises im Un- 
endlichen geht, den alle Kugelflächen enthalten. 
In Folge dessen kann 
“? + p + у? = 0 
als die Tangentialgleichung dieses Kreises angesehen werden. 
Bildet man nun die Invarianten für diese Gleichung und die allge- 
meine Tangentialgleichung der Flüche (Bd. I, Art. 75) 


Zu: 0415, 4,3, Gu: € 
Тад, а, а, а, В 
ga: an, азу, а, у | == 0, 
аң, аз, аз, аң, d 


ЖО EEE ТТТ 


Ө= 2 (а + а + аз), 
Ф = 4 (аззазз — аз? + ауа, — ау? + аңа, E а) 
und die geometrische Bedeutung ihres Verschwindens ist im vorhergehen- 
den Artikel bereits angegeben. 

Da die Bedingung (Bd. I, Art. 24) ас + ВВ + уу — 0, unter 
welcher zwei Ebenen 

ax + Ву + у: + 0—0, «a + Ву +yz + 5 = 0 
zu einander rechtwinklig sind, offenbar identisch ist mit der Bedingung, 
unter welcher diese Ebenen in Bezug auf 

e +P + у = 0 
einander conjugiert sind, so erkennt man, dass zwei zu einander recht- 
winklige Ebenen als in Bezug auf den imaginären Kreis im Unendlichen 
einander conjugiert anzusehen sind. 

9. Allgemein drückt die Taugentialgleichung einer Curve im 
Raume die Bedingung aus, unter welcher eine Ebene durch eine der Tan- 
genten der Curve hindurchgeht. Wenn z. B. Bd. I, Art. 76 die Bedingung 
gegeben ist, unter welcher die Durchschnittslinie der Ebenen 


ax + бу +yz + до = 0, «x + Ву + у= + до == 0 


eine Fläche zweiten Grades berülftt, so kann man dieselbe auch als die 


so erhält man 
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Tangentialgleichung des hegelschnitts betrachten, in welchem diese 
Fläche durch die Ebene 

«'х + Ву +yz + бо = 0 
geschnitten wird. 

Nach Bd. 1, Art. 119 ist die Reciproke einer ebenen Curve eine 
Kegelfläche und sowie eine gewöhnliche Gleichung zweiten Grades einen 
Kegel darstellt, wenn ihre Diseriminante verschwindet, so repräsentiert 
eine Tangentialgleichung zweiten Grades einen ebenen Kegelschnitt, wenn 
ihre Discriminante verschwindet. Nach der bekannten Bezeichnung der 
Minoren der Diseriminante 4 

= — ‚016, 

; 11 da, : 

ist die allgemeine Tangentialgleichung zweiten Grades durch 

Ank + As? +... 24455, — 0 
ФарѕвіеШЊар. Aus einer solchen Tangentialgleichung können wir die ge- 
wöhnliche Gleichung der Curve ableiten, indem wir zuerst die Reciproke 
der Tangentialgleichung nach den gewóhnlichen Regeln bilden, d. i. 

(45545544, +...) €? rt... = 

sie ist ein vollständiges Quadrat, nämlich das Quadrat der Gleichung der 
Ebene der Curve. Wir bestimmen sodann den Kegelschnitt selbst, indem 
wir diese Gleichung mit der Gleichung 
2012 (45433 — Ans?) + gd (435440 — 433) + gf Ludes — 4133) 

+ 22,0, (АА, — 41143) + 2232, (414 —.43413) 

+ 22,2, (4554,53 — 4554,)) = 0 
combinieren , die den Kegel repräsentiert, der aus dem Punkte 

aus, „==0, Mg B. 
über ihm beschrieben wird. 

10. Man soll die Gleichung des Kegels bestimmen, der 
eine Fläche zweiten Grades U — 0 in der Curve berührt, in 
der die Ebene 

ben + бх, hn, + Em = 0 
sie schneidet. 

Die Gleichung einer Fläche zweiten Grades, welche U = 0 in die- 
ser Schnittcurve berührt, ist von der Form 

kU + (ёа + £j, + E, + mE) —0 
und man hat hier Æ so zu bestimmen, dass diese Gleichung einen Kegel 
darstellt; man erhält aber in diesem Falle 

i o —0, 0'—0, Jet, 
und wenn тап 4 

o = Au E) + 48 + Ag? +... 
setzt, d. h. durch © die Grösse ausdrückt, deren Verschwinden die Be- 
rührung der Ebene mit der Fläche bedingt, so ist die vierte Wurzel der 
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Bestimmungsgleichung für / zu den drei Wurzeln gleich Null, welche sie 
in diesem Falle hat, aus 

кА + 6 = 0 ; 
zu entnehmen. Die Gleichung des fraglichen Kegels ist somit 


cU = 4 («ү + £x, + баз + ES). 

Berührt die betrachtete Ebene die Fläche, so ist (Bd. I, Art. 75) 
в == 0 und die Gleichung des Kegels reduciert sich auf die der doppelt 
zühlenden Berührungsebene. 

Unter dem hier behandelten Problem ist das von der Bestimmung 
der Gleichung des Asymptotenkegels der durch die allgemeine 
Gleichung gegebenen Fläche zweiten Grades mit eingeschlossen. Man hat 
nur die Ebene als die Ebene der unendlich entfernten Punkte zu speciali- 
sieren, d. h. die Coefficienten ihrer Gleichung den Flächenzahlen der Seiten 
des Fundamentaltetraeders proportional zu setzen, (Bd. Т, Art. 34.) 


11. Die Bedingung 6 — 0, unter welcher die Ebene 


ба + б, + baty + Ec, = 0 
die Fläche U=0 berührt, ist eine Contravariante (vgl. „Anal. 
Geom. d. Kegelsehn.“, Art. 377, 378. „Vorlesungen“, Art. 92, 03) von der 
Ordnung drei in den Coefficienten von U. Wenn man für jeden 
Coefficienten а; “іе Summe (aij. + Àajj ) substituiert, welche der Bildung 
der Systems gleichung U + AU’ = 0 entspricht, so erhalten wir die Be- 
dingung, unter welcher dieselbe Ebene eine Flüche dieses ie guion berührt ; 
sie ist von der Form 

с + Ат 4 АТ 4 А80 — 0, 

wie man hinsichtlieh des ersten Gliedes durch die Zerlegung der Deter- 
minante 
4,4 + lays ау E Jos, ma + fou, ац Hiag, E, 
ау + Aa, а + Aag, ga + ha, gn + hay, E 
ou + hagi, а» + Лазу, аз + дазу, ga + hagy. E, 
аң + да, gu + Аа, gu + Aa, gu + Ray, B, 

| & , Е, , & H & , 0 j 
nach ihren Summandendeterminanten leicht bestätigt, während man zu- 
gleich dadurch die entwickelten Formen von v und т’ erhält, 

Sie ist in X vom dritten Grade, weil und zum Beweise dass unter 
den Flächen eines einfachen Systems mit gemeinschaftlicher Durchschnitts- 
curve drei sind, die eine gegehene Ebene berühren. (Bd. I, Art. 130, 131.) 

Die Functionen 6, с, т, € enthalten die Grüssen fu, E, $3» &, im 
zweiten Grade und die Coefficienten von U und U’ im dritten Grade und 
vermittelst derselben kann die Bedingung ausgedrückt werden, unter 
welcher die Ebene 

Bun + ба + Em, + Em, = 0 
irgend eine permanente Beziehung zu den beiden gegebenen Flächen 
U — 0, U' — 0 hat; z. В. dass sie dieselben in Curven u = 0, w = 0 
schneide, welche durch solche permanente Relationen verbunden sind, 
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die durch die Coefficienten der Discriminante von u + Au = 0, d.h. 
durch die Invarianten des einfachen Systems von Kegelschnitten ausdrück- 
bar sind. Wenn wir von 
6 + lt 4r + 026 
die Discriminante nach A bilden, so erhalten wir in dieser Weise durch 
das Verschwinden derselben die Bedingung, unter welcher die Ebene 
T fir; 0 
` die beiden Flächen in Curven schneidet, welche sich berühren, oder mit 
andern Worten die Bedingung, unter welcher diese Ebene eine Tangente 
der Schnitteurve von U — 0 und U' — 0 enthält. Sie ist („Vorlesungen“, 
Art. 85, 136) 
а äer — т?) (Зот — т?) = (900 — тт), 
also in den & vom achten und in den Coefficienten von jeder der beiden 
Gleichungen der Flächen vom sechsten Grade. Ebenso drückt т — 0 die 
Bedingung aus, unter welcher die Ebene die Flächen in zwei 
Curven schneidet, in deren eine ein Dreieck eingeschrieben 
werden kann, was in Bezug auf die andere sich selbst con- 
jugiert ist; etc. 

Die Gleichung с == 0 kann als die Tangentialgleichung der 
Fläche U—0, d. h. als ihre Gleichung in tetraedrischen Plancoordinaten 
(Ва. I, Art. 38) £j, &, etc. angesehen werden; ebenso 6 — 0 als die 
Tangentialgleichung von U' — 0. In derselben Weise sind dann 

rss, !’=0 
die Tangentialgleichungen von Flächen zweiten Grades, die zu den Flächen 
U — 0, U' — 0 gewisse unveränderliche Relationen haben. So ist 
т == 0 die Enveloppe einer Ebene, welche die beiden Flüchen stets in 
Curven schneidet, die zu einander in der eben angeführten Beziehung 
stehen, also die Tangentialgleichung einer Fläche zweiten Grades, die 
durch diese Relation characterisiert ist. Die Discriminante von 
6 + ìt + AA. + o6 —0 

ist Wë die Tangentialgleichung der Durchschnittscurve 
der Flächen U= 0, U' — 0. 

Man kann endlich с — 0 als die Gleichung der Reciprocal- 

fläche von U = 0 in Bezug auf die Fläche 

a. F a? H gg x0 
ansehen (Bd. I, Art. 75. 59), und hat dann in derselben Art 

o + ìt LA o Ae —0 
als die Gleichung der Reciprocalfläche von CAD =0 zu be- 
trachten. Da bei Veränderung von A die Gleichung U + AU'—0 ein System 
von Flächen zweiten Grades bezeichnet, welche durch eine gemeinschaft- 
liche Schnitteurve gehen, so bezeichnet die Reciprocalgleichung ein System, 
welches einer gemeinschaftlichen developpabeln Fläche eingeschrieben 
ist, die die Reeiprocalform der Curve U = 0, U’ — 0 ist. Die Discri- 
minante von с + Ar + Ат + Ae — 0 kann daher ebensowohl als 
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die Tangentialgleichung der Curve U = 0, U' — 0 wie als die Gleichung 
der zu ihr reciproken developpabeln Fläche angesehen werden; sie ist 
wie erwähnt vom achten Grade in den neuen Veränderlichen -und vom 
sechsten in den Coefficienten jeder der Gleichungen der Flächen. 
12, Wir kónnen zu dem im letzten Artikel betrachteten Verfahren 
das reciprok entsprechende befolgen. Sind 
gef, с = 0 
die Tangentialgleichungen der beiden Flächen zweiten Grades, so können 
wir in gewöhnlichen Coordinaten die Gleichung bilden, welche der 
Systemsgleichung : 
6 + Ас —0 
entspricht. Man eliminiert zwischen l 
(4i + hA) É* H +2 (Ass + Ar) BE, + ete. = 0 
oder kürzer 
A + ... + 2А, 5st, + SM zmm0 
und den Gleichungen eines beliebigen Punktes 
Bun hx, Eg, + E, = 0 
die Grüsse £,, so dass man die Gleichung des Tangentenkegels der Fläche 
aus ihm erhält, und stellt die Bedingung auf, unter welcher dieser in 
ein Paar (zusammenfallender) Ebenen degeneriert; sie ist die gesuchte 
Gleichung in Punkt-Coordinaten, und man kann sie in der Form 
U, e Gy su 
tp А, Ay А, А, 
Uy» Aa, А,, As А» 
Vy Аз, Ay, Аз, Az, 
M Vp Au, А А, Ay, 
darstellen. Setzt man endlich in ihr an Stelle der A;; die Binome 
(4 + Mu), 
so entwickelt man diese Determinante durch Zerlegung in ihre Summan- 
den nach Potenzen von % in der Form 
AU + AAT + MAT A AU — 0 
und hat in dieser die Gleichung eines Systems von Flächen 
zweiten Grades in Punkt-Coordinaten, welche sämmtlich 
eine gemeinschaftliche Developpable berühren, deren Gleich- 
ung man durch das Verschwinden der Discriminante dieser Letzteren aus- 
drückt. Ihre Gleichung ist also mit Unterdrückung des Factors 42 27° 
A(34U'T — Т?) (34'UT' — T?) — (09 Ad UU' — TT - 


| 
= 


oder 
274*47U?U"? +44 UT + AAU'T? — Т?Т? + 1841 UU’TT. 

Wir sprechen von ihr weiter, nachdem wir die Bildung der Gleichung 
des Systems : | 
AU + AAT + PAT + BAU —0 


Salmon, Anal. Geom, d. Raumes; Il. 39 
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und die Bedeutung der in ihr auftretenden Gróssen durch Betrachtung 
reducierter Gleichungsformen näher beleuchtet haben werden. Wenn 
beide Flächen U — 0, U' — 0 auf ein sich selbst conjugiertes Tetraeder 
bezogen sind, so dass die Coefficienten a;; und а';; mit ungleichen Indices 
sämmtlich Null sind, so verschwinden die Minoren der Discriminanten mit 
Ausnahme der Hauptminoren (,„Vorlesungen“, Art. 22) und diese sind 
Ay = азаззац, Aan == азаи, 4 к цаз», 
20044 77 9193033, Ay == 05035 yg, etc; 
die Tangentialgleichungen der beiden Flächen sind 
6 = АҢ? + Ay? + Au" + АЫ? = 0, 
в == Ag $? 082+ Aas ES 4 А2 0 
und die Reciprocalgleichung von 
с + 16 — 0 


ist, da auch alle A;; für ungleiche Indices verschwinden, durch 


0, а е Za Ä = , x, | 

а. 4j + doa, 0 э 0 $ 0 

Ty 0 » Aan b Rdn, 0 à 0 = 0, 
23, 0 , 0 , Aan E dä, 0 М 

rM 0 i 0 і 0 ‚4а АА 


d. h. durch die Entwickelung nach Potenzen von A in der Form 
424354 yt + s daags e a sms Au odas.) 
T À 454344 и + Aia T Ay Аз 4з) 4 (4554 44454 +.) Hete. } 
+2 (Aaz Аз Au Ass А, Anat Ay deg Аз) H dag Ay А+) Hete. » 
+33] 4, Ау Ауа? + ec. у= SCH 
dargestellt. Die Substitution der oben für die Ay, 4; entwickelten 
Werthe liefert aber für das absolute Glied der Gleichung 
ААА? + ete. = 20 
und für den Coeffieienten von A3 ebenso 
А» Азу Аца? + ete. == 220"; D 


*) Man hat allgemein für die Discriminante 
а, аң, +». Ain 
= 2 аз, „+. An 


а, O25 .. а | 
der quadratischen Form U von n Variabeln 2,, ... а, und ihre Mino- 
геп Ay; As, etc. die Gleichung 
D: ën , nx a En 
1 Tis An А,, e eg Аһ 
= — Ze Ze: WI Ag; Kë Arn H 


ж, Аз, Аш, ... Р. 8 
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dagegen ist der Coefficient von A 
4 {аца (a23 азу gu + аз ац gan + gu ауаз) ©? + etc.} 
und der von 2? 
4 {ауа (055055444. + 155044002. + 44055453) жү? + ete. }. 

So wie alle Contravarianten des ‚Systems с + Ae — 0 in Function 
der zwei festen Contravarianten т, т und von 6, d ausgedrückt werden 
können, lassen sich alle Covarianten des Systems U + AU' — 0 in 
Function der beiden Covarianten 7, 7" verbunden mit U, U' und den In- 
varianten darstellen. Die reciproken Betrachtungen zu den entsprechenden 
des letzten Artikels zeigen, dass die Fläche zweiten Grades 7 = 0 der 
Ort eines Punktes ist, für welchen die von ihm den Flächen 

U=0, H 0 
umgeschriebenen Kegel in soleher Beziehung zu einander stehen, dass 
drei Kanten des einen bestimmbar sind, welche ein in Bezug auf den an- 
dern sich selbst conjugiertes System bilden, und drei Tangentenebenen- 
des zweiten, welche ein in Bezug auf den ersten sich selbst conjugiertes 
System bilden. 

13, In der analytischen Geometrie der Kegelschnitte entsprechen 
diesen Entwickelungen diejenigen, welche sich auf die Gleichung der 
vier gemeinschaftlichen Tangenten in Punktcoordinaten 
und auf die der vier gemeinschaftlichen Schnittpunkte 
zweier Kegelschnitte in Tangentialcoordinaten beziehen. 
Man erhält für 2 = 0, Z’ == 0 als die Tangentialgleichungen zweier 
Kegelschnitte S = 0, S' == 0 als die der Gleichung X + АХ” = 
entsprechende Punktgleichung 

AS 4- AF 4 RAS — 0, 
wo 
F = (443 + Aar Аз — 24 Ay) а? 

к (4341 + Азу А — 2 Aig 44) а? 

+ (44425 T Aui 4n S- 24.43) as ` 

+2 (Asdıe + 434 — 4.43 77 Ayı 43) Lat 

+ 2(4245 + А, Ar — Anis — Ay Аз) азад 

+? (4345 + da du — dn äu — Asg 2) жү, 
ist. Die Enveloppe des Systems ASH AF + à* A/S. — 0 (vgl. „Analyt. 
Geom. d. Kegelschn.'*, Art. 400, Aufg.3), d.i. die Vereinigung der vier ge- 
meinschaftlichen Tangenten von S= 0, S'—0 ist durch F?—4414 SS" 
dargestellt, und man sieht, dass der Kegelschnitt F — 0 durch die acht 
Berührungspunkte hindurchgeht. (Ibid. Aufg. 2.) Endlich zeigt man 


denn die Entwickelung liefert die Producte zweiten Grades der Varia- 
beln in die ersten Minoren der Reciprocaldeterminante der Diserimi- 
nante; diese Letztern sind aber den Producten der entsprechenden 
Elemente der Discriminante in die (n—2)'* Potenz dieser Discriminante 
gleich, 

39* 
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leicht, dass dieser Kegelschnitt F — 0 der Ort der Punkte ist, für welche 
das Büschel der entsprechenden zwei Tangenten an S — 0, S' — 0 har- 
monisch ist. Ebenso ist für S + AS" — 0 die entsprechende Gleichung 
in Tangentialeoordinaten 
х + Ф +22 —0 

mit ГА L4 Lé Lé 
Ф (а›әа;; Ts Zu" 2075035 ) 5 + (44301; + азд ауу — 2,544) 6? 

Tuto i5 ds? азау) 5^ | 

+? (13043 d. gun 2 7 ау 5“ 244 025) 525 

+2 (2,5455. LA Dain бз — 423 а) 518 

+ 2 (вауу + Ajg 443 — аа, — 033 443) 8,8 
und der Tangentialgleichung der vier Schnittpunkte Ø? — 4 £Z”, so dass 
Ф — 0 ein Kegelschnilt ist, der von den acht Tangenten in den Schnitt- 
punkten beider Kegelschnitte berührt wird. Er ist zugleich die Enveloppe 
der Geraden, welche mit beiden Kegelschnitten je vier harmonische Schnitt- 
punkte bestimmen. (Ibid. Art. 430.) 

Mit Hilfe dieser Covarianten kónnen die Gleichungen 
aller andern mit $—0 und S —OQcovariantenKegelschnitte 
ausgédrückt werden. So ist der Ort der Pole der Tangenten von 
S == 0 in Bezug auf S' — 0 oder der ,Polarkegelschnitt von-$ in Bezug 
auf S^ durch 6S == F und der von S^ in Bezug auf S durch O'S = F 
dargestellt. Die Gleichung Ф == 0 oder die der Enveloppe der harmo- 
nisch von S= 0, S'— 0 geschnittenen Geraden ist OS -- 8 S — F—0. 
Die Enveloppe der Basis eines Dreiecks, welches in S == 0 eingeschrieben 
ist und von welchem zwei Seiten $° — 0 berühren, ist 


(0? — 404) S + A44 S' — 0, 


und der Ort des Scheitels eines. Dreiecks, welches S == 0 umgeschrieben 
ist und von welchem zwei Ecken auf S' — 0 liegen, ist 
16 A'S — 44 (149° — Ө?) F + 8 (43 4@' — 9? — 0. 

Und wenn man den Ort vom Schettel eines Dreiecks sucht, von welchem 
zwei Seiten S — 0 berüliren,. während die dritte aS + bS’ == 0 be- 
rührt und die Basisecken in S^ — 0 liegen, so ist er der eine oder andere 
der Kegelschnitte 24 AS + AuF + 625 == 0, welche die gemein- 
schaftlichen Tangenten von S == 0, S' == 0 berühren und wo 2: и aus 
der Gleichung 

a (444b — (8* — 4 40a) P + а {44а + 200) An — bu? —0 
bestimmt wird; auf dasselhe reduciert sich das allgemeine Problem von 
der Bestimmung des Ortes der freien Ecke eines Polygons, dessen Seilen 
S == 0 berühren und dessen Ecken bis auf Jeng vier in S^ ——: 0. sich be- 
wegen. Man findet # — 0 und Ф == 0 als ein Paar von geraden.Linien 
und ein Paar von Punkten, wenn ‚für die Kegelschnitte S—0 und S —0 
die Invarianten-Relation besteht OO — 1f ; sie ist z. B. erfüllt, wenn 
sie zwei sich rechtwinklig schneidende Kreise sind; dann ist jede durch 
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einen der Mittelpunkte gehende Gerade durch beide Kreise harmonisch 
getheilt, etc. 
An die Bemerkung, dass der Kegelschnitt Ё==0 mit S= 0, S'—0 
ein gemeinschaftliches sich selbst conjugiertes Dreieck besitzt, da für 
ау? ox ox! — 0, аңа? + арту + аыл = 0 
als die Gleichungen beider Kegglschnitte 
F = ag (а + 055) €? + toa (255 H а) 5? + ау (а + 55) 23? == 0 
wird, knüpft sich endlich die Reduction der allgemeinen Gleich- 
ungen zweier Kegelschnitte auf die Form von Summen der 
Quadrate der Veränderlichen. Da nämlich für jene Form die Inva- 
rianten des Systems die einfachen Werthe 
4==1, 4 = Gëss, 6 — a + ës + 235; 
Ө = ааз + азуу + аңа», 
annehmen, so sind die Constanten ау, gan, 445 die Werthe von A aus 
3 — Ө? + 94— A = 0, 
und die Lósung der drei quadratischen Gleichungen 
taten, an? + ax F arts”, 
аң (439 + gel 441 + ete. = Е für 2,?, г, as? 
giebt die Werthe dieser Grössen in Function der bekannten Ausdrücke 
8, S', F, Genau gesprochen müsste man S und S' vorher durch die 
Cubikwurzel von 4 dividieren, aber es kommt auf das Nämliche heraus, 
S und S' unvefündert zu lassen und 27, wie es aus ihnen sich ergiebt, 
durch 4 zu dividieren. 
Für die Kegelschnitte 
а2—62у 4 902—220 4 4y = 0, 5а? — Мау + 80° —60—2==0 
; ndet man die Coefficienten der Tangentialgleichungen oder die Minoren 
der Discriminanten A, Az, Aan, An, An, Ara" Ay, ete. respective 
= — 4, — 1, 18, — 3.8, — 2; — 16, — 19, — 9,21, 24, — 14; 
dann ist d = — 9, Ө = — 54, Ө = — 99, 2 = — 54, so dass 
ау = 1, gan = 2, азу == 8 gefunden wird. Es ist 
F = — 9 (32? — 50у + 440° — 18 4- 12y — 4), 
und aus 
X + Y? + Z2? — За? — bay + Iy? — 2x + Au, 
X? + зҮ? +32? 52? — May + 8y* — 6x — 2, 
5X? + 8Y? 4 92? — 23a* — 50ay + 44y? — 18x + 12y — 4 
"A man 
X? = (3y + 1), У? = (2x — yy, T @-+у+ 1). 
Die Analoga alles dessen bei Flächen zweiten jo rades werden sich im 
Laufe der Entwickelung ergeben. 
14. Man kann an Stelle der Covarianten T — 0, Т” — 0 die bei- 
den Flächen zweiten Grades 5 = 0, S’ = 0 benutzen (Bd. 1, Art. 155), 
deren erste der Ort der in Bezug auf U — 0 genommenen Pole der Tan- 
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gentenebenen von U' == 0 und die zweite der Ort der in Bezug auf 
U' — 0 genommenen Pole der Tangentenebenen von U — 0 ist. Mit 
Hilfe der canonischen Form der Gleichungen kónnen die einfachen zwi- 
schen S und S' mit T und 7” bestehenden Relationen leicht nachgewie- 
sen werden. Man hat 

S == аззаззацац 221° + аза аца, 2 а + ацацазаз? ар 

+ 2,252552, 2 == 0 

und kann. Т” nach dem oben gegebenen Werthe in der Form 

(43353944941. + азаа; + 41611027455. + ацазазац) 

(a1, г? H а 6,2 + ele.) — (аззаззацац "el + еш.) 

darstellen, d. i. man hat 
T'—9U' — S. 
In derselben Weise егһа man 
T=0U— S. 

Man erkennt daraus, dass die Flächen U = 0, S' = 0 und T= 0 
eine gemeinschaftliche Durchschnittscurve besitzen, etc. 

Beispiel 1. Man soll den Ort eines Punktes bestimmen, dessen in 
Bezug auf die Fläche U == 0 genommene Polarebene die Fläche 

U J- iU' —0 
berührt. 

Wir haben dann in с + Ar + Аг + А80 — 0 für &, £j, E, &, 
die Differentiale U,, U,, U}, U, zu substituieren, und können das Re- 
sultat mittelst der canonischen Formen 
Оа? day. Ha, U= ay? H ago! d agus! d ах? 
in Function der Covarianten darstellen. Denn es ist 

a? + ete, + A {(@» + agg + ац) а? + ес} 
+3 {аа + аза, + agita) а? + ete) 
+ {ааа m? + ес.) — 0, 
oder 


AU + 4(8U— ли”) + P(DU— T) + P(O U— T) = 0. 
Ebenso ist der Ort eines Punktes, dessen Polarebene in Bezug auf 
U’ = 0 die Fläche U + AU’ = 0 berührt, dargestellt durch 
, 9U' — T' + (DU — T) + P(6U'— AU) + P4 U' — 0. 
Beispiel 2, Man soll den Ort eines Punktes finden, dessen Polar- 
ebenen in Bezug auf die Flächen U — 0, U' — 0 ein in Bezug auf 
U + AU’ = 0 conjugiertes Paar bilden. In derselben Weise, in der die 
Bedingung 
апаа F gt: + азуусу + are, = 0 
die harmonisch conjugierte Lage zweier Punkte 2, 2 in Bezug auf die 
Fläche U — 0 ausdrückt, ist die Bedingung der harmonisch conjugierten 
Lage zweier Ebenen in Bezug auf diese Fläche 


Auf T 4, + UM t Auf -= A 
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Wenn man diess auf den hier vorliegenden Fall anwendet, so erhält 
man für die canonische Form 

a? + etc. HA Say, + аз» + ац) аца? + etc. 

+ D (ааз; + азан + 04422) аа? + ete. } 
+3 Јаамаца? + etc. } c, 
oder 
AU' + AT' + PT -- P4 U—0. 

15. Die Gleichung der zweien Flächen U = 0, U' — 0 gemein- 
schaftlich umgeschriebenen developpabeln Fläche 
27 A44? U?U? + AUT? + AAU'T? = Т?Т? + 18AA4TT UU’ 
ist vom achten Grade in den Veränderlichen und vom zehnten in den Coef- 
ficienten der Gleichung jeder Fläche. Indem man U == 0 setzt in ihrer 
Gleichung, erkennt man, dass die developpable Flüche sich mit U — 0 
in der Curve U — 0, T= 0 berührt und dass sie diese Fläche überdiess 
schneidet in dem Durchschnitt von 

U=0 ші 72 —– 4407'Т = 0. 
Der letztere Ort repräsentiert acht gerade Linien, reelle oder imaginäre 
Erzeugende der Fläche zweiten Grades U = 0. 

Was die Berührungscurve der developpabeln Fläche mit U — 0 ist, 
erkennt man leicht; denn der Berührungspunkt von U == 0 mit einer ge- 
meinschaftlichen Tangentenebene von U == 0, U’ — 0 ist der in Bezug 
auf Ọ — 0 genommene Pol einer Tangentenebene von U’ — 0 und da- 
her ein Punkt der Fläche S^ == 0, und wir haben im letzten Artikel be- 
wiesen, dass die Сигуеп U = 0, S' —0; T= 0, U= 0 dieselben 
sind. 

Der Schnitt der developpabeln Flüche mit einer der Hauptebenen 
«ү = 0 wird am leichtesten gefunden, indem man den Entwickelungs- 
prozess der Gleichung derselben wiederholt. Die gemeinschaftlich umge- 
schriebene Developpable zu den Flächen 


aos qox + а == 0, 
аца? + аза? + аза? + ayt == 
wird als Discriminante von 
ayt? agt? aggy? аа? de 
Atan Atan Atag Ata, 
erhalten. Wenn man also ж, == 0 macht, so ist wie im $ 3 die Discri- 
minante das Product von 


2 2 
( 012 аул? + 4339$ ) 
84 — 044 42 — 044 ag 444 
in die Discriminante von 
2 2 2 
i; Ke ас 22 ` 
Mta А+а А +аз 
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Um die Letztere zu bilden, differentiieren wir in Bezug auf A und 
erhalten 


аа? + E + ggg? . 
(a не а @+ an? (à ax 
dtm? (09, € xy dag. day? «$, 

tat аа ` BL ae 
also 
aki o РЕ? lat __ ЕТ 
h a Cat re йы, Aa 
daga. faba 25%: 
(A + ауу)? WI 22, 


und durch Substitution in die gegebene Gleichung erhält man 


ty {а (аа) HÄ + а, {аа а) + s tss) }%==0. 

Der fragliche Schnitt besteht daher aus einem zweifach zählenden 
Kegelschnitt und vier geraden Linien, 

16. Man soll die Bedingung finden, unter der eine gegebene 
gerade Linie durch die Schnittcurve zweier Flächen zwei- 
ten Grades U = 0, H — 0 hindurchgeht. 

Angenommen, dass man wie in Bd. I, Art. 76 die Bedingung о = 0 
gebildet habe, unter welcher jene Gerade die Fläche U = 0 berührt, so 
wird durch die Substitution a4, + Aa,, für a,,, ete. dieselbe in 

о + Ал + А0 = 0 

übergeführt, Wenn also die Gerade willkürlich gegeben ist, so bestimmt 
man durch Auflösung dieser quadratischen Gleichung für A zwei Flächen, 
welche durch die Curve U = 0, U' = 0 gehen und diese Gerade be- 
rühren. Geht aber diese Letztere selbst durch die Curve, so müssen beide 
Flächen zusammenfallen, da die Linie im Allgemeinen nur in dem Punkte 
dureh eine Flüche des Systems berührt werden kann, wo sie die Curve 
D —0, U'= 0 schneidet. Die gesuchte Bedingung ist daher m= < 400"; 
sie ist von der zweiten Ordnung in den Coefficienten jeder der Flächen 
und von der vierten in den Coefficienten jeder der die gerade Linie be- 
stimmenden Ebenen, 

Die Bedingung æ == 0 wird erfüllt, wenn die gerade Linie durch 
beide Flächen in vier harmonischen Punkten geschnitten wird. In dem 
Falle, in welchem beide Flächen durch Gleichungen von der Form 


aut - азу Sr азуу? + ayt = 0. 
au E? H азза + азау H аа == 
gegeben sind, während die gerade Linie durch 
5 + ha, + Фа, Ra,—0, 
а + ба, + iy c, t boss 0 
dargestellt ist, ist nach Bd. 1, Art. 76 9 == Хаа (EE, — Bei & , d.h. 
die Summe von sechs Gliedern dieser Form, wie 4,54,, (6,5 — &, &)^, ete. 
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Alsdann ist 
m = Х (0145 Lou gel (55, — 5 &)* 
und man hat í 
n?— 100 = Z (aya, — gu ga (5j — & &)* (ет 
F 2 (ааз а a ) (a 1033 —аүа;) (el? 
+ 22 (nag — ji 4,4) (453055 — 43 а) 
+ (21,453 — 11/433) (аа, — а, gel (818, —5/5)* (6361—83 € 

17. Man soll dieGleichung der developpabelu Fläche de 
den, welche durch die Tangenten der Durchschnittscurve 
von U —0, HU == 0 gebildet wird. 

Wenn wir irgend einen Punkt in einer Tangente dieser Curve be- 
trachten, so geht die Polarebene desselben in Bezug auf U =: 0 oder 
U' — 0 nothwendig durch den Berührungspunkt der Tangente, in wel- 
cher er liegt; die Durchschnittslinie beider Polarebenen schneidet also die 
Curve U = 0, U’ — 0. Wir erhalten daher die Gleichung der fraglichen 
Developpabeln ‚ indem wir in die Bedingung des letzten $ für Eo i ete. 
E, 55, ete. die Differentialquotienten U,, U,, ete., Шү, Uy, elc. substi« 
tuieren; sie ist vom achten Grade in den Variabeln und vom sechsten in 
den Coefficienten jeder Fläche, Unter Anwendung der canonischen Form 
der Gleichungen der Flächen ergiebt sich das Endresultat, wie folgt: 

х (аца — a tz)" (аза — gy 444)! glad ! , - 
+22(a; 103, а 25) (4,455 —,1 аз) (азза аз 444) (422,4 а ац) 
AI + dla a —ayı аз) (45344 — dyg y1) 
m 4 (арац аа) (45555 — 423 53) X 
x (аца а ац) (02235 —›,45у)— (азза 825 44) (331—135 11) 
X (азза ` ge 844) (05511 ауз gu (41162? а ау) (ауу азу 11) 
>< 20 70% d = 

Setzen wir in dieser Gleichung a, == 0, so erhalten wir ein voll- 

ständiges Quadrat, d. h. jede der Vier Ebenen 
ү = 0, х„==0, v= 0, qu = 0 
schneidet die developpable Fläche in einer ebenen Curve vierter Ordnung, 
welche eine Doppellinie der Fläche ist. 

Diess ist a priori offenbar, weil die Symmetrie der Figur es bedingt, 
dass durch jeden Punkt in einer dieser vier Ebenen, welcher einer Tan- 
gente der Curve U = 0, U' == 0 angehört, auch eine zweite Tangente 
derselben gehen muss. 

Man kann mit Hilfe der canonischen Form das vorige Ergebniss in 
Function der Covarianten ausdrücken, und erhält als Gleichung der be- 
trachteten Developpabeln 

SUNT e T'U— 40") (9 uU’ — ти’ — £U?) 
—(DUU'— TU — TU). 

Die б й==0, U' —0 ist offenbar in dem durch diese Gleichung 
dargestellten Orte eine Doppellinie, wie auch sonst erkannt werden kann; 
und der Ort schneidet die Fläche U == 0 überdiess in der Linie achter 
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Ordnung, welche die Flächen U — 0 und 7? — 4 ATU == 0 mit einan- 
der gemein haben. Es ist dieselbe Curve, die wir schon im § 15 fanden. 

Wie es dort ausgesprochen ist, so kann leicht geometrisch bewiesen 
werden, dass eine Erzeugende der Fläche U = 0 in jedem der acht 
Durchschnittspunkte der drei Flächen U — 0, U' = 0, S' = 0 oder 
U= 0, U' — 0, T= 0 auch eine Erzeugende der devoloppabeln 
Fläche ist und dass daher diese acht Linien den Ort von der achten Ord- 
nung bilden, den die Gleichungen U= 0, 7? — 44TU’ = 0 dar- 
stellen. Denn da die Fläche S^ — 0 der Ort der Pole der Tangenten- 
ebenen von U^ == 0 in Bezug auf die Fläche U= 0 ist, so ist die 
Tangentenebene zu U’ — 0 in einem dieser acht Punkte auch eine Tan- 
gentenebene zu U — 0 und geht dahér durch eine der Erzeugenden von 
U — 0 in diesem Punkte. Diese Erzeugende ist also die Durchschnitts- 
linie der Tangentenebenen уоп U = 0, U' = 0 und daher auch eine 
Erzeugende der fraglichen developpabeln Fläche. 

18. Die Berechnung des vorigen $ kann auch in folgender Weise 
ausgeführt werden: Wenn wir die Bedingung der Berührung einer gera- 
den Linie mit der Fläche U = 0 (Bd. I, Art. 76) mit der Discriminante 
А multiplicieren, so erhalten wir 

(Audı? + ete.) (Audi? + ete.) = (44,55 + ete)*. 

Wir bilden dann die entsprechende Formel für die Bedingung, ünter 
welcher der Durchschnitt von zwei Polarebenen U + AU’ == 0 berührt, 
multiplieiert mit der Diseriminante dieser Fläche; dadurch finden wir 
nach den Beispielen 1 und 2 des $ 14 

AU + 5 (OU— AU) +2 (DU— Т) + А (QU — 3 
VEA pet erepta To H 
= (AU' +AT + PT AU)? 
diess Resultat ist, wie es sein muss, durch 
(4 +20 + PD + RBO + a) 
theilbar und der Quotient ist 
(OUU'— T'U— AU?) +} (DUU' — TU — T'U’) 
+ 2 (000° — TU'— fU? = 0. 

So erkennen wir, dass GUU' == T'U + AU’: die Bedingung ist, 
unter welcher die Durchschnittslinie von zwei Polarebenen die Fläche 
U = 0 berührt, während DUU;— TU + T'U’ die Bedingung ist, 
unter welcher sie durch die Flächen U — 0, U’ == 0 harmonisch ge- 
theilt wird. Endlich ist die Gleichung der developpabeln Fläche 

4 (UV — T'U — AU” (&'UU' — TU'— 40% 
—(euU— TU — TU’). 

19. Die Gleichung ax? + by? + ez? + А (а + y? +2) —1 
bezeichnet nach Bd. I, Art. 100 ein System von concentrischen Flächen 
zweiten Grades mit gemeinschaftlichen Ebenen der Kreisschnitte. Die 
Form der Gleichung zeigt, dass die Flächen des fraglichen Systems die 
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imaginäre Curve gemeinschaftlich haben, in welcher die unendlich kleine 
Kugel а? + y? + 22 == 0 irgend eine unter ihnen schneidet. , 


Da ferner die Gleichung eines Systems confocaler Flächen zweiten 
Grades 
2% 


at y 2 E 
ОЛАК a S 
in Tangentialcoordinaten 
ар ow RP Lt 0) 1 
ist, so ergiebt sich reciprok, dass ein System von confocalen Flächen 
zweiten Grades durch eine gemeinschaftliche imaginäre Developpable um- 
hüllt ist; eine Developpable nämlich, welche durch die Tangentenebenen 
irgend einer Fläche des Systems gebildet wird, die je eine der Tangenten 
des imaginären Kreises im Unendlichen enthalten. 

Wenn man die Discriminante der Gleichung des Flächensystems in 
Bezug auf A bildet, so erhält man die Gleichung dieser developpabeln 
Fläche; sie ist für b —c = f, c—a=g, a—b == h die folgende 
(a? ut tat (fa + у! + 1i ue — 22а — fga?) 
T 2f* (g— h)a? + 29* (h — Г) + 2k? (f— д):5 2f (fh — 3g’) у? 
— 2g (gh — 3f?) acht — 2 f (fg — 3h?) az? + 2h (gh — 3f?) x?z* 

t 29 (gf —3 1?) yz 2h (hf — 397) у + 2 (fg) (g—h) e dE 
+ (P*— 6f*gh)a + (g*—0g*fh) y* + (%%А— 6A fg) z* + 2fg (fg —3h?) xy? 
+ 29h (gh — 3f?) y*z? + 2 Af (hf — 39?) а + 2 f*gh (h — д) а? 

+ 29"fh (f— hy? + 2 folg — f)? + fg? <= о. 

Aus dieser Gleichung oder auch wie in $ 3 kann abgeleitet werden, 
dass die Focalkegelschnitte und der imaginäre Kreis in unendlicher Ferne 
Doppellinien in der Fläche sind, 


20. Wenn g == 0 die allgemeine Gleichung einer Fläche zweiten 
Grades ist, so erhalten wir in derselben Art durch Bildung der Recipro- 
ealform von o + A (œ + 8? + у?) 

SU +44 ([a(b + c) —m* — n*]a? + [blet а) —? — P] y* 

+ [c (a 4- b) — ? —m?]z? + [d (a +b + с) — p! — 2? — 7*] 

+ 2ay (en — Im) + 2 zo (bm — In) + 2 у: (al — mn) 

+ 2a [(b AF c)p — ng — mr] + 2y[(c+ а) 4 — »p— ir] 

+ 2z[(a + b) r — Iq -mpj) 

+ 2 E Dæ y! dez?) d- AB C —2 Py —20y —2 Rz | + Dec 
wobei А, B, C, D, P, Q, В die nach a, b, c, d, p, q, r gebildeten Mino- 
ren der Discriminante (Bd, I, p. 76) bezeichnen, 

а, п, т, p 

„an Fer ve 

ЖБ” Т uge à 
4r, d 


1 
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Diess ist die Gleichung einer Reihe von confocalen Flä- 
chen nd ihre Discriminante in Bezug auf A repräsentiert, gleich Null 
gesetzt, die im letzten $ betrachtete Developpable. 

Bezeichnen wir die Coefficienten von A und A? respective durch 7 
und 7’, so ist 7==0 der Ausdruck für den Ort der Punkte, von welchen 
aus drei zu einander rechtwinklige Tangenten an die gegebene Fläche 
zweiten Grades gezogen werden kónnen, und 7" — 0 die Gleichung des 
Ortes von Punkten, von welchen aus drei zu einander rechtwinklige Tan- 
gentenebenen an dieselbe gehen. : : 

Wenn man die Gleichung des Paraboloids = + > 422 sz 0 
in derselben Weise behandelt, so erhält man die Gleichung des Systems 
der confocalen Flächen in der Form 


(bx? + dy? + За) +A Да + y* "p 2 (a + 0) — ab) 
+ (22 — (a +0) — 12 = 0; 

und die sie alle berührende Developpable ist für а — b = m durch die 
Gleichung ausgedrückt 
а (2 + 03) (02 H y? + 22) + 10mz (a? + 02 E 22) (3 — y?) 
+ 42 («? + y’) (аа? + by?) + 16m?z! + 32 mz? (£? + y?) 
+ 21m (bæ? + ау?) z? + (ax? + by?)? + 8m (bx? + ay?) (2 — у?) 
+ may? + 16 (a +b) mz (x? + y? + 2?) — 12m?z (ax? + by?) 
+ 12mabz Lei — y?) + Am?z? (a? + Аар +b?) + Am? (а? + а?у?) 
+ 2abm (ax? — by?) + Am*ab (a + b) z + ат? — 0. 

Der Ort der Durchschnitte von drei zu einander rechtwinkligen 
Tangentenebenen des Paraboloids ist die Ebene 22 — а + b, und der 
Ort des Schnittes von drei zu einander rechtwinkligen Tangenten dessel- 
ben das Umdrehungsparaboloid 

a? + y? + 2 (а +0) 2 — а = 0. 

21. Verschiedene wichtige Eigenschaften von confocalen Flächen sind 
besondere Fälle der Eigenschaften von Flächen, welche in eine gemeinschaft- 
liche Developpable eingeschrieben sind. Es ist zweckmässig, zuerst die 
reciproken Eigenschaften von Systemen auszusprechen, die eine gemein- 
schaftliche Schnitteurve besitzen. Da die Bedingung, unter welcher eine 
Fläche zweiten Grades eine Ebene berührt (Bd. I, Art. 75), die Coeffi- 
cienten ihrer Gleichung im dritten Grade enthält, so folgt, dass es unter 
den Flächen eines solchen Systems mit gemeinschaftlicher Schnitteurve 
drei giebt, welche eine gegebene Ebene berühren, und reciprok daher, 
dass unter den Flächen eines derselben Developpabeln eingeschriebenen 
Systems stets drei durch einen gegebenen Punkt gehen. So wie in dem 
ersteren System durch jeden Punkt des Raumes eine Fläche, so geht im 
letztern zu jeder Ebene des Raumes berührend eine Fläche. In beiden 
Systemen existieren stets zwei Flächen, welche eine gegebene Gerade 
berühren, da die Bedingung, unter welcher solche Berührung stattfindet 
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(Bd. 1, Art. 76), die Coefficienten der Fläche im zweiten Grade enthält. 
(Vergl. Bd. 1, Art. 130, 131.) Und da (Bd. I, Art. 132) stets drei concen- 
trische und concyclische Flächen zweiten. Grades bestimmt werden kón- 
nen, welche eine Ebene berühren und die drei Verbindungslinien der Be- 
rührungspunkte mit dem Anfangspunkt der Coordinaten rechtwinklig zu 
einander sind, so gehen in dem zu einem solchen System reciproken 
System confocaler und concentrischer Flächen drei Flächen durch einen 
Punkt und schneiden einander rechtwinklig. Da endlich die Polarebenen 
eines Punktes in Bezug auf ein System 5 + A (x? + y? + 22) = 0 
durch eine gerade Linie gehen, welche mit dem Anfangspunkt eine Nor- 
malebene zu der Geraden bestimmt, die jenen Punkt selbst mit dem An- 
fangspunkt verbindet — wie diess aus der Betrachtung der speciellen 
Fälle c? + y? + 2? == 0 am directesten hervorgeht — so ist reciprok 
der Ort der Pole einer gegebenen Ebene in Bezug auf ein System voir 
Confocalen eine zu dieser Ebene normale Gerade. 

22. Wir sahen, dass 6 + A (0° LÉI + y?) = 0 (Піе Tangential- 
gleichung eines Systems von confocalen Flächen ist; wenn die Discrimi- 
nante dieser Gleichung verschwindet, so stellt dieselbe somit einen der 
Focalkegelschnitte jener Flächen dar. -Man kann also die Tangential- 
gleichung der Focalkegelschnitte einer gegebenen Fläche finden 
indem man A aus der Gleichung 


DÀ + (ab + be ca — P— m*— п?) 43? +(a+b + c) 4*4 4- 43 ЗА 0 


bestimmt. 
Sei 
та? + 60° 4 52? — Ayz — лау 10x Ay +62 E 4—0 
die Gleichung der Fläche, so ist 4 = — 972 und die cubische Gleichung 


ist 16249 - 99424 + 18142 + 4? = 0; ihre Facloren sind 
34 +4,69 +4, 94 +4, 

d. h. A == 108, 162, 324. Die dureh 6 dividierte Wegen der 
Des Fläche ist 

— 8p? — 115? 4- 27024 263+ Are Здав блай ава: 54y0 — 0. 
is erhält somit die Tangentialgleichungen der drei Focalkegelschnitte 
der Flüche. indem man die ersten drei Glieder der letztgeschriebenen 
Gleichung verändert in 
190° + 108? + 77%, 38a? + 198? + 167°, 55a? + 468? + 435? 
respective. Die Punktgleichungen derselben werden ebenso wie in § 9 
gefunden als durch die Paare 
22—2y+ z+ w=0, Па? ау 112? — 32yz 4-. 2z&—40ry— 0; 
æ + 2у J-2z--5w —0, 67024 685? + 832?— 24yz— 6222 — 320y—0; 
2ж+ у-—?+ w—0, 5а?— 3y?-p MH 2yz—l6z&4- 2ay0 
dargestellt. 

23. Um in tetraedrischen Plancoordinaten die Gleichung der Confo- 

calen. zu einer gegebenen Fläche zu finden, ist, es nothwendig, die der 
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Gleichung o? + B? + y? = 0 entsprechende Gleichung in solchen 
tetraedrischen Ebenencoordinaten zu bilden, d. h. die Gleichung, welche 
ausdrückt, dass der normale Abstand eines Punktes von jeder der Bedin- 
gung genügenden Ebene unendlich gross ist. 

Repräsentieren o = 0, 2, = 0, x, = 0, v, = 0 irgend vier 
nicht durch denselben Punkt gehende Ebenen, welchen bezogen auf ein 
System reetangulärer Achsen die Gleichungen - 

X cos A + Y cos B + Z cos C — p 
entsprechen, so ist der Coefficient von X in 


Ba, + ба + he, Ex, = 0 


& cos А, + & cos A, + &, cos A, + & cos A, 
und die Summe der Quadrate der Coefficienten von X, F, Z ist durch 
EHE 6324 6,2— 28255008 (2525) — 25,5, cos (аа) — 28,5, cos (x12) 
— 2 B E, cos (ауа) — 2 858, cos (хх) — 2858, cos (Xg T4) 

dargestellt, wenn (ж, ду) den Winkel der Ebenen &,—0, ‚== 0 mit ein- 
ander darstellt. Die Gleichsetzung dieses Ausdrucks mit Null repräsentiert 
daher die Tangentialgleichung des imaginären Kreises im Unendlichen. 
Wenn man also die in den letzten $$ entwickelten Operationen unter 
Ersetzung des Trinoms (a? + f^ + у?) durch diesen allgemeinen Aus- 
druck wiederholt, so erhält man ohne Schwierigkeit die Bedingungen, 
unter denen die allgemeine Gleichung zweiten Grades in tetraedrischen 
Plancoordinaten eines der beiden rectangulären Hyperboloide darstellt; 
ferner die Gleichungen der Orte von Punkten, von welchen aus Systeme 
von je drei zu einander rechtwinkligen Tangenten oder Tangentenebenen 
der Fliche móglich sind; die Gleichungen der Focalkegelschnitte, etc. 
Die Bedingung für das hyperbolische Paraboloid ist die Bedingung der Be- 
rührung mit der unendlich entfernten Ebene. 

24. In $ 7 ist bemerkt, dass die Bedingung, unter welcher für recht- 
winklige Coordinaten zwei Ebenen 


ex + Ву -y:—0, «+ Ву + у==0 
rechtwinklig zu einander sind, nämlich die Bedingung 
«а + ВВ + УР == 0, 

identisch ist mit der Bedingung, unter welcher dieselben Ebenen in Bezug 
auf den unendlich entfernten imaginären Kreis zu einander harmonisch 
eonjugiert sind. Daraus folgt, dass die Bedingung der Orthogonalität in 
tetraedrischen Coordinaten, abgeleitet als Bedingung der harmonischen 
Relation zu dem durch die allgemeine Gleichung dargestellten imaginären 
Kreise, erhalten wird in der Form 


& + é — &, cos (жүс) — E; cos (ауа) — &, cos (ma) 


gleich 


+% — & cos (2,2) +5, — ég cos (2,20) — Ё, cos (24) 
T — 5, cos (ааз) — ё, cos (жг) + Eg — 5, eos (жу) 
+i — é; cos (22) — 5, cos (ао) — &, eos (ду) + 5} == 
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Sátze, welche sich auf orthogonale Ebenen beziehen, konnen daher pro- 
jectivisch generalisiert werden, indem man an Stelle des imaginären un- 
endlich fernen Kreises irgend einen festen Kegelschnitt substituiert; an 
Stelle einer Geraden und einer Ebene, die zu einander rechtwinklig sind, 
erhält man so eine Gerade und eine Ebene, welche die Ebene jenes festen 
Kegelschnitts in einem Punkte und einer Geraden schneiden, die harmo- 
nisch conjugiert sind in Bezug auf diesen Kegelschnitt, d. i. Pol und Po- 
lare in Bezug auf denselben. (Vergl. „Analyt. Geom. d. Kegelschn.“, 
Art. 478.) Man kann die erhaltenen Theoreme sodann noch weiter gene- 
ralisieren, indem man an Stelle des festen Kegelschnitts eine Fläche 
zweiten Grades setzt; die Relation der Orthogonalität zwischen einer 
Geraden und einer Ebene geht dann in die Beziehung einer Linie und 
einer Ebene über, bei welcher jene durch den Pol von dieser in Bezug 
auf die feste Fläche zweiten Grades geht. Jedoch sind Theoreme, welche 
man so erhält, damit allein nicht bewiesen, sondern nur eben gebildet. 

Beispiel. Jede Tangentenebene einer Kugel ist normal zum Radius 
des Berührungspunktes. 

Jeder ebene Schnitt einer Flüche zweiten Grades wird durch eine 
Tangentenebene derselben und durch die Gerade, welche den Berührungs- 
punkt derselben mit dem Pol der Schnittebene in Bezug auf sie verbindet, 
in einer Geraden und einem Punkte geschnitten, welche in Bezug auf ihn 
Polare und Pol sind. 

25. Die Tangentialgleichung einer Kugel für ein rechtwink- 
liges Coordinatensystem schreibt man am einfachsten als Ausdruck der 
Bedingung, unter welcher jede Tangentenebene vom Centrum constante _ 
Entfernung hat; also für z als den Halbmesser und 2, у’, z/ als Coordi- 
naten des Centrums in der Form 

(ez + By + yz + 0) == n (e POE. 

Wenn dann 2, x», 23, c, die Coordinaten des Centrums einer 
Kugel sind, so muss die Tangentialgleichung der Kugel in tetraedrischen 
Coordinaten, Er, ё, &, Ё, sein 

(o. + хт, + hr, + Е)? 

ri? F E? HE +E? T 25, соз (ауа) — ete. X. 

Wenn die Kugel insbesondere die vier Ebenen a, = 0, etc. berührt, 
so müssen die Coefficienten von &,?, E,?, &,*, &, verschwinden und die 
Tangentialgleichung einer solchen Kugel muss daher die Form haben 
(5 3E & ^ & > Dk = $? + CM + ы + A — 25,8, cos (2,255) — ete. 
Es existieren daher acht Kugeln, welche die Flächen eines Tetraeders 
berühren. Indem man insbesondere alle Zeichen positiv nimmt, erhält 
man die Tangentialgleichung der eingeschriebenen Kugel 

&& cos? $ (жүл) + 57, соз? $ (x2) + Bb cos? $ (жуа) 
+ 515, cos? Leed + Eb, cos? $ Gerd E Eë cos? $ (жул) == 0. 

Wenn man zu ihr die Reciprocalgleichung bildet und die Coefficien- 
ten der Gleichung durch 4,5, 454, а, а, gau, Ay, bezeichnet, so er- 
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hält man die эн Мана in der Form 
азада? + a,,0,,05)0 + ауа ga C? + 150530; 2, 
+ (аза, — 45505, — аза) (азуу + ац) 

+ (2505, — 4,543, — аа) (азуу + аад) ` 

+ (ща — ауа, — ааз) (4,5254, H 25,2423) == 0. 

Die Gleichung der dem Tetraeder umgeschriebenen Kugel ist in 
Bd. 1, Art, 153 abgeleitet worden und hat dazu gedient, die Bedingungen 
aufzustellen (ibid. Art. 154), unter welchen die allgemeine Gleichung in 
tetraedrischen Punktcoordinaten eine Kugel darstellt. 

26. Es ist im $ 11 gezeigt worden, dass man in der Bedingung , unter 
welcher die Ebene Suz + ét + $c, + Ev, = 0 die Fläche 
U + АО = 0 berührt, eine Gleichung dritten Grades in A erhält, deren 
Coefficienten die Invarianten 4, A, ©, © der Schnitte jener Ebene mit den 
beiden Flächen U = 0 und U’ == 0 sind. Wenn man nun, wie in den 
SS 1, 2 für die Flächen zweiten Grades geschehen ist, für eine Curve 
zweiten Grades und das Paar der unendlich fernen imaginären Kreispunkte 
ihrer Ebene die Invarianten Ө und © bildet, so ist @=0 die Bedingung, 
unter welcher der betrachtete Kegelschnitt eine Parabel und Ө’ = 0 die 
Bedingung, unter welcher er eine gleichseitige Hyperbel ist; es ist end- 
lich 9?—:40 die Bedingung, unter welcher der Kegelschnitt durch jeden 
von den imaginären Kreispunkten im Unendlichen geht, d. i. unter der 
er ein Kreis ist. Zur Ergänzung dessen, was in der „Analyt. Geom. d. 
Kegelschn.“ hierüber entwickelt ist, mögen die Ergebnisse einer solchem 
Berechnung für trimetrische Coordinaten angegeben werden. Es ist 
= gu + а + gu — аӊ cos 4 77403 cos Ay — 2,» соз Ay, 
6 — Au sin? A, + Ay, sin? A, + Aan sin? А, + 245; sin Ay sin Ay 

+ 24,4 sin 4, sin 4, + fe sin A, sin Ay, 
und die Relation 46 == © lässt sich auf mehrerlei Art in eine Summe 
von Quadraten zerlegen, welche Quadrate getrennt gleich Null sein müs- 
sen, damit die Curve ein Kreis sei; sie ist nur für Kreise erfüllt, d. i. für 
Kegelschnitte, welche durch beide Kreispunkte der Ebene gehen, 

Für den dem Fundamentaldreieck umgeschriebenen Kegelschnitt, also 
für a,, == 0, а, = 0, gan = 0 wird die Bedingung der gleichseitigem 
Hyperbel a, cos 4, + а,, соз А, + a, cos А, = 0, d. h. diese 
gleichseitige Hyperhel geht durch den Punkt 

&, соз А, = c, соз 4, = da соз A, 

oder durch den Durchschnitispunkt der Höhen. (Vergl. „Analyt. Geom, 
d. Kegelschn.“, Art. 230.) Für das sich selbst conjugierle Dreieck oder 
454 — 0, арз = 0, а = 0 ist dieselbe Bedingung а + 45 + 434 = 0), 
d. h. die Curve geht durch die Punkte 

44 — 1,544, UE daa, хтү==— aen, Muss $£4— — Vg, 
d. h, die gleichseitige Hyperbel geht durch die Centra der vier Berüli- 
rungskreise eines Dreiecks, welches in Bezug auf sie sich selbst conjugier't 
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ist. Die Ausführung der entsprechenden Operationen für Cartesische Coor- 
dinaten führt auf die bekannten Bedingungen für Parabel, "See 
Hyperbel und Kreis zurück. 

In Erinnerung an die Entwickelungen des $ 13 in Bezug auf die 
Theorie der Kegelschnitte sei noch hinzugefügt, dass die Covariante 
Е == 0 in Bezug auf ein System, welches aus einem Kegelschnitte und den 
Kreispunkten seiner Ebene besteht, den Ort derjenigen Punkte gibt, von 
welchen aus zwei zu einander rechtwinkelige Tangenten ап den Kegel- 
schnitt ergehen, also nach der bekannten Theorie einen mit ihm concen- 
trischen Kreis, im Falle der Parabel die Directrix (und die unendlich ent- 
fernte Gerade). Für Cartesische Coordinaten sind Au == Ay — 1 und 
Aug — du — Ay — 453 0, also 

F= Aq (2 + у?) — 24,47 — 24у + Au + Am = 0 
und für die Parabel wegen A,, = 0 

2 (435 + Ay) = Au + Au : 
als Gleichung der Directrix. In trimetrischen Punktcoordinaten dagegen 
(459 + Аа + 2454 cos A) a4? + Lia + Aia + 2444 соз А) 2,2 
+ (An + 45 + 2412 соз 43) £? 
+ 2 (44 cos A, Au — 45 cos Ay Aua cos A,) уу 
+ 2 (4, cos 4, — Aiz — 4,5 cos А, — Aan cos 43) аз a, 
+ 2 (Azz cos А, — Aja — 4,5 cos A, — Aig cos А,) a, а = 0, 
was man in die den Kreis bezeichnende Form 
(æ, sin 4, + =, sin А, + 2, sin A,) Ма Te a SE, 
1 
ч Az, + Au + 2444 соз A^ e ef _А, + An + 244, cos A el 
sin A, S sin Ay Ts 
== (am, sin А, + жул sin A, + хүл, sin А„) >< 
Au зїп ?А, +43, sin? Ay A, sin? 4; 4-245, sind, зїп А, -- ?.А, sinA, sin, 
+ 244, sin A, sin A, 
sin A, sin A, sin 4, 

bringen kann, in we]cher die Bedingung der Parabel und die für ihre Er- 
füllung hervortretende Directrix, verbunden mit der unendlich entfernten 
Geraden deutlich erscheinen. 

Von Werth ist die Bemerkung, dass die Gleichung dieses Ortes der 
Schnittpunkte orthogonaler Tangenten in den Coeflicienten der Reciprocal- 
gleichung linear ist, denn aus ihr geht hervor, dass der bezügliche Kreis 
für alle durch dieselben vier Geraden berührten Kegelschnitte durch 
zwei feste Punkte geht. 

Wenn man dann dieselben Principien auf eine beliebige Flüche zwei- 
len Grades in rectangulären Coordinaten 

ах? + by? + cz? 4 2lyz + 2mzac + пу + px 4- ду + rz + d—0 
und die entsprechende Tangentialgleichung des unendlich fernen imaginä- 
Salmon, Anal, Geom, d, Raumes, 11. 40 
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ren Kreises @® + 8? + y? — 0 anwendet, so erhält man die Bedingung 
6 — 0, unter welcher irgend ein ebener Schnitt derselben eine Parabel 
ist, in der Form 
(bc — Р) a? + (ca — m?) В° + (ab — n?) у + 2 (mn — al) By 
+ 2 (nl — bm) ya + 2 (Im — cn) aß = 0; 
die Bedingung @' — 0, unter welcher derselbe eine gleichseitige Hy- 
perbel ist 
(b +. c) a? + (c 4- a) B? + (a + b) y* — 218y —2mya — 2neg—0: 

. während endlich O°? = 40 (a? + 8* + у?) die Bedingung ist, unter 
welcher die Schnittebene durch einen der vier unendlich entfernten Schnitt- 
punkte geht, welche der Fläche zweiten Grades mit jeder Kugel gemein- 
sam sind. 

27. Wenn 2 == 0 die Tangentialgleichung eines Kegelschnittes, und 
2’ — 0 die Taugentialgleichung der imaginären Kreispunkte seiner Ebene 
bezeichnet, so ist 2 + 4Z' = 0 die Tangentialgleichung eines 
zum ersten confocalenKegelschnittes, d. i. eines Kegelschuittes, 
der mit jenem die nämlichen von denKreispunkten ausgehenden Tangenten, 
und also die nämlichen Schnittpunkte dieser letztern, d. i. die nämlichen 
Brennpunkte hat. Die Brennpunkte selbst entsprechen den aus der Discrimi- 
nante von Z 4- 427—0, d.i. für CartesischeCoordinaten aus der Gleichung 

(аа — 4,57) 2 + 2 (a, + a) А+ 0 

entspringenden Werthen von A; für solche zerfällt die Gleichung 
£ + АХ" — 0 in lineare Factoren 


(Ge ти + Ez) (E27 + лу + & 7”) 
und die Brennpunkte sind durch 
a y 
Q^ £e 
bestimmt, durch den einen der Werthe von A die reellen, durch den andern 
die imaginären Brennpunkte, 
So findet man die Brennpunkte von 
22°? — Zen + 2y? — 2x — 8y + 11-= 0 
durch die Werthe 
i= — A Ä = — 4 
3 
aus der Gleichung 
32? + 44 + 4*—0 
und wegen 2 == — 9 für А == 3 die Gleichung 
6? + 217? + 382 + 1816 + 1265 + 305g + 3 (E + 1?) 
3 (E + 2+ £) (38 + 4 + 0) 
also für die Brennpunkte die Coordinaten 1, 2; 3, 4. Der Werth 4 = 9 
ergibt die imaginären Brennpunkte 2 + ,3 Ж +. 
Wenn allgemein 2+ А (Ẹ? + n?) — 0 einen zu £= 0 confo- 
calen Kegelschnitt darstellt, so erhält.man dieselbe insbesondere für Car- 
tesische Coordinaten in der Form 
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AS + ® {455 (ar + y!) — 24,40 — 245 + А, + 45) +020 
und daraus die Gleichung der gemeinschaftlichen Tangenten 
{433 (a? + y?) — 2444€ — 243у + 44 + P 2 = 415, 
welche in Factoren zerlegbar ist 
Is — a? +u — В) { (с 9) +y— Pi} 
und in oe, В; с В' die Brennpunktscoordinaten bestimmt. 

Für die Parabel in der Gleichung in trimetrischen Coordinaten ist 
die das Paar der Brennpunkte repräsentirende Gleichung 
O'E — A(&? + & ës E, cos А, — 25, E, cos A, — 25, E, cos 43) 
und da die Coordinaten des unendlich entfernten Brennpunktes als Coor- 
dinaten des Pols der unendlich entfernten Geraden bekannt sind, so sind 
die Coordinaten des endlichen Brennpunktes - 


0 4, ше 4 6 4,, m Z4 
A, sin А, + 4 sin А, + Апат Ay Ay зїп 4, + А, sin 4, + Azz sin Az 
4 


33 7 
Ay, sin А, + Ay, sin Ay + Aan sin Ay 
28. Nun ist die Tangentialgleichung des Punktepaares, in welchem 

der imaginäre Kreis 2 + n? + & = 0 von der Ebene 

«x + Ву +yz LCE 
geschnitten wird, 

(«? + 8? +y’ He + y?) — («e + ВВ + yy? = 0 

und die Tangentialgleichung aller zu dem Schnitt von 


«x + By +yz + дз = 0 


; ax? + by? + e? + dw? — 0 
confocalen Kegelschnitte ist daher 
a? 4 (cdd? + ару? + beð?) + à (8? + y?) 

+ @ (day? + ac? + cd?) + А (y? + a?) 

+ 7? { (abò? + bda? + daß?) + 1 («? + B?) 

+ 9° (рса? + cag? + ау?) — 2 (ad + 3) B'y Ву 

— 2 (bd + A) уауа — 2 (cd + A) «ВоВ — 2 Ьса dei 

— 2 cag'à gà — 2 ару дуд = 0. 

Wenn man nach den gewóhnlichen Regeln die Reciproke dieser 
Gleichung bildet, so erhält man sie als das Product des Quadrats von 
(ec + Ву + у + ё®)їп 

{2 + АХӨ + А2 (02 + В + у?) ө}, 
wo Æ = 0 die Bedingung ausdrückt, unter der die Ebene 
«c + By Бу + до = 0 
die gegebene Fläche zweiten Grades berührt. Indem man den bezeichneten 
zweiten Factor gleich Null setzt, erhält man diejenigen zwei Werthe von 
À, welehe den Tangentialgleichungen der Brennpunkte des fraglichen 
ebenen Schnittes entsprechen. 


mit der Flüche 
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Beispiel 1. Man soll die Brennpunkte des Schnittes von 42? + y? 
— Az? + 1 — 0 mit æ + gy + z = 0 bestimmen. 

Die Gleichung für A wird gefunden als 34? + 24 == 16, so dass 
А = 2 oder = — $ ist. Die Gleichung des Artikels für « — В = у 
== 1 und die gegebenen Werthe von а, A c, d ist 
a (— 3+. 2A) + 248* + (6 4- 23) у — 1002 — 2 (4 4- 3) By 

— 2 (1 +å) ya + 2 (4 — nf = 0 
und gibt durch Substitution von A — 2 
(a + 28 — 3y)? — 168? — 0, 
d. h., die Coordinaten der Brennpunkte respective gleich +4, +4, + 4. 
Der andere Werth von A gibt die imaginären Brennpunkte. 

Beispiel 2. Man soll den Ort der Brennpunkte aller Centralschnitte 
der Fläche zweiten Grades ax? + by? + cz? + 1 — 0 bestimmen. ' 
Indem-man ó' — 0 setzt, wird die Gleichung für A gefunden wie folgt: 

Ду В? у? 
ыт дь ANC da 
a+4 b+4 с+ 

Mit Hilfe dieser Relation M die Tangentialgleichung der Brennpunkte auf 
n SE bea? + cag? + aby? „_ 

nt rs) Бнр 9 

reducirt, und is Coordinaten des Brennpunktes sind daher 
e Ei Ski дой keeft aby? 
pol" 7 eden Es, SCENE RE с + 
Wenn man aus den ersten drei Gleichungen für e, 7, y auflóst und in 
die Gleichung für А substituirt, so erhält man 
(ax? + by + c2?) + А (a? + y? +2?) = 0; 
die Auflösung der letzteren Gleichung für A und Substitution in den Aus- 
druck für 20° giebt endlich bie agas des Ortes 
(а + y? + 23) кута -#) y* 4- (a — с) ST + cay? 4 (b — с) 2? 
+ (b—a) £?) + аһ? | mie а + бал 
mw (а —b) y” + (a—o) z*Y 
{(Ф—с) z* + (b—a) «®\ {f (e—a) а? +(e—b) y’ y; 
der Ort ist also eine Fläche achter Ordnung, die das Centrum der Fläche 
zweiten Grades zu einem vielfachen (6fachen) Punkte hat. Die linke Seite 
der Gleichung kann in der einfacheren Form 
(a H y? + 2°) (a? + by? rez? [a (b — суга +b (с — ay 2a? 
+ c (a—b)? x?y? 

geschrieben werden. Die Tangentenebenen im vielfachen Centralpunkt 
bilden 3 Paare, von denen eines, das der cyclischen Ebene der Fläche 
zweiten Grades, allein reell ist. Die Achsen der Flüche zweiten Grades sind 
doppelte und isolirte Gerade in der Fläche und sie enthält überdies nocli 
eine andere imaginüre Gerade. Jede cyclisehe Ebene schneidet sie nach 

einer doppelten und zwei dreifachen geraden Linien. Die Fläche hat drei 
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asymptotische Kegel, ‘deren einen aus dem Centrum über dem imaginä- 
ren unendlich entfernten Kreise, den zweiten als den Asymptotenkegel 
der Fläche zweiten Grades, und den dritten als einen Kegel vierten Gra- 
des, für welchen die Achsen Doppelerzeugende sind, beide letzteren reell 
in dem Falle der Hyperboloide. (Für die Discussion vergleiche eine Ab- 
handlung von Painvin in „Nouvelles Annales“ t. XXIII, p. 481.) 

Beispiel 3. Man soll den Ort der Brennpunkte der zu einer Achse 
der Fläche parallelen Schnitte bestimmen. 

(а == 0.) Die Gleichung, welche in diesem Falle in Factoren zer- 
fallen muss, ist 


A e BHH + beð?) + @{(а + 3) у? + acd?) 
+ 7? {la+ 8? abd?) + a (eB? + 07) {ук + 0) ByBy 
— ca бл — 2абуфуб = 0 

und die Bedingung der Zerlegbarkeit 
(a + A) (by? + cB?) + abcó'? — 0. 


Dieser Bedingung unterworfen wird die Gleichung 
2 " 3 88 уу ц адд 
iei tnr ++ V. 


so dass В' == by, у = ez, að == (а + А) w ist und ы Substitution 
dieser Werthe in die Bedingungsgleichung (a4-A)w? + acz? + aby? = 
erhalten wird. Man erhält also endlich durch Substitution in 

bc (a + 5)а?==(с 4 å) B? + (b 4-2) y? + bcd? 
die Gleichung des verlangten Ortes 
(by? + cz?) {b?(a—c)y? +c0?(a—b)z —abca* == w? Ut (а—с)у? 

+e (a—b) st). 

Offenbar können die Methoden dieser letzten Artikel direct auf Gleichun- 
gen in tetraedrischen Coordinaten angewendet werden. 

29. Wenn vier Flächen zweiten Grades gegeben sind, an" 
ist der Ort einesPunktes, dessen Polarebenen in Bezug auf 
dieselben sich in einem Punkte schneiden, eine Fläche, 
welche als die Jacobi'sche Fläche des Systems bezeichnet 
werden kann, Denn man hat zur Bildung der Gleichung dieses Ortes 
zwischen den Gleichungen der vier Polarebenen in Bezug auf die Flächen 

Dear Vet U^ 20, U" ec 

„Фа + 02, + Ug, х5 Ur, = 0, 

Dun + Un + Ua; + Оу == 0, ete. 
die ж, ау, жу a, zu eliminiren und erhält als Ausdruck des Ortes das 
Verschwinden der Determinante Z + U, U’, U^, U”, d. i. der 
Jacobi'schen Functionaldeterminante des Systems derFlüchengleichungen. 
(Vergl. „Analyt. Geom. der Kegelsch.** Art. 353). 

Der fragliche Ort ist also eine Fläche vierten Grades. Es ist offen- 
bar, dass, wenn die Polaren eines beliebigen Punktes in Bezug auf die vier 
Flächen U — H = 0, U^ = 0, U" == 0 sich in einem o» 
schneiden, die Polare in Bezug auf AU + uU' 4- vU" + nU” = 
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durch denselben Punkt gehen wird. Die Jacobi'sche Fläche des Systems 
ist auch der Ort aller der Punkte, welche die Scheitel» der im System 
AU + uU’ + vU" + mU” — 0 enthaltenen Kegel sind. 

Deshalb ist der Ort der Scheitel aller Kegel zweiten Grades, welche 
durch sechs gegebene Punkte gehen, ‚eine Fläche vierter Ordnung (vergl. 
Art. 72, Anm.); deun für U = 0, U' = 0, U” — 0, U” — 0, als die 
Gleichungen von vier Flüchen zweiten Grades, welehe durch sie hindurch- 
gehen, kann jede andere Fläche zweiten Grades, welche sie enthält, durch 
AU+uU’+ vU” + xU" —0 dargestellt werden, als welche die drei 
unabhängigen Constanten enthält, die zur vollständigen Bestimmung der 
Fläche nothwendig siud. 

Wenn die Gleichung AU + uU’ + vU" + mU” —0 zwei Ebenen 
darstellen kann, so liegt die Durchschnittslinie derselben in der Jacobi'- 
schen Fläche. 

Haben die vier gegebenen Flächen ein gemeinsames sich selbst con- 
Jugiertes Tetraeder, so reducirt sich die Jacobi'she Fläche derselben auf 
die Gruppe von vier Ebenen, welche dasselbe bilden; denn dann sind die 
Gleichungen der vier Flächen von der Form 

at? + ayt + ggg? + аца? = 0, ete., 
die Differentiale, U, = ах etc. und die Jacobi sche Determinante wird 


== mar. Z E Maya at 

Wenn eine der Functionen U das vollständige Quadrat eines 
linearen Factors Z wäre, so ist Z ein Factor in den Differentialen dersel- 
ben und somit besteht die Jacobi’sche Fläche aus einer Ebene und einer 
Fläche dritten Grades. Wenn die vier gegebenen Flächen vier Punkte in 
einer Ebene gemein haben, so ist geometrisch evident, dass diese Ebene 
ein Theil derJacobi’schen Fläche ist. Haben sie aber sämmtlich eine ebene 
Schnitteurve gemein, so zählt die Ebene derselben doppelt in der Jacobi'- 
schen Fläche und diese besteht aus ihr und einer Fläche zweiten Grades, 
welche jenen enthält, Darum ist die Jacobi’sche Fläche von vier Kugeln 
eine Kugel, welche die gegebenen überall rechtwinklig durchschneidet, 
(Vergl. „Analyt. Geom. der Kegelschn.'* Art. 355.) 

Wenn eine Fläche des Systems AU + uU’ + vU” = 0 die 
Fläche U” == 0 berührt, so ist der Berührungspunkt nothwendig ein 
Punkt des hier betrachteten Ortes und kann daher nur in der Curve lie- 
gen, welche die Fläche U” — 0 mit der Jacobi'schen Fläche des Systems 
gemeinsam hat. Wenn ferner eine Fläche des Systems AU Zu —0 
die Durchschnittscurven von U^ — 0 und U” = 0 berühren , d. h. 
wenn in einem der Punkte, wo AU+ uU ——0 die Curve U —0, U^ —0 
schneidet, die Tangentenehene der ersten Fläche die Durchschnittslinie 
der Tangentenebenen der beiden letzten Flächen enthält, so ist der Berüh- 
rungspunkt offenbar ein Punkt in der Jacobi'schen Fläche des Systems. 
Es existieren daher sechzehn Flüchenevom System AU -+ u U — 0, welche 
die Curve U^ = 0, U” == 0 berühren, denn die Jacobi'sche Fläche der 
vierten Ordnung schneidet die Schnitteurve zweier Flächen zweiter Ord- 
nung in sechzehn Punkten. (Vergl. a. a. О. Art. 353.) 
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Wären drei Flächen zweiten Grades gegeben, so ist der 
Ort eines Punktes, dessen Polarebenen in Bezug auf die- 
selben sich in einer Geraden schneiden, eine Curve sechster 
Ordnung, welche dieJacobi’sche CurvedesSystems genannt 
werden kann. Denn jeder Punkt dieser Art muss den Gleichungen 
genügen, welche das Determinantensystem 
| 0, U, Н 0,", 0," LJ 
U, 0,, Шу» 0," 
ШЫЛ, DS, 0,7 
durch Gleichsetzung mit Null ergibt. Ein solches System repräsentirt aber 
nach Art. 310 eine Curve sechster Ordnung. 
30. Man soll die Gleichungen zweier Flächen zweiten 
Grades U — 0, U' — 0 auf die einfachste Form 
a He +22 4p x! — 0, aqq? 4 099%? + asses? + аца = 0 
reducieren. 

- Nach den Werthen der Invarianten des Systems U + AU’ im Bei- 
spiel 1 des $ 1 sind die Werthe der Constanten с, 455, gan, Ou als die 
Wurzeln der biquadratischen Gleichung 

A — ӨЗ + DR — + A = 0 

gegeben. Man findet sodann durch Auflósung der vier Gleichungen 
ivt py! any! а= 0, а, (2255 05524, + 04,49) а? + etc. — T, 

а (94 а Falen + etc. — 7", аа + etc, = U 
die Werthe von 247, 0,2, аз, 2? in Gliedern der bekannten Functionen 
U, U’, T, T’. Genau gesprochen müsste man zuerst U und U” durch 
die vierte Wurzel von 4 dividieren, um sie auf eine Form zu reducieren, 
in welcher die Discriminante von U gleich Eins ist, es kommt aber auf 
dasselbe Resultat hinaus, bei unverändertem U und U’ die T und 7" als 
aus ihren Coefficienten berechnet durch 27 zu dividieren. 

Beispiel 1. Man soll die Gleichungen Au? — 112,2 — Пау? — ба? 
T 242,2, + Ge Se +32,2, + 4030, = 0, 
25x? — 102,? — 1525? — 52,* E BTL + 1600 — 302,27, — 10у, 
+ 102,0, + 182427, == 0 auf die Normalform reducieren. 

Die Reciproken dieser Gleichungen sind 


5506,2 + 10362,2 + 8502,2 — 3248,2 + 21208,8, + 5002,2, — 5208, E, 
— 18058, + 20888,2, + 1980£,E, = 0, 
30505,* 4- 8008,2 + 27506,2 — 9720,2 + 11200,8, + 49004,6, 
— 41604,6, + 259208,5, + 16200858, = 0. 
Die biquadratische Gleichung zur Bestimmung von A ist 
8100 ut — 104? + 354°? — 504 + 24) == 
es sind also а, 455, аз, a4, respective gleich 1, 2, 3, 4. 
Darnach sind 7 und 7" zu berechnen nach den Formeln 
T= дү * (Aii (01105515) + Азу (41155 455) da (апаа? d 
+ 2455 (апаз — аа) + 2А (аца ааа) + 248) (ааз, 
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— agtu) o ete 22,2, Au (4,455 — 4,3043) + Ац (цаз аад) 
+ 2, (аа, — ауа) + Аз, (азцазз — 03524) 
+ Aua (055445 — 05315) + А,» (а›за,—а„а,;) + os (аз? — ауаз) 
uL (Фа а» "Gust "Osten )) + etc. 
T шү, {4» (ааз — 427) + ete. 
und man erhält durch Division der so berechneten Werthe mit 4 (==8100) 
die Bestimmungsgleichungen für X,?, X;*, X3%, X, wie folgt: 
X? + Z? 4X! HX — 52 — 112,? — Па? — 674? + 240,0, 

+ 222,2, — 202,2, + 82,2, + 4x42, 
X? 4 2X7? 4322 4 4X, —257,? — 100? — 12,3? 50,’ + 380,0, 
+ 46252, — 302,0, — 102,2, + 102,2, + 182,0, 

912 + 16X,? + 212,2 + 24X,? — 1612, — 1002,2 — 1352, Däer? 
+ 30620,2, + 3422,2 — 25020, — 7020,20, + 702,20, + 1262,27, , 
201° + 38X,? + 42.Y,* + 4X = 2380x? — 3002,2 — 36027," (ter A 
+ 71222, + 7162,04 — 682,0, — 1082,27, + 1802,20, + 252242, 

Dann ergibt sich aus 24U — U’ + Т” — T der Werth 
612 = — 6 (22, + 32, — 2, — 224). 
Und in analoger Weise 
X= — (a, +22, —32, +22), Xy = (80, — m, + — a)”, 
= (x, + xdg 
. Beispiel 2. Nachdem gezeigt worden isl, dass die Grössen 2,?, aj", 
ад, а in Function der Ausdrücke U, U’, T, Т” ausdrückbar sind, so 
folgt, dass das Quadrat derJacobi'schen Determinante des Flächensystems 
ebenfalls aus jenen mit Hilfe der Invarianten bestimmt werden kann. Das 
Resultat der Berechnung ist 
J? = AT*.— 0T?T' + oT?T"? — ӨТТ? — ZT! 
+ U’ ((0*—240) T? + (OD — 30 4) T?T + (069 — 148) ТТ? 
— 4 0T? 
+ U ((6?—24'0) T” + (6b —304) T?T+ (00 —444) T'T* 
— 40 тз 
‘+ 40" 1(Ф%—°ӨӨ' --244) T? —(6' — 394) TT' -- BAT” 
+ 20? Des 200 4+ 22121) — (OD — 30 д) TT' + DAT? 
+ T 1(9? -246)U3.2— (00—200?+50°44—- 904) U?UA 
+ (0*0 —20*4— 004 +12 £) AU U* — 44^ 8U*y 
+ T [(0—240) U? 4? — (09? —20'0?- 56 42 — 6 4) U* U' 2 
J-(6"* —29?4'— 00 4 --A447) AUU? 249 U’ 
+ LPU + 224%0* — 00% д? {0° — 3004 + 304? } 
— U*U'4"(6* — 3604 + 364^ 
+ 44 U? U (d$ —3044 -- 30 4 4 30?4—300'0} 
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Wenn man in der Theorie der Kegelschnitte die Jacobi'sche Deter- 
minante zu den drei Curven S = 0, S' — 0, F = 0 bildet, so erhält 
тап ebenfalls das gemeinschaftliche sich selbst conjugierte Dreieck und 
die dem Vorigen entsprechende Relation 

J? = F? — F?(OS' + 95) + F(a'GS? + 105") 

+ (00' — 344) FSS' 
— A? 48? — 44°? S?-- A (240 — Ө) 8%8' + 4(24/8— Ө?) SS". 

31. Sowie die Betrachtungen der früheren $$ von der Invarianten- 
Natur der Coeflicienten in der Discriminante von U + AU' cat ausgingen, 
so kann eine andere Reihe von Entwickelungen an die Discriminante 
von AU + uU’ + vU” = 0 geknüpft werden; die Coellicienten der 
verschiedenen Potenzen von A, u, v sind Invarianten des Systems. Unter 
ihnen sind zwei, welche eine besondere Aufmerksamkeit verdienen, inso- 
fern sie auch Invarianten von irgend dreien unter den Flächen des Systems 
AU + uU’ + vU" — 0 sind. Wir wollen sie durch Z und J bezeichnen. 

Die Invariante 7 verschwindet immer, wenn vier von 
den Schnittpunkten der Flächen U = 0, U' = 0, И” = 0 іп 
einer Ebene liegen, oder in anderen Worten, wenn es móglich ist, 
Werthe von 4, и, v zu bestimmen, für welche AU + uU’ + vU" = 0 
der Ausdruck zweier Ebenen ist, Wenn wir, wie Art. 295, die Gleich- 
ungen der Flächen in der Form 

U= aw? + aw, 4+ аз? + ац 2+ ауу, 

Ua а? + ау 4 аух Hp a ag! + аус, 

U" —a,"a,* +0, ms H ауа +0, ж? + ауа? 
schreiben, wo a, + c, +2, +2, + xy = 0 ist, so ist zu zeigen, 
dass I das Product der zehn Determinanten (a, ау эЛЕ; ^) ete. Denn ез ist 
(a,a, а Jä + и, ау ау (E? ? + (ауа ау) æ == 0 eine Fläche 
des Systems AU + uU’ 4- vU" — 0, welche sich auf das System zweier, 
Ebenen redueiert, sobald eine der Determinanten (a, а, az”), verschwin- 
det. Daher ist Z von der zehnten Ordnung in den Coelfficienten ‘von jeder 
der Flächen. Eben diess kann auch in folgender Weise eingesehen wer- 
den: Sind U = 0, U’ = 0, U” — 0, U” = 0, vier Flächen zweiten 
Grades, welche durch dieselben sechs Punkte gehen, so hat das Problem, 
А, u, v so zu bestimmen, dass U + AU' + uU" + vU” = 0 ein Paar 
von Ebenen darstelle, zehn Lósungen, da dure sechs Punkte zehn Paare 
von Ebenen gelegt werden kónnen. 

Man kann aber die Grösse A auch bestimmen , indem man die Inva- 
riante 7 des Systems AU + uU’ + v U^ = 0 bildet und darnach für 
jeden Coefficienten a, von U die Verbindung a, + Aa, substituirt. Das 
Substitutionsresultat muss A im zehnten Grade enthalten, da dem Probleni 
zehu verschiedene Werthe von A als Lösungen entsprechen; also muss I 
die Coeflicienten von U in diesem nämlichen Grade enthalten. 

Die Invariante des Systems, welche wir J nennen wol- 
len, verschwindet stets, wenn irgend zwei von den ‚acht 
Durchschnittspunkten der Flächen U — 0, U' — 0, U" —0 
zusammenfallen, d. i, wenn diese drei Flächen in einem ihnen ge- 


40 Ka 
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meinschaftlichen Punkte Tangentenebenen haben, welche sich in einer 
Geraden durchschneiden. Cayley hat diese Invariante die Berührungs- 
(Tact-) Invariante des Systems von drei Flüchen genannt; die 
in $ 3 betrachtete ist die Berührungs-Invariante für zwei Flächen. (Vgl. 
Art. 323.) Jeder Punkt dieser Art ist der Scheitel eines Kegels, welcher 
dem System. AU + uU’ + vU” = 0 angehört, Denn wenn wir ihn als 
Anfangspunkt der Coordinaten und die bezüglichen Tangentenebenen als 
æ == 0, y = 0, ax + by == 0 nehmen, so sind die Gleichungen der 
Flächen x + u, — 0, y + u, = 0, ax + by + uy. = 0, wenn 
Un, Mal, u, die Glieder zweiten Grades bezeichnen; alsdann ist aber 
aU + bU' — U” = 0 ein Kegel zweiten Grades, welcher den Anfangs- 
punkt der Coordinaten zum Scheitel hat. 

Diese InvarianteJ ist vom sechzehnten Grade in den Coefficienten von 
jeder der Flächen. Denn wenn wir in den Ausdruck J für jeden Coelfi- 
cienten а von U das Binom а + Aa’ substituiren, wo a' der entsprechende 
Coefficient der Gleichung einer anderen Fläche U' = 0 ist, so ist offen- 
bar, dass der Grad des Resultats in A mit der Zahl der Flächen des Systems 
U + AUT — 0 übereinstimmen muss, welche die Durchnittseurve der 
Flächen U’ = 0, U” == 0 berühren; er muss also nach dem, was in 
$ 29 gefunden ward, gleich sechzehn sein. 

32. Wenn а 2,2 + а, 2,2 + ge? + ац? +42 — 0 
eine Kegellläche darstellt, so genügen die Coordinaten des Scheitels den 
vier Gleichungen, welche durch Vergleichung der Differentiale nach 
«ү, +++. 0, mit Null gebildet werden, d. h. wegen 

ut ts tr, +, = 0 
den Gleichungen а == asc, 4,%, = ау, ete. 
! 

Man kann also durch E S Ж. р; d die Coordinaten des 
a а, аз а а 
Scheitels darstellen, und erhält durch Substitution derselben in die Re- 
lation, welcher die £4, ... 2; stets genügen, die Discriminante der Fläche 
in der Form 

1 1 1 1 1 
Cat: "hr aT a ET 

Wenn wir also die Gleichungen U — 0, U' = 0, U” — 0 in der 

hier gebrauchten Form schreiben, so ist die Discriminante von 


AU + uU’ + vU" —0 
1 
ee Ir ee tege E etc. = 0. 
Aa, Hua, + va, P ka, + ua, + va, F i 
Und wenn AU + uU’ + vU”= 0 einen Kegel repräsentiert, so erhalten 
wir durch Substitution der Coordinaten des Scheitels in die Gleichungen 
von einer der Flächen 
Kéi а› 
Hz p.t ETE A ДК РӘ, \` 
(da, F pa, + va, ) (4а, + иа, + va, 
a ai 
JUL GLACES EL WE LA UP eto = 0, etc., 
(Aa, + ца; + та; 7)? + (Aa, + ua, + >а, + 


+ etc. = 0, 
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Gleichungen also, welche die Differentiale der Diseriminante in Bezug auf 
А, a, v sind. 

Wir erhalten also den Satz: Wenn man die Discriminante von 
AU + uU’ + vU" == 0 und darnach die Discriminante derselben in 
Bezug auf A, ш, v bildet, so ist J ein Factor im Resultat. Man erkennt 
leicht, dass auch I ein Factor im Resultat sein muss, es ist in der That 
dasselbe gleich 12J.*) 


*) Cayley hat ein entsprechendes Theorem für Y und P als ho- 
mogene Funetionen zweier Veründerlichen уот Grade л gegeben. Wenn 
wir die Diseriminante von U + АУ und nachher die Discriminante 
derselben in Bezug auf 4 bilden, so ist das Resultat gleich AO. 
wenn A das Resultat der Elimination zwischen U = 0 und И = 0 ist; 
wenn 2 eine Function vom Grade 2 (л — 2) (n — 3) in beiden Reihen 
von Coefficienten ist, welche verschwindet, sobald A so bestimmt wer- 
den kann, dass 7 -+ АУ zwei Paare von gleichen Factoren hat; und 
wenn € eine Function vom Grade 3 (» — 2) ist, welche verschwindet, 
sobald V -+ AP = 0 drei gleiche Factoren hat. Wenn U und У homo- 
gene Functionen von drei Variabeln sind, so ist die Discriminante nach 
A von der Discriminante von U + 4 F stets gleich AB?0®, wenn A die 
Function vom Grade 3a (n—1) in den beiderlei Coefficienten ist, welche 
die Bedingung der Berührung zwischen U = 0 und P = 0 giebt; wenn 
В stets verschwindet, sobald A so bestimmt werden kann, dass 
U -- АУ = 0 zwei Doppelpunkte hat, und C, sobald es so bestimmt 
werden kann, dass U -+ ДИ = 0 eine Spitze habe, Wenn U = 0, P—:0, 
W = 0 die Gleichungen von drei Kegelschnitten sind, so ist die Dis- 
eriminante der Diseriminante von AU -- uV + vW = 0 in Bezug auf 
д, ш, v-gleich AB®, wenn A = 0 die Bedingung ist, unter welcher die 
Curven sich durchschneiden, und B = 0 diejenige, unter welcher 
AU 4+ uV 4 vW = 0 ein vollständiges Quadrat ist. 


NB. Zu den Literatur-Nachweisungen tragen wir als sehr beachtens- 
werth nach die Note von А, Cayley über die Fläche vierter Ordnung 
von Steiner („Journal f, Mathem.“, Bd. LXIV, p. 172.) (Vergl. oben 
p. 356 u, die 88 6, 1 im Zusatz VI); und, die inhaltreiche Abhandlung 
von Eug. Beltrami, „Ricerche di Analisi applicata alla Geometria'* 
im II. т. III. Bde. des „Giornale di Matematiche von Neapel (1864, 1865). 
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Verzeichniss bemerkter Druckfehler. 


39 Zeile 5 von unten lies yz statt y. 

46 Anmerkung Zeile 9 von unten lies / statt p. 

57 Zeile 16 von oben lies Krümmungslinien statt Krümmungs- 
linie. 

64 Zeile 2 von unten lies seinem statt seinen, 


80 , 17 , D » r+n—9) statt (r +n — 0). 

SV e 5 » der statt den. 

82 „ 91 ,, oben ,, erhält statt erhlüt. 

125 Anmerkung letzte Zeile füge hinzu ,,Comptes rendus“ t. 
LVIII, p. 994. 


131 Anmerkung **) lies Bd, LXIII statt Bd. XLIII. 

136 Zeile 7 von unten lies e statt 2. 

149 die Hinweisung auf die neue Ausgabe von de Saint Venant 
ist zu streichen. 

163 Zeile 13 von unten lies und ihrer statt ibrer. 


171 „ 8 , oben , 194 statt 129. 

INS шн. АЛШ mS, BR TS Ug. 

204 , 3 , un р Hilfswinkel statt Hilfsmittel. 

252 „ 6 ,,  , streiche den Punkt am Ende der Formel. 
302 ,„ 4 ,„ oben lies 159 statt 158. 

850 ·, 14 , ^, o Artikel 5 p. 568. 

852  , 14  , unten ,, Fläche statt Flächen, 

962 ,„ :3. , oben ,, nb'J"—y statt b'1"—!y. 

978 „ 12 ,, unten , B, statt 2, ; 

ЧС ” £t e 5*5. 


” 
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